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Řešitelnost lineárńıch soustav

Při řešeńı soustavy

Ax = b

pro A ∈ Rm×n a b ∈ Rm mohou nastat tyto možnosti.

Soustava nemá řešeńı

Plat́ı b 6∈ rng A. Hledáme alespoň p̌ribližné řešeńı.

Soustava má jediné řešeńı

Plat́ı b ∈ rng A a matice A má lineárně nezávislé sloupce.

Soustava má nekonečně mnoho řešeńı

Plat́ı b ∈ rng A a matice A má lineárně závislé sloupce.
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Definice

Řešeńı soustavy Ax = b metodou nejmenš́ıch čtverc̊u je řešeńı

úlohy

min
x∈Rn

‖Ax− b‖2

Př́ıklad (p̌reurčená soustava)

A =

 1 2

−1 1

1 1

 b =

6

3

4


min
x∈R2

(x1 + 2x2 − 6)2 + (−x1 + x1 − 3)2 + (x1 + x2 − 4)2
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Soustava normálńıch rovnic

Tvrzeńı

Množina řešeńı soustavy Ax = b metodou nejmenš́ıch čtverc̊u je

neprázdná a je rovna množině řešeńı soustavy normálńıch rovnic

ATAx = ATb.

X⊥ = null AT

b

Ax

b− Ax

X = rng A
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O matici soustavy normálńıch rovnic ATAx = ATb

Gramova matice je čtvercová matice ATA.

Tvrzeńı

Pro každou matici A ∈ Rm×n plat́ı:

null(ATA) = null A

rng(ATA) = rng AT

Pokud má A LN sloupce, je matice ATA regulárńı.

Rn Rm RnA

ATA

AT
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Řešeńı soustavy normálńıch rovnic pro matici s LN sloupci

Věta

Nechť má matice A lineárně nezávislé sloupce. Pak je ATA

regulárńı matice a jediné řešeńı soustavy ATAx = ATb je

x = (ATA)−1AT︸ ︷︷ ︸
A+

b.

• Matice A+ je pseudoinverze matice A s LN sloupci

• Má-li matice A lineárně závislé sloupce, pak má soustava

normálńıch rovnic nekonečně mnoho řešeńı
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Ortogonálńı projekce na podprostor zadaný obecnou báźı

Tvrzeńı

Nechť má matice A lineárně nezávislé sloupce. Ortogonálńı

projektor na podprostor X = rng A je matice

A(ATA)−1AT.

X⊥ = null AT

b

Pb = Ax

b− Ax

X = rng A
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Řešeńı soustavy normálńıch rovnic pomoćı QR rozkladu

• Použijeme redukovaný QR rozklad matice A s LN sloupci,

A = QR,

Q má ortonormálńı sloupce, R je regulárńı horńı trojúhelńıková

• Chceme se vyhnout explicitńımu výpočtu matice ATA:

ATAx = ATb (1)

(QR)TQRx = (QR)Tb (2)

RTQTQRx = RTQTb (3)

RTRx = RTQTb (4)

Rx = QTb (5)
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Řešeńı s nejmenš́ı normou

Definice

Nechť má soustava Ax = b alespoň jedno řešeńı. Jej́ım řešeńım

s nejmenš́ı normou je řešeńı úlohy

min ‖x‖2 za podḿınky Ax = b, x ∈ Rn

Př́ıklad (nedourčená soustava)

A =

[
1 2 1

−1 1 2

]
b =

[
1

2

]
min x2

1 + x2
2 + x2

3 za podḿınky Ax = b, x ∈ R3
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Řešeńı s nejmenš́ı normou nedourčené soustavy Ax = b

Tvrzeńı

Existuje právě jedno řešeńı s nejmenš́ı normou. Má-li matice A

LN řádky, je to řešeńı tvaru x = AT(AAT)−1b = A+b.

Matice A+ je pseudoinverze matice A s LN řádky.

x0 + null A = {x | Ax = b}

rng AT

0

x0x

null A
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Řešeńı s nejmenš́ı normou soustavy ATAx = ATb

Sjednocuj́ıćı formulace

min ‖x‖2 za podḿınky ATAx = ATb, x ∈ Rn

Úloha má jediné optimálńı řešeńı x∗.

1. Pokud soustava Ax = b nemá řešeńı, jej́ım řešeńım ve smyslu

nejmenš́ıch čtverc̊u s nejmenš́ı normou je x∗

2. Má-li soustava Ax = b jediné řešeńı, pak je to x∗

3. Má-li soustava Ax = b nekonečně mnoho řešeńı, pak jej́ım

řešeńım s nejmenš́ı normou je x∗

Dokonce i pro matici A bez plné sloupcové/̌rádkové hodnosti lze

definovat pseudoinverzi A+ a plat́ı x∗ = A+b.
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Jak na to v MATLABu?

Soustavu Ax = b umožňuje MATLAB vy̌rešit p̌ŕıkazem

A\b

v následuj́ıćım smyslu:

• Nemá-li soustava Ax = b řešeńı, pak p̌ŕıkaz A\b spočte jej́ı

řešeńı A+b ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u s nejmenš́ı normou

• Má-li soustava Ax = b řešeńı, p̌ŕıkaz A\b najde jej́ı řešeńı,

které má nejvýše m nulových soǔradnic, kde A ∈ Rm×n
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V́ıcekriteriálńı nejmenš́ı čtverce

Pro Ai ∈ Rmi×n, bi ∈ Rmi a µi ≥ 0 minimalizujeme vážený součet

f (x) = µ1‖A1x− b1‖2 + · · ·+ µk‖Akx− bk‖2, x ∈ Rn .

Převod na úlohu nejmenš́ıch čtverc̊u

Plat́ı f (x) = ‖A′x− b′‖2, kde A′ =


√
µ1A1

...
√
µkAk

 ,b′ =


√
µ1b1
...

√
µkbk

 .
Má-li A′ LN sloupce, existuje jediné optimálńı řešeńı

x = (µ1AT
1 A1 + · · ·+ µkAT

k Ak)−1(µ1AT
1 b1 + · · ·+ µkAT

k bk).
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Tichonovova regularizace úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u

Pro zvolenou váhu µ > 0 minimalizujeme vážený součet

f (x) = ‖Ax− b‖2 + µ‖x‖2, x ∈ Rn .

Převod na úlohu nejmenš́ıch čtverc̊u

Plat́ı f (x) = ‖A′x− b′‖2, kde A′ =

[
A
√
µI

]
,b′ =

[
b

0

]
.

Matice A′ má vždy LN sloupce a proto má optimálńı řešeńı tvar

x = (ATA + µI)−1ATb
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Jiné odvozeńı řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u

• Účelová funkce v metodě nejmenš́ıch čtverc̊u je

f (x) = ‖Ax− b‖2, x ∈ Rn

• Funkce f je kvadratická a tud́ıž spojitě diferencovatelná

• Minimum tak lze nalézt pomoćı podḿınek optimality známých

z matematické analýzy
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