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Resitelnost linearnich soustav

PY¥i YeSeni soustavy

Ax=Db

pro A € R™*" a b € R™ mohou nastat tyto moZznosti.

Soustava nema FeSeni

Plati b & rng A. Hleddme alespori pfiblizné ¥eseni.

Soustava ma jediné ¥eSeni

Plati b € rng A a matice A m3a linedrné nezavislé sloupce.

Soustava ma nekoneéné& mnoho feseni

Plati b € rng A a matice A ma linedrné zavislé sloupce.



Metoda nejmensich &tverci

Definice
Reseni soustavy Ax = b Jje fesenf
ulohy
: 2
min ||Ax — bl|
xeR”

Ptiklad (pfeurtena soustava)

1 2 6
A=1|-11 = |3
1 1 4

min (X1+2X2—6)2 ( X1—|—X1—32

+ X1 4= X0 — 4)
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Soustava normalnich rovnic

Tvrzeni
MnoZzina FfeSeni soustavy Ax = b metodou nejmensich ¢tverci je
neprdzdnd a je rovna mnoziné fesen{

ATAx = ATb.

X =rmgA

X+ = null AT ,



O matici soustavy normalnich rovnic ATAx = ATb

je &tvercova matice ATA.

Tvrzeni

Pro kaZ?dou matici A € R™*" plati:

null(ATA) = null A
rmg(ATA) = g AT

Pokud ma A LN sloupce, je matice ATA regularni.

Rn A Rm AT Rn

\/

ATA



Reseni soustavy normalnich rovnic pro matici s LN sloupci

Véta

Necht ma matice A linedrn& nezavislé sloupce. Pak je ATA
reguldrni matice a jediné ¥e¥eni soustavy ATAx = ATb je
x=(ATA)IATb.

—_———
A+

e Matice AT je matice A s LN sloupci

e Ma3a-li matice A linedrné zavislé sloupce, pak ma soustava
normalnich rovnic nekone¢né mnoho feseni



Ortogonalni projekce na podprostor zadany obecnou bazi

Tvrzeni
Necht m3 matice A linedrn& nezavislé sloupce. Ortogondlni
projektor na podprostor X = rng A je matice

A(ATA) AT

b— Ax|

X =rmgA

Xt = null AT 6



ReSeni soustavy normalnich rovnic pomoci QR rozkladu

e PouZijeme redukovany QR rozklad matice A s LN sloupci,
A = QR,

Q ma ortonormdlni sloupce, R je reguldrni horni trojihelnikova

e Chceme se vyhnout explicitnimu vypottu matice ATA:

ATAx=A"b
(QR)"QRx = (QR)"b
R'TQ"QRx=R'Q"b

R'TRx=RTQ'b

Rx=Q'b
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w
—_ — — — ~—



ReSeni s nejmensi normou

Definice
Necht m3 soustava Ax = b alespoii jedno ¥eSeni. Jejim
je feSeni Ulohy

min ||x||2 za podminky Ax = b, x € R"
P¥iklad (nedourtena soustava)

A:121b:1
-1 1 2 2

min x? + x3 + x3 za podminky Ax = b, x € R®




ResSeni s nejmensi normou nedouréené soustavy Ax = b

Tvrzeni
Existuje pravé jedno feSeni s nejmensi normou. Ma-li matice A
LN ¥adky, je to fefeni tvaru x = AT(AAT)"1b = A*b.

Matice AT je matice A s LN ¥adky.

xo + nullA = {x | Ax = b}

null A
mg AT 9




Reseni s nejmensi normou soustavy ATAx = ATb

Sjednocujici formulace
min ||x||? za podminky ATAx = ATb, x € R”

Uloha m3 jediné optimalni Feseni x*.

1. Pokud soustava Ax = b nema Feseni, jejim ¥eSenim ve smyslu
nejmensich &tverclh s nejmensi normou je x*

2. Ma-li soustava Ax = b jediné Feseni, pak je to x*

3. Ma-li soustava Ax = b nekone¢né mnoho reseni, pak jejim

feSenim s nejmensi normou je x*

Dokonce i pro matici A bez plné sloupcové/fadkové hodnosti Ize
definovat At a plati x* = ATh.

10



Jak na to v MATLABuU?

Soustavu Ax = b umoZiiuje MATLAB vy¥esit ptikazem
A\b

v nasledujicim smyslu:

e Nema-li soustava Ax = b ¥eZeni, pak p¥ikaz A\b spotte jeji

v

fedeni ATh ve smyslu nejmensgich &tvercii s nejmensi normou
e Ma-li soustava Ax = b ¥eZeni, p¥ikaz A\b najde jeji Feseni,
které ma nejvy$e m nulovych sou¥adnic, kde A € R™*"
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Vicekriteridlni nejmensi ¢tverce

Pro A; € R™*" b; € R™ a p; > 0 minimalizujeme vadZeny soudet

f(x) = p1||Arx — by||® + - + i ||Arx — b2, x € R".

Pfevod na ulohu nejmensich &tverci

VH1AL VH1b1
Plati f(x) = ||A’x — b/||?, kde A’ = : b = :
NITLY: VHkbk

M3a-li A’ LN sloupce, existuje jediné optimalni Yeen{

x = (AT AL+ -+ AL A) (1Al by + - 4 ukALby).
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Tichonovova regularizace ulohy nejmensich ctvercii

Pro zvolenou vahu g > 0 minimalizujeme vaZeny soucet

f(x) = [|1Ax —b|> + ullx||?,  x€R".

Pfevod na ulohu nejmensich ¢tverci

Plati f(x) = ||A’x — b/||?, kde A’ =

Matice A’ ma vZdy LN sloupce a proto ma optimaln{ ¥eeni tvar

x=(ATA+ ul)"*ATb
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Jiné odvozeni feSeni ve smyslu nejmensich ctver

e Utelovs funkce v metod nejmensich &tvercl je
f(x) = ||Ax — b||?, x € R"

e Funkce f je kvadratickd a tudiZ spojité diferencovatelnd

e Minimum tak lze nalézt pomoci podminek optimality zndmych
z matematické analyzy
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