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Tomáš Kroupa Tomáš Werner
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Ortogonalita podprostor̊u

Vektor y ∈ Rm je ortogonálńı na

podprostor X ⊆ Rm, je-li y ⊥ x

pro každé x ∈ X . Ṕı̌seme y ⊥ X .
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Ortogonálńı podprostory

X ,Y ⊆ Rm splňuj́ı y ⊥ X pro

všechna y ∈ Y . Ṕı̌seme X ⊥ Y .
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Ortogonálńı doplněk

Ortogonálńı doplněk podprostoru X ⊆ Rm je množina

X⊥ := {y ∈ Rm | y ⊥ X}.

X⊥
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Pozorováńı

X⊥ je lineárńı podprostor Rm a plat́ı X ∩ X⊥ = {0}
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Ortogonálńı doplňky fundamentálńıch podprostor̊u matice

Tvrzeńı

Pro každou matici A plat́ı:

(rng A)⊥ = null AT

(null A)⊥ = rng AT

Fredholmova alternativa pro řešeńı soustavy Ax = b:

• Buď má soustava Ax = b řešeńı

• nebo existuje řešeńı x 6= 0 soustavy ATx = 0 takové, že x 6⊥ b
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Př́ıklad

Soustava Ax = b nemá řešeńı

A =

−3 1 2

0 1 −1

1 −1 0

 b =

 1

0

−1


Pro x = (1, 2, 3) plat́ı ATx = 0 a x 6⊥ b.
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Ortogonálńı projekce na podprostor

Definice

Ortogonálńı projekce vektoru z ∈ Rm na lineárńı podprostor

X ⊆ Rm je vektor x ∈ X takový, že (z− x) ⊥ X .

z

x

z− x

X

Vektor z− x se nazývá kolmice nebo také chybový vektor.
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Vzdálenost bodu od podprostoru

Věta o kolmici

Ortogonálńı projekce x ∈ X vektoru z ∈ Rm na lineárńı

podprostor X ⊆ Rm minimalizuje vzdálenost od z:

‖z− x‖ < ‖z− y‖ ∀y ∈ X , y 6= x

z

x

z− x

X y

Tedy ‖z− x‖ je vzdálenost bodu z od podprostoru X .
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Ortogonálńı projekce na podprostor s ortonormálńı báźı

Věta

Nechť má matice U ∈ Rm×n ortonormálńı sloupce u1, . . . ,un

a X := rng U. Ortogonálńı projekce z ∈ Rm na X je vektor

x = UUTz = (uT
1 z)u1 + · · ·+ (uT

n z)un

z

x

z− x

X = rng U

u1 u2
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Ortogonálńı projekce na p̌ŕımku

Ortogonálńı projekce vektoru z ∈ Rm na p̌ŕımku procházej́ıćı

počátkem se směrovým vektorem a ∈ Rm je vektor

x =
aTz

aTa
a.

z

x

a

Délka pr̊umětu x je ‖x‖ = |aTz|
‖a‖ .
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Vlastnosti ortogonálńıho projektoru

Ortogonálńı projektor je matice P := UUT, kde U ∈ Rm×n má

ortonormálńı sloupce a X := rng U.

Vlastnosti

1. P ∈ Rm×m

2. P = P2

3. P = PT

4. X = rng P a X⊥ = null P
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Ortogonálńı projekce na ortogonálńı doplněk

Tvrzeńı

1. Kolmice z− x je ortogonálńı projekce vektoru z na X⊥

2. Matice I−UUT je ortogonálńı projektor na X⊥

3. Vzdálenost bodu z od podprostoru X⊥ je ‖x‖ = ‖UTz‖

X⊥ = null UT
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x

z− x

X = rng U
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Prostor Rm jako direktńı součet X a X⊥

X⊥ = null UT

z

x

z− x

X = rng U

Tvrzeńı

X ∩ X⊥ = {0} a X + X⊥ = Rm
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Vzdálenost bodu od afinńıho podprostoru

Pro vektor z ∈ Rm a afinńı podprostor A ⊆ Rm hledáme minimum

funkce ‖z− x‖ za podḿınky x ∈ A.

Jak na to?

1. A = X⊥ + x0 = null UT + x0 = {x | UTx = b}, b := UTx0,

pro nějakou matici U s ortonormálńımi sloupci

2. Plat́ı d(z,A) = d(z− x0,X
⊥)

3. d(z− x0,X
⊥) = ‖UTz− b‖
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