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Co maji spole¢ného tato linearni zobrazen
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Eukleidovsky prostor R”

e Standardni skalarni sou&in
x"y =x1y1 4+ Xn¥n
e Eukleidovskd norma
X[ = VXTx = y/x2+ - + x2
o Eukleidovskd metrika

d(x,y) =[x -yl

Definice

x,y € R" spliiuji x'y = 0. Pideme x L y.



Ortonormalni mnozina vektoru

vektord {uy,...,u,} spliiuje
0 i#j

uluj = _#J Lj=1,...,n
1 /=

Dulezité postiehy
e Ortonormalni mnoZina je linedrn& nezdvisla

e Soutadnice vektoru x € span{uy,...,u,} v ortonormalni bazi
ui,...,u, se spocitaji snadno:

x = (u]X)ug + - + (U x)u,



Matice s ortonormalnimi sloupci

Matice U € R™*" , pokud spliiuje
u'u=1

Zakladni vlastnosti

Linedrni zobrazeni f: R" — R definované jako f(x) := Ux je
tzv. (zachovéva skaldrni soutin a délky vektori):

1 (UX)T(Uy) = xTy

2. [JUx|[ = [|x]]



Ortogonalni matice

Definice

je matice U € R"*" s ortonormalnimi sloupci.

Ekvivalentné:
.uUT=u-!
. uuT =1

. U ma ortonormalni fadky

A W N

UT je ortogonalni matice



Rota¢ni matice v R?

Rotace vektoru kolem pocatku o Uhel ¢ proti sméru hodinovych
ruci¢ek je vyjadfena matici

cosp —singp
sinp  cosp

/x SO:%
0 -1
X1 1 0




Matice zrcadleni v R?

Zrcadleni (reflexe) vektoru v R? podle p¥imky prochézejici
potatkem a sm&rnici tan(%) je vyjadfeno matici

cos  singp
sinp —cosp

X2




Permutaéni matice v R3

Permutacni matice je matice, jejiz sloupce jsou permutované
vektory standardni bdze. Napt.

0 1 0
[63 e 62} =10 0 1
1 0 0
€3 €3
e €2 e €2



Proc jsou ortogonalni matice preferovany ve vypocétech?

Princip
Vystup numerického algoritmu by nemél byt zatiZen dodate¢nou

neurditosti nad neurcitost vstupnich dat.

e Ortogonalni matice U zachovava chyby na vstupu

e Pokud je presnd hodnota x = x’ + e, kde x’ je p¥iblizng
spoditand hodnota a e je chyba, pak

Ux = U(x' + e) = Ux' + Ue

o Velikost chyby zlstane stejnd, protoze ||Ue| = ||e]|



Householderova matice

Zrcadleni podle nadroviny prochazejici poéatkem s normalovym
jednotkovym vektorem u € R" reprezentuje Householderova matice

Hy, =1—2uu’

X2

X1
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QR rozklad — plna verze

Véta

Pro kaZzdou matici A € R™*" existuje

e ortogonalni matice Q € R™*"™ 3

e hornf trojihelnikovd matice R € R™*" spliiujici

A = QR.

e Jeden z algoritm( na vypolet QR rozkladu je zaloZen na
iterativni aplikaci Householderovych reflexi

e QR rozklad nemusi byt jednoznaény
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QR rozklad — pfiklady

QR rozklad jedné regularni matice

0 —20 -14 1 0 —20 15| [5 25 —4
3 21 4| = 25 15 12 16| |0 25 10
4 11 =2 20 -9 12 0 0 10

QR rozklad matice s LN sloupci

1 -1 4 1 -1 1 17[2 3 2
1 4 2| 1|1 1 -1 1||0 5 -2
1 4 2| 2ft 1 1 -1|lo o0 4
1 -1 0 1 -1 -1 -1/ |0 0 O
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QR rozklad — redukovana verze pro m > n

Vynechdme poslednich m — n nulovych ¥adkii matice R, poslednich
m — n sloupcii matice Q a dostaneme A = Q'R’:

e matice Q' € R™*" m3 ortonormalni sloupce

e (tvercova matice R” € R"" je horni trojihelnikovd

Redukovany QR rozklad matice s LN sloupci
-1 4 1 -1 1

1
2 2
14—2_111—10 5
1 4 201 211 1 1
0 4
1 -1 0 1 -1 -1
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Jednoznaénost redukovaného QR rozkladu

Tvrzeni
Pro kazdou matici A € R™*" s LN sloupci, kde m > n, existuje
jedind dvojice matic Q a R takova, Ze A = QR, pficemz

e Q € R™" m3 ortonormalni sloupce a

e R € R™" je horni trojihelnikovd matice s kladnymi prvky na
diagonale.
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Ortogonalizace pomoci redukovaného QR rozkladu

Hleddme ortonormalni bazi prostoru span{as,...,a,}:
A= [al an} = QR

kde matice Q € R™*" ma ortonormilini sloupce a matice
R € R"™" je horni trojihelnikovd a reguldrni.

Pro¢ to funguje?

e Diky regularité R plati rng QR = rng Q

e Tedy sloupce Q tvo¥i ortonormdlni bazi pro span{as,...,an}

ii5)



Re¥ime soustavu Ax = b pomoci plného QR rozkladu A = QR:

Ax=Db (1)
QRx=b (2)
Q'QRx=Q'b (3)
Rx=Q'b (4)

Pro¢ to funguje?

e Soustava (4) je snadno FeSitelnd zp&tnou substituci
e Nasobeni regularni matici QT zleva je ekvivalentni tiprava

e QR rozklad je numericky stabilni
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