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2021 LS

Fakulta elektrotechnická
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Co maj́ı společného tato lineárńı zobrazeńı?
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Eukleidovský prostor Rn

• Standardńı skalárńı součin

xTy = x1y1 + · · ·+ xnyn

• Eukleidovská norma

‖x‖ =
√

xTx =
√
x2

1 + · · ·+ x2
n

• Eukleidovská metrika

d(x, y) = ‖x− y‖

Definice

Ortogonálńı vektory x, y ∈ Rn splňuj́ı xTy = 0. Ṕı̌seme x ⊥ y.

2



Ortonormálńı množina vektor̊u

Ortonormálńı množina vektor̊u {u1, . . . ,un} splňuje

uT
i uj =

0 i 6= j

1 i = j
i , j = 1, . . . , n

Důležité posťrehy

• Ortonormálńı množina je lineárně nezávislá

• Soǔradnice vektoru x ∈ span{u1, . . . ,un} v ortonormálńı bázi

u1, . . . ,un se spoč́ıtaj́ı snadno:

x = (uT
1 x)u1 + · · ·+ (uT

n x)un
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Matice s ortonormálńımi sloupci

Matice U ∈ Rm×n má ortonormálńı sloupce, pokud splňuje

UTU = I.

Základńı vlastnosti

Lineárńı zobrazeńı f : Rn → Rm definované jako f(x) := Ux je

tzv. izometrie (zachovává skalárńı součin a délky vektor̊u):

1. (Ux)T(Uy) = xTy

2. ‖Ux‖ = ‖x‖
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Ortogonálńı matice

Definice

Ortogonálńı matice je matice U ∈ Rn×n s ortonormálńımi sloupci.

Ekvivalentně:

1. UT = U−1

2. UUT = I

3. U má ortonormálńı řádky

4. UT je ortogonálńı matice

5



Rotačńı matice v R2

Rotace vektoru kolem počátku o úhel ϕ proti směru hodinových

ručiček je vyjáďrena matićı[
cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ

]
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]
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Matice zrcadleńı v R2

Zrcadleńı (reflexe) vektoru v R2 podle p̌ŕımky procházej́ıćı

počátkem a směrnićı tan(ϕ2 ) je vyjáďreno matićı[
cosϕ sinϕ

sinϕ − cosϕ

]
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2π[
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]
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Permutačńı matice v R3

Permutačńı matice je matice, jej́ıž sloupce jsou permutované

vektory standardńı báze. Nap̌r.

[
e3 e1 e2

]
=

0 1 0

0 0 1

1 0 0


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Proč jsou ortogonálńı matice preferovány ve výpočtech?

Princip

Výstup numerického algoritmu by neměl být zat́ıžen dodatečnou

neurčitost́ı nad neurčitost vstupńıch dat.

• Ortogonálńı matice U zachovává chyby na vstupu

• Pokud je p̌resná hodnota x = x′ + e, kde x′ je p̌ribližně

spoč́ıtaná hodnota a e je chyba, pak

Ux = U(x′ + e) = Ux′ + Ue

• Velikost chyby z̊ustane stejná, protože ‖Ue‖ = ‖e‖
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Householderova matice

Zrcadleńı podle nadroviny procházej́ıćı počátkem s normálovým

jednotkovým vektorem u ∈ Rn reprezentuje Householderova matice

Hu = I− 2uuT
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QR rozklad – plná verze

Věta

Pro každou matici A ∈ Rm×n existuje

• ortogonálńı matice Q ∈ Rm×m a

• horńı trojúhelńıková matice R ∈ Rm×n splňuj́ıćı

A = QR.

• Jeden z algoritmů na výpočet QR rozkladu je založen na

iterativńı aplikaci Householderových reflex́ı

• QR rozklad nemuśı být jednoznačný
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QR rozklad – p̌ŕıklady

QR rozklad jedné regulárńı matice

0 −20 −14

3 27 −4

4 11 −2

 =
1

25

 0 −20 −15

15 12 −16

20 −9 12


5 25 −4

0 25 10

0 0 10



QR rozklad matice s LN sloupci
1 −1 4

1 4 −2

1 4 2

1 −1 0

 =
1

2


1 −1 1 1

1 1 −1 1

1 1 1 −1

1 −1 −1 −1




2 3 2

0 5 −2

0 0 4

0 0 0


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QR rozklad – redukovaná verze pro m > n

Vynecháme posledńıch m− n nulových řádk̊u matice R, posledńıch

m − n sloupc̊u matice Q a dostaneme A = Q′R′:

• matice Q′ ∈ Rm×n má ortonormálńı sloupce

• čtvercová matice R′ ∈ Rn×n je horńı trojúhelńıková

Redukovaný QR rozklad matice s LN sloupci
1 −1 4

1 4 −2

1 4 2

1 −1 0

 =
1

2


1 −1 1

1 1 −1

1 1 1

1 −1 −1


2 3 2

0 5 −2

0 0 4


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Jednoznačnost redukovaného QR rozkladu

Tvrzeńı

Pro každou matici A ∈ Rm×n s LN sloupci, kde m ≥ n, existuje

jediná dvojice matic Q a R taková, že A = QR, p̌ričemž

• Q ∈ Rm×n má ortonormálńı sloupce a

• R ∈ Rn×n je horńı trojúhelńıková matice s kladnými prvky na

diagonále.
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Ortogonalizace pomoćı redukovaného QR rozkladu

Hledáme ortonormálńı bázi prostoru span{a1, . . . , an}:

A =
[
a1 . . . an

]
= QR

kde matice Q ∈ Rm×n má ortonormálńı sloupce a matice

R ∈ Rn×n je horńı trojúhelńıková a regulárńı.

Proč to funguje?

• D́ıky regularitě R plat́ı rng QR = rng Q

• Tedy sloupce Q tvǒŕı ortonormálńı bázi pro span{a1, . . . , an}
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Řeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic pomoćı QR rozkladu

Řeš́ıme soustavu Ax = b pomoćı plného QR rozkladu A = QR:

Ax = b (1)

QRx = b (2)

QTQRx = QTb (3)

Rx = QTb (4)

Proč to funguje?

• Soustava (4) je snadno řešitelná zpětnou substitućı

• Násobeńı regulárńı matićı QT zleva je ekvivalentńı úprava

• QR rozklad je numericky stabilńı
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