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Linearni prostory, matice a soustavy



Linearni prostor

e Linedrni prostor R" a linedrni podprostory X C R"
e Vektory x = (x1,...,xp) € R"

e Standardni baze prostoru R” je (ey,...,e,)

€3

X = ai1e] + apey + aes
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Linearni zobrazeni

e Matice A € R™*"
e Linearni zobrazeni f: R" — R™ m3 podobu
f(x) = Ax

pro n&jakou matici A € R™*" (v zavislosti na volb& baze!)
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! f(x) = asf(e1) + axf(ez) + af(es3)
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Linearni zobrazeni — p¥iklad R? — R?
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Sloupcovy a fadkovy pohled na soucin Ax

Vyjadiime A € R™*" prosttednictvim sloupci ay, ..., a, € R™¥L:
X1
Ax = [al...an} | =xa1 4+ xpan
Xn
Vyjad¥ime A € R™*" prosttednictvim tadkii a],...,a} € RYX™
al alx
Ax=| . | x= :
a) alx



ReZeni soustavy Ax = b geometricky

Hledame vektor x = (x, ..., x,) € R" spliiujici

xja1+---+x,a,=>b

Hleddme vektor x = (x1, ..., xn) € R lezici v priniku

[J{x€R"|a]x = b;}
=l



Prostor obrazii matice A € R™*"

mgA = {Ax|xeR"} CR"

Interpretace
e Obor hodnot (range, image) linedrniho zobrazeni f(x) = Ax
e Mnozina vSech vektorii y takovych, Ze Ax =y ma YeSeni
e Linedrni obal sloupcii matice A
matice A je &islo

rank A .= dimrngA.



Nulovy prostor matice A ¢ R™*"

nullA:={xeR"|Ax=0} CR"

Interpretace

e MnoZina vektor(i, které se zobrazi na nulovy vektor
e MnoZina ¥eSeni soustavy linearnich rovnic Ax = 0

VARVY4

e MnoZina v8ech vektorli x kolmych na kazdy ¥adek matice A

rng A a null A



Existence a jednoznaénost fesSeni soustavy linearnich rovnic

Pro matici A € R™*" jsou tvrzeni pod sebou ekvivalentni:

Prostor obrazi Nulovy prostor

1. Ax =y ma FeSeni Vy 1. Ax=07¥ei jen x=0
2. mgA=R" 2. nullA = {0}

3. rankA=m 3. rankA=n

4. A md LN radky 4. A ma LN sloupce

5. A ma pravou inverzi 5. A ma levou inverzi

6. AAT je regularni 6. ATA je reguldrni



Dimenze fundamentalnich podprostorti matice

Véta
Pro kaZdou matici A € R™*" plati

rank A +dimnull A = n

e Cim vétsi je rank A, tim mensi je mira degenerace linedrniho
zobrazeni f(x) = Ax

e Cislo n— rank A je potet LN ¥eSeni soustavy Ax = 0



Afinni podprostory




Afinni kombinace

Afinni kombinace vektori x1,...,xx € R" je linedrni kombinace
Q1X1 + -+ -+ apXg, kde a1 +--- 4+ ax = 1.
Afinni obal vektorli x1,...,x, € R" je mnoZina

{a1x1+-~+akxk|a1+~-+ak:1, al,...,akE]R}.
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Afinni podprostor

Definice

je mnozina A C R" spliiujici

k k
[Xl,...,XkEA, al,...7ak€R,Za,~:1] = ZO&,‘X,’EA.
i=1 i=1

e Bod, pfimka, rovina, nadrovina v R"

e Je-li X linedrni podprostor R"” a xo € R", pak je mnoZina
X +x9={x+x0|xeX}
afinni podprostor R”
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Afinni podprostor je posunuty linearni podprostor

Véta
Pro kazdy afinni podprostor A # () existuje jediny linedrni
podprostor X a néjaky vektor xg € A spliiujici

A:X+X0

afinniho podprostoru A je dim X.

A=X+x¢

X0
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Afinni podprostory a linearni soustavy

Tvrzeni

Necht A C R"”. N&sledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

1. A je afinni podprostor.

2. Existuje matice A a vektor b tak, ze

A= {xeR"|Ax = b}.
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Afinni zobrazeni

Zobrazeni f: R"” — R™ je , pokud
flaixq + -+ akxk) = arf(x1) + -+ + axf(xk)
plati pro vdechna x1,...,xx € R", a1,...,ax € R, le'(:l aj = 1.

Tvrzeni

Necht f: R” — R™. Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni.

1. Zobrazeni f je afinni.

2. Existuje matice A € R™*" a vektor b € R™ tak, Ze

f(x) = Ax+b.
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Afinni zobrazeni — pt¥iklad R? — R?
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Analogie

Linearni

Afinni

linedrni kombinace
linedrni obal
linedrni podprostor X
FeSeni soustavy Ax = 0
null A
linedrni zobrazeni Ax

afinni kombinace
afinni obal
afinni podprostor X + xg
feSeni soustavy Ax = b
xo + null A
afinni zobrazeni Ax + b
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