X39RSO/AAM39RSO

Integrace a syntéza obrazu
pomoci metody Monte Carlo

Vlastimil Havran, CVUT v Praze
havran@fel.cvut.cz



Osnova

Historie

Vypocet integralu metodou Monte Carlo
Aplikace v syntéze obrazu

o Antialiasing

o Zobrazovaci rovnice

o Primé osvétleni z ploSnych zdroju svétla

o Form-faktory v radiozité

Vlastnosti metody Monte Carlo

Postupy zefektivneni metody Monte Carlo
Metody Quasi-Monte Carlo



Historie Monte Carlo (MC)

Buffon Needle Teorém — 18-té stoleti

Vyvoj atomové bomby, Los Alamos 1940, John von Neumann
a Stanislav Ulam

Rozvoj a aplikace metod od roku 1949 s vyuzitim a rozvojem
pocitacu



“Buffon Needle” teorem

Pravdepodobnost, ze hozena jehla o delce L protne
system rovnobezek, ktere jsou od sebe vzdaleny d je:

p =2*d/(L*m)
da se uzit k experimentalnimu zjisteni hodnoty «




Metoda Monte Carlo

Efektivni aplikace metody je podminéna existenci

vypocetni techniky

Redeny problém musi mit hromadny charakter a je

vyhodnocen s pouzitim statistickych metod.

V podstateé se jedna o diskrétni simulaci a to jak

diskrétnich tak i spojitych jevu — simuluje se mnoho

pripadu daného déje, napfiklad:

o Neurony - vznik, zanik, srazky s atomy vodiku

o Ulohy hromadné obsluhy — chovani poé&itacovych siti,
dopravni situace

o Sociologické a ekonomické modely — demografie, vyvoj
inflace, pojistovnictvi atd.



Integrovani funkci neurcenych
analyticky

Kvadraturni metody vypoctu integralu — Simpsonova
metoda, vzorky na doméne integrandu jsou rozmisteny
uniformneé nezavisle na dimenzi problemu. Kvadraturni
metody integrace NEJSOU metody Monte Carlo!

Metody Monte Carlo — vzorky jsou rozmistény nahodne
(nebo pseudonahodne, pokud neni k dispozici fyzikalni
generator nahodnych cCisel)

Specialni metody pro vzorkovani domény integrandu,
napriklad Quasi-Monte Carlo, Randomized Quasi-Monte
Carlo — umoznuiji rychlejsi konvergenci = pro stejnou
presnost vysledku potfebujeme mensi pocet vzorku



Rovnice odrazu - zopakovani

Rovnice odrazu/reflectance equation versus
zobrazovaci rovnice/rendering equation

“Kolik svetla je odrazeno do sméru o, je-li bod x
osvétlen ze vSech prichozich sméru?”

Integral pres vsechny prichozi smery
o hemisféra H(x) — pouze odraz nebo lom
o sféra Q —lom i odraz

Pro vypocet obrazu rovnice vypocitavana rekurzivne

L(x,0,)=L,(x0,)+|Lxao)f(0.x0,)cos0do,
/ Q X

emise odraz + lom




Diskretni versus spojita uloha

Je zobrazovaci uloha skuteCné definovana spojite?

100 wattova zarovka emituje cca. 2.4x10%° fotonl za
sekundu pri 8 procentni u€innosti zarovky (Max-
Planckuv zakon)

Lidska schopnost rozlisit svetlo:

o Casové 25-100 Herzu

o Logaritmicka zavislost pro okolni uroven osvetleni:
Weber-Fechneruv zakon

o Extremne sSiroky rozsah vnimanych intensit

o Prah citlivosti asi 10 fotonu na jednu tyCinku

Z toho plynou naroky na pocet Castic pro vypocet
osvétleni v bézné scéné interiéru na minimalné 1038
fotonu, pokud by mélo jit o skuteCnou simulaci reality

Z hlediska mozné presnosti a uskutecnitelnosti vypoctu
|ze zadani a reSeni ulohy povazovat za spojite



Aplikace Monte Carlo pro syntéezu
obrazu - Antialiasing

Potfebujeme ne jeden vzorek skrz stfedy pixelu obrazku, ale jako
v realné kamefe integrujeme pfichozi zaf [W.m=.sr'] pfes plochu
celého pixelu:

Bez
antialiasingu

S antialiasingem




Aplikace Monte Carlo pro syntéezu
obrazu - Plosné zdroje svetia

Plosny (=nebodovy) zdroj svétla — primeé osvétleni musi byt poCitano
pomoci vice vzorku

Pro idealizované tvary Ize ulohu spocitat analyticky, ale pak:

o nebereme vliv zastinéni dalSimi objekty,

o co délat, kdyz svetlo neni plosné?

Uloha se pievadi na problém:

o rozmisti body po povrchu svétla,

o spocti viditelnost a vzdalenost k bodu osvétleni,

o zprumeéruj hodnoty zare (angl. radiance)



Aplikace Monte Carlo - Plosneé
zdroje svetia




Vizualizace algoritmu pro vypocet
primého osvetleni




‘ Ukazka pro plosny zdroj svetla

PR I

1 vzorek na pixel 9 vzorku na pixel 36 vzorkl na pixel




Aplikace metody Monte Carlo -
Form Faktory pro radiozitu

= Vyber body na ¥
o prvni plosce
o druhé plosce

Il

= Spocti viditelnost mezi - o
dvojicemi bodu
= Spocitej form faktor F;

B)=B,(x)+ p(o)] By Y g

cos @, cos 6
\ Y, G(z,y) = ad J
B =— | B(x)d4, = Y =,
Ai : G'(Xay)
al 1
=B, +p . B,— | [G(xy)d4,
J=1 A 4 4,
N J

F; .. form faktor



Viastnosti integrace vzorkovacich
metod

Spravnost odhadu integralu — ackoliv pouzivame jen

konecCny (maly) pocCet vzorku a vysledek zahrnuje

statistickou chybu, je metoda vypoctu korektni a

neobsahuje systematickou chybu

o fikame, ze odhad integralu je nestranny (anglicky unbiased)

o v opacném pripadé (vypocet je zatizeny chybou) fikame, ze
odhad integralu je stranny nebo vychyleny. Pak chybu
vypocCtu metodu oznacujeme vychyleni odhadu (anglicky se
nazyva bias).

Rychlost konvergence — jak rychle se zmensuje rozptyl Ci

skuteCna chyba vypoctu s poCtem vzorku N, Ize vyjadfit

bud asymptoticky nebo experimentalne



Odbocka: Kvadraturni metody
integrace

noonoon n
I'= Z Z"v Z B Z W, W Wy wy XXX )

i=liy=liy=1 =l

Obdélnikova, rovnhobéznikova, Simpsonova metoda:

rychlost konvergence pro s-dimenzionalni integral je O(1/Ns)
Pouzivaji se maximalné pro jedno Ci dvojrozmérné integraly
Vzorky jsou rozmistény v pravidelné mrizce na domeéné integralu




Monte Carlo Integrace

Rychlost konvergence pro s-dimenzionalni integral je
O(1/N"2), tedy nezavisla na poctu dimenzi!
Podminkou uspésnée aplikace MC metody je:

o moznost opakovane pocitat pokusy pro dany jev

2 moznost rychle a kvalitné generovat nahodna Cisla pro
realizaci pokusu. Nahodna Cisla nesmi byt snadné
predvidat.

o aplikace racionalniho algoritmu integrace s co nejrychlejsi
konvergenci



Monte Carlo Integrace - Shrnuti

Vyhody metody MC

Jednoduché na implementaci

Jednoduché na predstavu

Robustni feSeni pro razné tvary domén a integrandu

Efektivni pro vicerozmérné integraly

Efektivni i pro maly poCet vzorku a funkce se singularitami

Rychlost konvergence O(1/N?2)

Moznost kontroly a odhadu presnosti vypoCtu pomoci rozptylu

Nevyhody

o Relativne pomala konvergence — zmenseni statisticke chyby o
polovinu vyZaduje zvétsit poCet vzorku Ctyrikrat

o Dusledek pro syntézu obrazu: obrazek obsahuje Sum

o O 0o 0 o o o



Nahodna velicina

Vzorky nahodné veliCiny X
0 generovane nahodnym procesem

o generovane podle pravdepodobnostni hustoty
o Funkce Y(X) je rovnéz nahodna veliCina

Stredni hodnota nahodné veliCiny:
ELf1= | f(x)p(x)du(x)

Vlastnosti
E[Y f1=2 ELf]
Elaf 1=aE[f]



Nahodna velicina - zopakovani

Definice: Rozptyl
VIX]=E[(X -E[X])’]
— E[X>-2XE[X]+E[XT]
= E[X°|-E[X]

VlIastnosti V[Z X;]= ZV[X;]
ViaX1=a"V[X]

Rozptyl se zmensSuje s poctem vzorku

I W~ I I
V[EZ-Z. Xi1=13 ZV[XJ-]—WV[X]




Nestranny odhad

Foe mrl N
Konecény integral B EZY*
[ = f(x)du(x =LNEY
[, [ Odu(x) T
Stredni hodnota | &
—WZHNXH
ELf1= [ f(0)p(x)duty) o
Definice odhadu (estimatoru) Zj J(x) p(x)du(x)
pro konstantni pravd hustotu:
1 =—ZLﬂmwm
Fy = NZ Zf(X) A=
E = | Foducxy

Vlastnosti: odhad je nestranny
E[FN] — I(?L)



Shrnuti vypoctu stredni hodnoty

Ay
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S
-
a b x
= Stfedni hodnota funkce = Odhad stredni hodnoty

= Rozptyl funkce = Odhad rozptylu




Diskreétni pravdepodobnostni

hustoty

Diskretni udalosti X i s pravdépodobnostni p i
p; >0 i p; =1

Distribucni funkce:

j
Pi=2.r
i=1

Vybér vzorku
o U: vyber uniformni nahodnou veli€inu
o Vyber X.~p. aby odpovidalo Pis<U<P,

2 Neni potreba linearni interpolace pro
vypocet polohy vzorku ze sousedu,
vybirame diskrétni hodnotu

Xa| [ X3
X, X,
U—»
X, X,
Xol Xo
0




Spojitée pravdepodobnostni

distribuce
Uniform pdf

= Pravdépodobnostni hustota

p(x), p(x) >0
= Distribucni funkce P(X)

P(x)= I p(x)dx
0

P(x)=Pr(X <x)
P(1)=1 CDF

b
Pr(a < X < b) = j p(x)dx 0

= P(b)—P(a)




Vzorkovani pro spojite distribuce
(inverse transform method)

Distribucni funkce 1

P(x) =Pr(X <.x)
Algoritmus vybeéru vzorku
o Zjistt x =p N (U)
o 2 kroky k dosazeni vysledku:

spocti distribu¢ni funkci P(x) z
pravdépodobnostni hustoty p(x) 0

spocti inverzni funkci P-1(x)
najdi hodnotu pro nahodné dCislo ,U”

Pro tabulku je tfeba linearni interpolace
pro vypocet polohy vzorku ze sousedd,
vybirame spojitou hodnotu X

Poznamka: distribucni funkce P(x) se pocita jako integral z hustoty
pravdépodobnosti p(x).

X |«



Priklad: analyticka funkce

= Zadani funkce
p(x)=n+1)x"

P(x) — xn-l—l
X~px)=X=P"'U)="U

= Integral polynomialni funkce je:

| n+1 l 1

J‘x”dxzx =—
f n+l|, n+l




Priklad 2: Vzorkovani v kruhu,

nahodna velic¢ina v R?
271 1 o7 o |!
A=Y [rdrd6=[rdr[d6=— 6|’

0 0 0 0
p(r,0)= p(r)p(0)
1

0

rdo

p@)=— /
2T 0=2rU, /
1
P(O)=—2~6
(€) 27 &
p(r)=2r
r=4U,
P(r)y=r"

N



Zamitaci metoda (Rejection Sampling)

Monte Carlo integrace

[ = j.f(.x)d.x

I f(x)
:I J.dy dx
0 0

Algoritmus

o Vyber nahodné U1 a U2 y=1(x)
o Prijmi vzorek, pokud f(U1) < U2
Efektivita

o Plocha funkce pod krivkou/plocha obdélnika
o Analyticka integrace je vzdy efektivngjsi




Zamitaci metoda pro kruznici

Algoritmus
do {
X= 1-2+*U1;
Y= 1-2*U2;

} while (X% + Y2 > 1);

Rozsireni pro kouli (3D)

o Vyber vzorek v kouli
o Vyber nahodny smer

Neni pfrilis efektivni



Metody zefektivneni vypoctu

Metody
2 neinformované (blind Monte Carlo)
o informované (informed Monte Carlo)

Nekteré metody zefektivnéni vypoctu

o Vymezeni hlavni casti (“control variates™)
o Vyber na podintervalech

o Podstatny vyber



Vyber na podintervalech
(Stratified Sampling)

Rozdel domeénu na stejne velkeé Casti

V kazde casti nahodné vyber jeden vzorek

Znameé take jako “jittered sampling” (pro vice dimenzi)
Nevyhoda: nelze jednodusse pfidavat vzorky

»
/Z
i

|
|
|
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|

|

|

|

|
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Podstatny vyber
(Importance Sampling)

V oblastech, kde je oCekavana hodnota funkce vyssi,
vybirame vice vzorku

Je nutné mit predstavu o priblizném tvaru funkce (funkce
dulezitosti)




Vliv funkce dulezitosti na rozptyl
stredni hodnoty




Kombinace metody podstatneho
vybéru a vyberu na podintervalech

F(x) A

e - - - — - — —

u 1 w7 |

| / |
Uy |
Uy /

2,14_— /l
o Yy v




Casteéné shrnuti statistiky

Odhad rozptylu stredni hodnoty slouzi jako mira
stochastické chyby odhadu

Pokud pouzijeme efektivnejSi metodu integrace, rozptyl
odhadu se zmensi

Vysledek integralu = odhad stredni hodnoty

Vzorce pro rozptyl pro efektivhéjSi metody

o daji se odvodit

o Jjsou V literature Ci na webu
http://en.wikipedia.org/wiki/Importance sampling



Dulezité vzorce a postupy

Odhad integralu: zvolime funkci hustoty pravdépodobnosti p(X)),
podle které vybirame vzorky

I :Lf (xX)du(x) 18 FX)
Nestranny odhad stfedni hodnoty LFy] N ; p(X.)
0 téméf ndhodna N 1 -

pravd. hustota p(x) _ LZ E J(X,)
o funkce p(x) nesmi byt nulova, N 5 p(X;)
kde je funkce f(x) nenulova
pouZijeme tento vzorec: _Z j S (x)
Q p(x)
N y
F\; — 1 Z }L (X:) — J;'g f‘(,{.)dﬂ(j)
i i=1 p(X,)

p(x)du(x)



Generator nahodnych cisel

Univerzalni test generatoru nahodnych cCisel je obtizny
problem

Zakladni pozadavky na generator

o test dobré shody — rovhomeérné rozdeleni na interval (0,1)

o test nahodnosti — jsou ziskana nahodna cCisla na sobe
nezavisla (frekvence vyskytu Cislic v Cisle)

o Rychlost a paméetova nenaroCnost

Praktické doporuceni:

o Nepouzivejte funkci rand() v kninovne ANSI C

o Pouzijte bud Mersenne Twister
http://www.math.sci.hiroshima-u.ac.jp/~m-mat/MT/emt.html

o Nebo aspon funkci drand48() pod UNIXem




Metody Quasi Monte Carlo (QMC)

Rychlost konvergence Ize zménit z O(1/N"2) pro Monte
Carlo na O((log N)$/N) pro Quasi Monte Carlo, kde “s” je
dimenze domeny integralu

To umoznuje jeste rychlejsi konvergenci odhadu nez
kvadraturni metody integrace a Monte Carlo, ale jen pro
maly a stredni pocCet dimenzi (10 az 20)

To presne vyhovuje problému syntézy obrazu



Dulezité nazvy generatoru QMC

= van der Corput
= Halton

= Hammersley

= Sobol

= Niederreiter

= Niederreiter-Xing




Ukazky vysledku 2D generatoru

Halton Hammersley
(1. dimenze pravidelnée
2. a vyssi Halton, je nutné
védét dopredu pocCet vzorku)




Ukazky rozmisténi vzorku

Halton

Hammersley




Algoritmus generatoru Halton

= primy algoritmus vypoctu
b ... prvocislo (2,3,5,7,....)
= |...seminko (seed), véetsi nez 0

double RadicalInverse (const int Base, int i)

{

double Digit, Radical, Inverse;

Digit = Radical = 1.0 / (double) Base;

Inverse = 0.0;
W

while (i)

{

Inverse += Digit * (double) (i % Base) ;
Digit *= Radical;
i /= Base;

}

return Inverse;




Inkrementalni algoritmus pro
Haltonuv generator

= Trik — musime znat vypoctenou hodnotu pro stejnou
dimenzi a seminko o jedniCku mensi

double NextRadicalInverse (const double Radical, double Inverse)
// Radical = 1.0 / Base
{ ¥
const doubkle AlmostCOne = 1.0 - 1le-10;
double NextInverse, Digitl, Digit2;

NextInverse = Inverse + Radical;

if (NextInverse <« AlmostOne)
return NextInverse;

else
Digitl Radical;
Digit2 Radical * Radical;

while (Inverse + Digit2 >= AlmostOne)

{
Digitl = Digit2;
Digit2 *= Radical;

}

return Inverse + (Digitl - 1.0) + Digit2;




Ukazka obrazku pro MC a QMC

Monte Carlo
(230s)

padded
Hammersley
(202s)




Primeé osvetleni
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