0. Kazdou hranu neorientované kruznice libovolné orientujeme. Jaky je vztah mezi poétem korenu a listd
v takto vzniklém grafu?

Kofen = Vstupni stupen 0 (Zzadna hrana do néj nevede)
List = Vystupni stupen 0 (zadna hrana z néj nevede)

Priklad, ukazka:



1. Kazdou hranu neorientované kruznice libovolné orientujeme. Jaky je vztah mezi poctem kofenu a listl
v takto vzniklém grafu?

Kofenu je vzdy vic.

Listd je vzdy vic.

Kofenu i listl je vZdy stejné.

Mam pfiklad, kde zalezi na orientaci.
Priblizné odhaduiji, ze asi zalezi na orientaci.

moow»



2. Orientujte kruznici se 7 vrcholy tak, aby vznikl acyklicky graf. Kolika navzajem neizomorfnimi zpusoby to Ize
udélat?

2a. Kdyz v kruznici neni ani jeden kofen ani jeden list, je poCet zpUsob
. (plyne pfimo ze zadani!)
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2b. Kdyz v kruznici je jeden kofen a jeden list, je poCet zpusobu
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2c. Kdyz v kruznici jsou dva kofeny a dva listy, je poCet zpusobu
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2d. Kdyz v kruznici jsou tfi kofeny a ffi listy, je poCet zplsobu dan tim, Ze zbyvajici jeden ("pruchozi") uzel
muze byt sice kdekoli v kruznici, ale konfigurace lisu a kofent okolo néj uz je zcela fixni.
Zde to tedy vypada jen na jednu moznost?

A. Ano.
B. Ne.
C. Potfebuju dalsi ukazku, aby to bylo jasné.



2e. Celkem vyslo zpusobu

A. Méné nez 9
B. Presné 9.
C. Vice nez 9.

D. Vypocet nebyl moc jasny :-(



3. Najdéte orientovany graf, vnémz je vstupni i vystupni stupenn kazdého uzlu nenulovy a pfitom graf
obsahuje uzel, kterym neprochazi zadny cyklus.

Bude na feSeni stacit 5 uzlu a dva cykly?

Ano, mam to.

Ne, tak malo uzlt evidentné nestaci.

Mam pfiklad s vétSim po¢tem uzlt, nevim jak na 5 uzlu.
Nejde to pro zadny pocet uzlu.

Potfebuju vic napovédy.

moow»



4.V acyklickém orientovaném grafu najdeme libovolny jeho kofen a z grafu ho odstranime i s hranami s nim
incidujicimi. Na zmenSeny graf rekurzivné opakujeme stejny postup, dokud neziskame prazdny graf.
Rozhodnéte, jestli pofadi uzlu, v némz byly postupné odstrafiovany z grafu, definuje topologické usporadani
puvodniho grafu.

4A Pouzijte jako pfiklad graf vpravo a odpovézte: ®_. 0

\,__®)
A. Vzniklo topologické usporadani. @
B. Nevzniklo topologické usporadani.
C. Mohlo by vzniknout, ale nemusi, zalezi na vybéru kofenu.
D. Chci jesté dalSi hint.



4B

A. Zjisténi pati obecné.
B. Zjisténi nemusi nékdy platit, ale nevim kdy.
C. Zjisténi nemusi nékdy platit, a mam pfiklad.
D. Chci jesté dalSi hint.



5. Z orientovaného grafu mame odstranit vSechny hrany, jejichZz krajni uzly nalezi riznym silnym
komponentam. Jaka je asymptoticka sloZitost tohoto procesu?

5A. Detekce silnych komponent probéhne v Case, ktery je vuci poc€tu hran

A. Logaritmicky.

B. Linearni.

C. |E| x log(|E]).

D. Kvadraticky.

E. Kubicky nebo vyssi.



5B. Pro kazdy uzel Ize urCit, do které komponenty patfi

A Jiz pfi béhu Tarjanova algoritmu v konstantnim Case.

B Jiz pfi béhu Tarjanova algoritmu v Case horSim nez konstantnim.

C.Tarjanuv algortmus napfed musi kompletné dobéhnout a pak v ¢as O(1) pro kazdy uzel.
D.Tarjanav algoritmus napfed musi kompletné dobéhnout a pak v ¢as O(|V|) pro kazdy uzel.
E.Tarjanlv algoritmus napfed musi kompletné dobéhnout a pak v ¢as O(|E|) pro kazdy uzel.
F. Lze béhem i po a pokazdé s konstantni slozitosti pro kazdy uzel.



6. Je dan orientovany graf G s n uzly a m hranami. Do tohoto grafu mame pfidat co nejmensi pocCet novych
hran tak, aby se vysledny graf stal silné souvisly. Navrhnéte efektivni algoritmus feSeni této ulohy a urCete jeho
asymptotickou slozitost.



Kondenzace



7. Dva orientované grafy G4, G, prohlasime za slabé ekvivalentni, pokud jejich kondenzace maji stejny pocet
uzlt. Jaka je asymptoticka slozitost ovéreni slabé ekvivalence dvou grafa?



8. Orientovany graf prohlasime za smérové homogenni, pokud vzdalenost (= po€et hran na nejkratSi mozné
cesté) kazdé dvojice uzlu (kofen, list) je vzdy stejné velka bez ohledu na to, ktery kofen nebo list zvolime.
Formulujte efektivni algoritmus, ktery rozhodne, zda dany graf je smérové homogenni a urCete jeho
asymptotickou slozitost. Lze algoritmus zrychlit, pokud vime, Ze graf je acyklicky?



9. V acyklickém ohodnoceném grafu mame najit cestu z nékterého jeho kofene do nékterého jeho listu s
nejvy$Si moznou cenou, kofen a list zvolime sami. Formulujte algoritmus, zdlivodnéte jeho asymptotickou
slozitost a urCete vhodnou reprezentaci grafu pro tuto ulohu.



10. Acyklicky slabé souvisly graf byl porusen tim zpusobem, Zze do néj byly omylem pfidana hrana, ktera
porusuje acykliénost tim, Ze uzavira néjaky cyklus v grafu. Nevime, ktera hrana to je, a mozna to ani nelze
pokazdé urcit. Mame ale v ¢ase umérném poctu hran grafu ur€it co nejmensi mnozinu hran pozménéného
grafu, ktera urcité pfidanou hranu obsahuje. Rozhodnéte a zduvodnéte, zda to je mozné.

(Slabé souvisly = po zruSeni orientace je vysledny neorientovany graf souvisly)



11. Slabé souvisly orientovany graf G s n uzly a m hranami obsahuje c1 kofenul a c2 listl, pfiCemz hodnoty n,
c1, c2 jsou pevné dany. Pro které hodnoty m je zaruceno, Zze G bude acyklicky? Jaka je vubec maximalni
mozna hodnota m v zavislosti na n, c1, c2?



12. V jakém Case lze vytvofit kondenzaci grafu za predpokladu, Ze graf je reprezentovan pouze
neusporadanym seznamem hran (= usporfadanych dvojic uzlil) a dalSi reprezentaci tohoto grafu nebudeme
vytvaret?



13. Kazdou cestu mezi dvéma silnymi komponentami A a B v orientovaném grafu ohodnotime Cislem
vyjadfujicim pocet ruznych silnych komponent, kterymi tato cesta prochazi. Vzdalenost komponent A, B
nevede, vzdalenost A a B definujeme jako kladné nekonecno. Formulujte efektivni algoritmus, ktery urCi
vzdalenost komponent A a B a urCete jeho asymptotickou slozitost. Na vstupu algoritmu budou vzdy dva uzly x

e A yeB.



14. V jakém Case lze vytvofit kondenzaci grafu za predpokladu, Ze graf je reprezentovan pouze
neusporadanym seznamem hran (= usporfadanych dvojic uzlil) a dalSi reprezentaci tohoto grafu nebudeme
vytvaret?



15. Neorientovany graf typu (r) vytvofime takto: Zvolime dvé disjunktni mnoziny uzla A = {a4, ay, ... a;},
B = {b4, by, ... b}, nad mnozinou A vytvofime uplny graf, nad mnozinou B vytvofime uplny graf a do grafu
pfidame hrany (a4, b), (a2, b2) ..., (ar, by). Pro ktera r bude vysledny graf Eulerovsky?

Vs



16. Poskytnéte kompletni zdlivodnéni, pro¢ graf na obrazku neobsahuje Hamiltonovskou kruznici. Obsahuje
Hamiltonovskou cestu? Lze do tohoto grafu pfidat jednu hranu tak, aby v tako rozSifeném grafu existovala
Hamiltonovska kruznice?



Otazky zaroven kombinatorickeé :

17. Pro ktera m, n je uplny bipartitni graf K, » Hamiltonovsky?



18. Kolika zpusoby Ize do kruznice deélky 20 vlozit dalSi tfi hrany tak, aby vysledny graf obsahoval Eulerovsky
cyklus (=uzavfeny eulerovsky tah)? Vkladame pouze hrany, pocet uzll se nemeéni.



