Asymptoticka slozitost

1. Algoritmus A projde celym polem délky N a prvek s indexem K zpracuje za ¢-k milisekund. Konstanta C je stile stejna. Uréete asymptotickou slozitost zpracovani
celého pole.

index doba zpracovani ms

0 c-0
1 c-1
2 c-2
3 c3
4 c4
k c-k
N-1 c-(N-1)

aplikuj soucet aritmetické posloupnosti:
Celkemc-0+c1+c2+..+c(N-1) = (c0 +¢c(N-1) )-N/2 =c-(N-1)-N /2

c-(N-1)-N /2 € O(N?),



2. Algoritmus P projde celym dvourozmérnym polem velikosti NxN a prvek na pozici (k, m) zpracuje za
A) c-(k+m), B)c-k-m milisekund. Konstanta C je stale stejna, 0 < k< N-1, 0 < m < N-1. Urlete asymptotickou slozitost zpracovani celého pole v ptipadé A) a B).

A)
Uré¢ime dobu zpracovani fadku s indexem k, index m se v fadku méni a urcuje sloupce.

Suma{ c¢-(k+m), prom=0, 1, ..., N-1}

Suma{ ¢-k+c-m,prom=0, 1, ..., N-1 }

Suma{ ¢-k, prom=0, 1, ...,N-1 } + Suma{ cm,prom=0,1,..,N-1}

ck-Sumaf{l,prom=0,1,..,N-1}+c-Suma{m,prom=0,1,..,N-1}
ckN +c-(N=1)-N /2

Doby zpracovani vSech fadkl seéteme podle indexu fadka k.
Suma{ ¢-k-N + ¢-(N-1)-N/2, prok=0,1, ..., N-1}
Suma{ ¢-k-N, prok=0, 1, ..., N-1 } + Suma{ ¢-(N-1)-N/2, prok=0,1,..,N-1}
C:N - Suma{k, prok=0,1,..,N-1} +c(N-1)N/2 - Suma{ 1, prok=0,1,..,N-1}
CN- (N=1)-N/2 + ¢ (N=1):N/2.N
c:N-N- (N-1)

CN-N- (N-1) e ONY),



2. Algoritmus P projde celym dvourozmérnym polem velikosti NxN a prvek na pozici (k, m) zpracuje za
A) c-(k+m), B)k-m milisekund. Konstanta C je stale stejna, 1 < K< N, 1< m< N.
Urcete asymptotickou slozitost zpracovani celého pole v piipadé A) a B).

B)
V tvahu piipadaji slozitost ®(N*) a O(N*).
Nacrtnéte si pole P velikosti N x N, pro N = 7, a do kazdého jeho prvku napiste konkrétni dobu zpracovani prvku na odpovidajici pozici v ptivodnim poli.

Bl1.
Uvazte prvek P[N-1][N-1]= c- (N-1) - (N-1), jehoz hodnota je nejvétsi v celém poli, a zdivodnéte, alesponn neformalné, ze asymptoticka slozitost celého procesu je
O(NY), tedy bud’ iméra N* nebo tadové mensi.

B2.

Vsimnéte si diagonaly P, obsahuje druhé mocniny ¢isel 0, 1, 2, 3, ..., N—1.

Plati vztah

1+4+9+16+25+..+N*=N-(N+1)- 2N+1)/6

S vyuzitim tohoto vztahu a hodnot na diagonéle zdtivodnéte, Ze zpracovani ptivodniho pole ma sloZitost alespoii kubickou, tj sloZitost Q(N?).

B3.
Sectéte mechanicky s pomoci vzorce pro soucet aritmetické posloupnosti v§echny hodnoty v P pro obecné N (nejen 7). Nejprve sectéte hodnoty v kazdém tadku a soucet
napiste na konec radku. Potom sectéte soucty na konci vsech radkd.



3. Symbolem lg znac¢ime logaritmus o zakladu 2. Uspotadejte podle fadu ristu uvedené funkce poménné n. Zdavodnéte poradi kazdych dvou sousednich funkci v tomto
usporadani.

lg(n ') (\/E)lg(n) 21g(lg(n)) 41g(n) llg(n) n.lg(nz) n- lg(n) lg(n)2

A. Pro druhy vyraz zleva plati:
(sqrt)Mg(n) = A1/2)NMg(n) =2~ (1/2 * 1g(n)) =2~ (1g(n) * 1/2)=2 " 1g(n)) ~ 1/2)=n " 1/2 = sqrt(n)

B.
Zjednoduste, pokud mozno druhy, tieti a Ctvrty vyraz a vyjadrete jej jako mocninu se zédkladem n, podobné jako v pfedchoyim odstavci A.

C. U prvniho vyrazu vyuzijte fakt, ze "logaritmus soucinu je soucet logaritmii". Vznikly soucet zkuste omezit shora
n-nasobkem nejvétsiho s¢itance.

D. Co nejvice (optimaln¢ vSech osm) vyrazt zkuste usporadat podle fadu riistu s vyuzitim znalosti ziskanych v A. B. a C.



4. Ovéite, ze plati tvrzeni
(YneN)(n> 4 = n*-2n > 0.5n%).
Podle tohoto tvrzeni tedy graf funkce

f(n)=0.5n
pro n>4 lezi vzdy pod grafem funkce
g(n)=n’-2n

anavic rozdil g(n) —f(n) roste do nekone¢na s rostoucim n.
Zduvodnéte pomoci definice mnoziny O(f(n)), ze i ptesto plati g(n) € O(f(n)).

4A. Nacrtnéte f(n) a g(n).

4B. Spoctéte a porovnejte navzajem f(5) a g(5), f(10) a g(10), f(50) a g(50), f(100) a g(100) .
4C. Napiste definici mnoziny O(f(n)).

4D. Napiste ditvod toho, Ze g(n) =n*—2n e O(f(n)).

Zkuste celé samostatné.



Kostry a minimalni kostry

* 5.

(A) V grafu k cen¢ kazdé hrany pfic¢teme stejnou nenulovou konstantou c.

(B) V grafu vynasobime ceny vSech hran stejnou nenulovou konstantou c.

V jakém vztahu budou minimalni kostry ptivodniho a upraveného grafu v pfipadech (A) a (B)? Predpokladejte, ze pivodni minimalni kostra je urc¢ena jednoznacné.

Hint: Zvolte konkrétni algoritmus, mozna je nejlepsi Kruskal, a porovnejte jeho ¢innost v ptivodnim a v upraveném grafu. Pokud se budou ptfidavat do kostry stejné hrany
v ptvodnim i v upraveném grafu, vznikne stejna minimalni kostra. Jejich celkove ceny (= soucet cen vSech hran kostry) pak Ize snadno porovnat.



* 6. Mame najit kostru grafu, nikoli nutné¢ minimdlni, s tim, Ze je pfedepsano, ze cena kazdé hrany hledané kostry musi lezet v daném intervalu <cl, c¢2>. Je nutno pouzit
algoritmus pro hledani minimalni kostry nebo staci néjaky jednodussi postup?

Dejme tomu, ze pfi hledani této specifické kostry budeme ignorovat hrany, jejichz cena je mimo interval <cl, c2>.
a) Rozhodnéte, jestli 1ze za této podminky pouzit DFS.

b) Rozhodnéte, jestli 1ze za této podminky pouzit BFS.

c¢) Napada vas néjaky jesté rychlejsi postup nebo rychlejsi neni mozny?



* 7. Uved'te asymptotickou slozitost algoritmu hledani minimalni kostry jednak Primova a jednak Kruskalova.
Ktery z téchto algoritmi je asymptoticky rychlejsi, za pfedpokladu, Ze pocet hran grafu je ctyfnasobkem poctu uzli?

Pocet hran grafu je ¢tyfnasobkem poctu uzlii. Jinymi slovy, kdyZ se zvétSuje pocet uzll, zvétSuje se asymptoticky stejné rychle i po€et hran. Jinymi slovy, |[E| = O(|V|) a
[V| = O(|E|). Asymptoticky jsou oba pocty "stejné".
Dosad’te V na misto E vSude ve vyrazech pro asymptotickou sloZitost obou algoritmtl. a upravené vyrazy porovnejte.

A. Zvolte vhodné vyrazy pro asymptotickou slozitost obou algoritmt (byvaji v pfednasce).
B. Vyrazy porovnejte a napiste zaver.



* 8. Pfedpokladejme, Ze vazeny neorientovany graf G je reprezentovan svou vahovou matici C. Urcete, jaka bude asymptoticka slozitost Kruskalova algoritmu hledani
minimalni kostry za ptedpokladu, Ze doba pfistupu ke kazdému prvku matice C je konstantni, ale zato doba kazdé jednotlivé operace Union i Find je vzdy umérna poctu

uzlt v grafu G.

Spoctéte dobu fazeni:
U obou danych akci urcete jejich slozitost:
8A. Prtchod matici a extrakce hran do seznamu (pole).
8B. Razeni seznamu (pole) hran.
8C. Ktera slozitost je vetsi?

Spoctéte dobu vkladani hran do kostry:
8D. Jakou dobu potiebujeme na zpracovani jedné hrany? (to je v textu tlohy)
8E.  Kolik hran maximaln¢ budeme muset prohlédnout (a zpracovat)?
8F. Doba vkladani do kostry je souc¢inem piedchozich dvou hodnot.



* 9. Na svém pocita¢i mate najit minimalni kostru Gplného vazeného grafu. Odhadnéte, kolik fadoveé nejvyse uzli mize takovy graf mit, abyste tlohu vyftesili pfes noc do
druhého dne. Zdivodnéte sviij odhad.

K dispozici je cca 8 x 3600 sec tedy néco kolem 30 000 sec.

Jedna jednoducha akce s jednou hranou nebo s jednim uzlem zabere cca 10~° sec.

Kolik mizeme provést celkem za noc jednoduchych akci s hranou nebo uzlem? (*)

V tplném grafu je piiblizné |E|=|V[*/2.

Do vyrazu popisujiciho slozitost hledani MST dosad’te |V|*/2 na misto |E| a poloZte tento vyraz roven celkovému poétu jednoduchych akci spodtenému v (*).
Co ziskame feSenim takové rovnice?



10. V souvislém ohodnoceném grafu G s n uzly a m = 5n hranami mame nalézt minimalni kostru T. Poté mame z T vyrobit jinou kostru T1, ne uz minimalni, tak, ze
nejlacingj$i hranu T odstranime z T a poté do vzniklého nesouvislého grafu pfidaime nejdrazsi moznou hranu v G tak, aby vysledny graf byl opét stromem, tedy i kostrou.
Navrhnéte algoritmus fesSeni této ulohy a urcete jeho asymptotickou slozitost.
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11. Velitelstvi Graphlandu hleda co nejlacingjsi kostru grafu s tim omezenim, ze u n¢kterych hran grafu je ptredepsano, Ze v kostie musi byt bez ohledu na jejich cenu. Lze

tedy cekat, Ze vysledna kostra nebude nejlacingjsi mozna. Niceméné i v tomto piipad¢ Ize pouzit jeden z algoritmil hledani minimalni kostry pro splnéni tilohy. Nastesti
zadna podmnozina predepsanych hran netvoii kruznici. Napiste algoritmus vaseho feSeni a urete jeho asymptotickou sloZitost.

Vv

propojeni vSech uzlt grafu, a dale trva na tom, Ze vSechy piedepsané hrany musi byt pouzity. Ukazte, Ze vici pfedchozi loze nemusi byt v feSeni prakticky zadny rozdil.

13. Pfedpokladejme, ze graf je zadan matici vah jednotlivych hran. Vyznac¢na hodnota v této matici (napf. nekone¢no, minimalni/maximalni hodnota ¢iselného typu, NaN
apod) indikuje, ze mezi ptislusnymi vrcholy hrana neexistuje. Modifikujte Jarnikiv-Primiv algoritmus tak, aby nezavisel na poétu hran v grafu a mél slozitost [1(n2), kde
n je pocet uzli grafu.

14. Nalezli jsme a odevzdali zdkaznikovi minimalni kostru jim dodaného grafu s mnoha miliony vrchold. Odpoledne zédkaznik vola, Ze v zadani je chyba a ze hrana mezi
vrcholy 2075154 a 11439446 je ve skutecnosti o 17% levnéj$i, neZ v jak bylo uvedeno v pivodni specifikaci. Veskera data grafu i kostry jsou dosud na nasem disku.
Mame urcit v linedrnim case vzhledem k poctu vrcholt, zda tato zména ovlivni tvar a cenu minimalni kostry, a pokud ano, vydat co mozna nejkratsi opravu, ktera se da
tlumocit zpét telefonem.

15. Zopakujte analyzu ptedchozi tilohy pro ptipad, Ze ptivodné chybné zadana hrana se nakonec ukazuje byt ve skutec¢nosti drazsi.

16. Staci fakt, Ze vSechny hrany maji riiznou cenu, k tomu, aby minimalni kostra byla urcena jednoznacné? Zdivodnéte svou odpoveéd’, miizete si pomoci pribéhem
Kruskalova algoritmu.

17. Pripomeiite si, kolik nejvice hran mize mit rovinny graf s n uzly a pak odpovézte na otazku: Jaky algoritmus nejlépe pouZijete pro hledani minimalni kostry tohoto
grafu a jaka bude jeho slozitost v zavislosti pouze na n?

18. Nenasytny loupeznik odebira z grafu co mozna nejdrazsi hrany (uzly ponechava na mist€). Nesmi ale graf rozpojit na dvé nebo vice komponent, protoze by byl
odhalen a dopaden. Kdyz odebere maximum vS$eho, co se da, zbyde z grafu jeho minimalni kostra?



19. Jak se hleda maximalni kostra grafu pomoci algoritmu pro hledani minimalni kostry?

20. Grafy G1 a G2 maji identickou strukturu (jsou izomorfni), ale v G1 maji skoro vS§echny hrany rtiznou cenu, zatimco v G2 maji skoro vSechny hrany stejnou cenu. Jaky
algoritmus hledani minimalni kostry navrhujete pouzit pro G1 a jaky pro G2 a proc?

21. Zpétnovazebni mnozina hran kladné ohodnoceného grafu je kazda takova mnozina hran, ktera obsahuje alespon jednu hranu kazdé kruznice v daném grafu. Z toho

plyne, Ze kdyz zpétnovazebni mnozinu z grafu odstranime, zbude graf, ktery je zcela bez kruznic. Jak mame urcit co nejlacingjsi zp€tnovazebni mnozinu? (Cena mnoziny
hran je souctem cen vSech hran v této mnozing.)

22. Vysvétlete, pro¢ Bortvkiav algoritmus hledani minimalni kostry obsahuje podminku vyZzadujici, aby vahy vSech hran byly navzajem rizné a uved’te priklad grafu, na
némz by algoritmus selhal, kdyby algoritmus tuto podminku neobsahoval.

23. Predpokladejme, Ze vazeny neorientovany graf G je reprezentovan svou vahovou matici C. Urcete, jaka bude asymptoticka slozitost Primova algoritmu hledani
minimalni kostry za pfedpokladu, Ze doba pfistupu ke kazdému prvku matice C je pfimo timérna poctu uzli G.



