0/1 uloha batohu

Kazdy predmet Ize pouzit nejvyse 1 krat.

Mame vybrat vhodnou podmnozinu predmétu spliaujici zadani
ulohy. Kazdé podmnoziné lze priradit charakteristicky vektor
z hodnot 0/1 délky N. Pozice ve vektoru odpovida predmeétu,

0 resp. 1 odpovida nepritomnosti resp. pritomnosti predmétu
v této podmnoziné. Binarnich vektort délky N je celkem 2N,
systematické probirani vSech moznych podmnozin bude

mit exponencialni asymptotickou slozitost, nehodi se.

DP poskytuje (pro relativné nevelké kapacity) vyhodnéjsi postup.
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0/1 uloha batohu -- reSeni

Pouzijeme K+1 batoh, o kapacitach 0, 1, 2, 3, ..., K.
Pouzijeme N+1 souboru predméta.

Soubor 0 neobsahuje zadny predmet.
Soubor 1 obsahuje predmet 1.

Soubor 2 obsahuje predmeéty 1 a 2.
Soubor 3 obsahuje predmeéty 1, 2, 3.
Soubor N obsahuje predmeéty 1, 2, 3, ..., N.

Na poradi predméti nezalezi, je ale zafixované.

Pro kazdou kapacitu a pro kazdy soubor budeme resit
stejnou ulohu metodou DP, v poradi od mensich hodnot k vétsim.



0/1 uloha batohu -- reSeni

Oznacme symbolem U(x, y) ulohu
se souborem predmeétu 1, 2, ..., x a s kapacitou batohu y
a symbolem Opt(x, y) optimalni reseni této ulohy.

Pro reseni U(x,y) pouzijeme optimalni reseni uloh U(x-1, ):

Bud' do Opt(x, y) zahrneme predmeét x nebo jej nezahrneme.

V prvnim pripade pouzijeme hodnotu reseni pro batoh

s kapacitou mensi o velikost vahy Vx, tedy hodnotu Opt(x-1, y-Vx),
ke které pricteme cenu Cx predmeétu x.

V druhém pripadé beze zmény pouzijeme hodnotu Opt(x-1, y).

Z obou hodnot vybereme tu vyhodneéjsi a dostavame tak:

Opt(x, y) = max(Opt(x-1, y), Opt(x-1, y-Vx) + Cx).

Dale zrejme plati Opt(0, y) = Opt(x, 0) =0, prox =0..N, y = 0..K.



0/1 uloha batohu -- reSeni

Prox=1..N,y =0..K:

Opt(x, y) = max(Opt(x-1, y), Opt(x-1, y-Vx) + Cx).
Opt(0, y) = Opt(x, 0) = Opt(0, 0) = 0.

Pokud y-Vx < 0, polozime Opt(x, y-Vx) = - (a netabelujeme).

Hodnoty Opt(x,y) tabelujeme ve 2D tabulce velikosti (N+1)x(K+1)
s radkovym indexem x (predmeéty)
a sloupcovym indexem y (kapacity mensich batoh).

Pro rekonstrukci optimalniho reseni pouzijeme tabulku
predchudcu stejné velikosti jako tabulku pro Opt(x, y).
Predchudce lezi vzdy v predchozim radku x-1, staci registrovat
bud’ pozici y (beze zmény) nebo pozici y-Vx (pridan predmet x).
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0/1 uloha batohu
Vyjadreni jako optimalni cesty v DAG

Uzly DAG budou jednotlivé hodnoty Opt(x, y), x=0..N, y = 0..K,
celkem bude mit DAG (N+1)*(K+1) uzlu.
Do uzlu Opt(x, y) povede hrana

-- Opt(x-1, y) --> Opt(x, y)
ohodnocena 0 (zadny pridany predmet),

-- a pokud y-Vx > 0, také hrana
Opt(x-1, y-Vx) --> Opt(x, y)
ohodnocena cenou Cx (cenou pridaného predmeétu x).

V takto zkonstruovaném DAG hledame nejdelsi (= nejcenngjsi)
cestu standardni DP metodou.

Jake je topologické usporadani tohoto DAG?



0/1 uloha batohu - topologické usporadani DAG

DAG muzeme uvazovat nakresleny formalné do DP tabulky,
pricemz uzel Opt(x, y) lezi v bunce s indexy x ay. Pak hrany DAG
vedou vzdy pouze z predchoziho radku do nasledujiciho radku.
Pokud tento DAG prochazime shora po radcich,

to jest ve stejném poradi, v nemz vyplnujeme DP tabulku,
respektujeme jeho topologické usporadani.
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e Q V tomto pripadé neni nutno
6\ N uzly DAG v topologickém
== 10 usporadani uvazovat v
<3 l jedné primce, "tabulkove"
. usporadani je prehlednéjsi.
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0/1 uloha batohu -- DAG
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0/1 uloha batohu -- rekonstrukce optimalniho reseni
pomoci tabulky predchtdcu
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0/1 uloha batohu
Asymptoticka slozitost

Tabulka ... Velikost ... (N+1)*(K+1) € ©(N*K)
Vyplnéni jedné bunky ... ©(1)
Vyplnéni tabulky ... B(N*K*1) = G(N*K).
Rekonstrukce optimalniho reseni ®(N).
Celkem ... ®(N*K + N) = O(N*K).

DAG .... Uzli ... (N+1)*(K+1) € O(N*K).
Hran ... nejvyse 2*(N+1)*(K+1), tj € O(N*K).
Nalezeni optimalni cesty ... ®(uzli+hran) = O(N*K).

Reseni obou variant ulohy batohu, neomezené i 0/1,
ma asymptotickou slozitost O(N*K).

Pritom zaroven plati:

Asymptoticka slozitost DP reseni je exponencialni
vzhledem k délce retézce definujiciho kapacitu K.
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