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Indukei dokaZte nasledujici vyrok: pokud left a right jsou parametry funkce f
a plati left < right, pak volani f(array,left,right) vrati miniméalni hodnotu z
hodnot v8ech prvki v poli array na indexech left az right véetné a vzdy skonéi
v kone¢ném poctu kroki.

int f(int[] array, int left, int right) {
if (left == right) return array[left];
int 1 = f(array, left, (left + right) / 2);
// celociselne deleni, zaokrouhluje dolu
int r = f(array, (left + right) / 2 + 1, right);
return (1 <r) 21 : r;

}

Dlouhou vodorovnou ¢arou oddélte dikaz prvniho a druhého indukéniho kroku,
u druhého indukéniho kroku zietelné napiste, jak vypadéa indukéni predpoklad
a co se z né&j snazite dokazat.

Prvni krok: mame dokazat, ze pro left = right vrati volant f(array,left, right)
po kone¢ném poctu krokt minimum z mnoziny arraylleft]. To zjevné plati:
funkee se vrati hned na prvnim fadku (na kterém nejsou zadné cykly ani volant
dalsich funkei) a vrati array[left].

Indukéni krok: predpokladame, ze volani f(array,left, (left + right)/2) po
koneéném poc¢tu kroki vrati minimum z mnoZiny L = {arraylleft], ..., array[(left+
right)/2]}, a ze volani f(array, (left+ right)/2+ 1, right) po koneéném poctu
kroki vrati minimum z mnoziny R = {array[(left+right)/2+1],. .., array[right]};
chceme dokazat, ze volani f(array,left,right) po koneéném poc¢tu kroka vrati
minimum z mnoziny A = {arraylleft],..., array[right]}.

Koneénost poc¢tu krokil je zjevna: kromé rekurzivnich volani (ktera podle
induké¢niho predpokladu skonéi v kone¢ném poétu kroka) se vykona jesté prvni
a posledni fadek. Oba neobshuji zddné cykly ani volani funkci, proto skonéi v
konecném poctu kroku. Ad parcidlni spravnost: plati A = LU R, funkce f vrati
to mensi z minim L a R, takze nutné musi vratit minimum z A.

Indukei dokazte nasledujici vyrok: pokud left a right jsou parametry funkce
f aplati left < right a pokud pole array obsahuje hodnotu elem alesponi na
jednom z indext mezi left aZ right véetné, pak volani f(array, elem,left, right)
v konecném poctu krokia vrati hodnotu true, jinak false.

boolean f(int[] array, int elem, int left, int right) {
if (left == right)
return array[left] == elem;
boolean 1 = f(array, elem, left, (left + right) / 2);
// celociselne deleni, zaokrouhluje dolu
boolean r = f(array, elem, (left + right) / 2 + 1, right);
return 1 || r;

}

Dlouhou vodorovnou ¢arou oddélte dikaz prvniho a druhého indukéniho kroku,
u druhého indukéniho kroku zietelné napiste, jak vypadéa indukéni predpoklad
a co se z néj snazite dokazat.

Prvni krok: mame dokazat, ze pro left = right vrati volani f(array,elem,left, right)
po koneéném poctu kroki jestli elem € {array[left]}. To zjevné plati: funkce
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se vrati hned na prvnim fadku (na kterém nejsou zadné cykly ani volani dalsich
funkei) a vrati zda elem = array[left].

Indukéni krok: predpokladame, Ze volani f(array,left, (left + right)/2) po
kone¢ném poctu kroku vrati zda elem € L, kde L = {array(left],...,array[(left+
right)/2]}, a ze volani f(array, (left + right)/2 + 1,right) po konetném poctu
kroku vrati zda elem € R, kde R = {array|[(left+right)/2+1],..., array[right]};
chceme dokazat, ze volani f(array,left,right) po koneéném poctu kroka vrati
zda elem € A, kde A = {array[left],...,array[right]}.

Zjevné plati A = L U R, plati tedy elem € A < elem € LV elem € R, coz
je presné to, co funkce f vraci. Kone¢nost je taky zjevna: druhy a tfeti fadek
skoné¢i v kone¢ném case podle indukéniho predpokladu, prvni ani étvrty radek
neobsahuji zadny cyklus ani volani funkce.

Napiste, jakou hodnotu vraci primérné funkce r pro dana n a k. NapiSte zietelné
postup vaSeho odvozeni. O typu double uvaZujte jako o typu s neomezenou
presnosti.

double r(int n, int k) {
Random rnd = new Random();
double[] b = new double[n];
for (int 1 = 0; i < k; i++)
blrnd.nextInt(n)] = 1.0; //nahodne cislo 0..n-1
double s = 0.0;
for (int 1 = 0; i < n; i++)
s += bl[il;
return s;

Nadefinujme si vektor nahodnych veli¢in (indikatora) tak, ze B; = 1, pokud
je po projiti prvntho for cyklu v b[i] jednicka, a B; = 0 jinak. Pravdépodobnost,
7e v bi] je nula (tzn. ze B; = 0), je Pr{b[i] = 0} = ("T’l)k Primérna hodnota
sumy v8ech prvki v poli je pak

E i B;| = Z_: E[B)] = z_:(o - Pr{bi] = 0} + 1 Pr{bli] = 1}) =

()

Popiste, co vytiskne funkce cp. Napiste, kolik fadka vytiskne pro obecné n a k.
Demonstrujte své zavéry na pitkladu volani ¢p(4, 2).

void cp(int n, int k) {
cp2(new int[n], k, 0);
}

void cp2(int[] n, int k, int i) {
if (i == n.length) {
for(int a: n)
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System.out.print(a); //pokracuje na radce
System.out.println(); //konec radky

return;
}
if(i < n.length-k) {
nl[i]l = 0;
cp2(n, k, 1 + 1);
}
if(k > 0) {
nl[i] = 1;
cp2(n, k-1, i + 1);
}

}

Funkce vytiskne vSechny nciferné fetézce sloZené z k jednicek a n — k nul.
Téch je stejné jako kprvkovych podmnozin nprvkové mnoziny, tedy (Z)

Napiste tvrzeni, které bude platit pro navratovou hodnotu metody f, pokud
tato metoda na vstupu obdrzi celo¢iselné pole délky n, kde n je celé &islo vétsi
nez nula.

int f(int[] array) {
int i = 0;
for (int j = 1; j < array.length; j++)
if (array[i] > arrayl[jl)
i=j;
return 1i;

}

Funkce f vrati index prvniho minima v poli array.
Funkce f vrati ¢ takové, ze Vj € {1,...,array.length — 1} : arrayli] <
arraylj] vV (arrayli] = array[j] Ai < j).

Napiste tvrzeni, které bude platit pro navratovou hodnotu metody f, pokud
tato metoda na vstupu obdrzi celo¢iselné pole délky n, kde n je celé &islo vétsi
nez nula.

int f(int[] array) {
int i = 0;
for (int j = 1; j < array.length; j++)
if (array[i] < array[jl)
i=j;
return i;

}

Funkce f vrati index prvniho maxima v poli array.
Funkce f vrati ¢ takove, ze Vj € {1,...,array.length — 1} : arrayli] >
arraylj] V (arrayli] = array[j] Ai < j).

Ctvercové matice M o rozméru k x k obsahuje kladné a zaporné prvky. Prvek na
pozici (i, 7) je kladny, pokud &islo i 4 j je sudé, jinak je zaporny. Algoritmus A
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prochazi po fadcich odshora dola celou matici M. Pokud je prvek na pozici (i, )
kladny, provede s nim algoritmus A pravé k + i specifickych operaci. Pokud je
prvek na pozici (i, j) zaporny, provede s nim algoritmus A pouze k specifickych
operaci. Indexy fadki i sloupci za¢inaji od 0.

NapiSte odvozeni vztahu, ktery pro dané sudé k urci, kolik specifickych ope-
raci algoritmus A provede v matici M o rozméru k x k.

Matice po¢tu provadénych operaci vypada takto:

k+0 k . k40 k

k k+1 .. k k+1
k+ (k—2) k k4 (k—2) k

k k+(k—1) ... 3 k+ (k—1)

Celkovy pocet operaci na sudych sloupcich je

k/2-1 2 k 2 2 2
k K2kt (k+k—2)]-5  2k2 322k 5K2 -2k
2k k+2a = 2 - =
5 +(; +20= 5+ 5 7R R

celkovy pocet operaci na lichych sloupcich je

k/2—1 5 k 2 2 2
k K2 k14 (k+k—1)]-5  2k2 3k2 5k
Ly E+2a+1=" 2 _ 2V oM o
g R ; teat 5 T 2 1 1

Sudych i lichych radki je g, celkovy pocet operaci na vSech sloupcich je proto

k (5k2—2k 5k*\ 5 ., 1
S ) = 2 - R
2< T 4) 1" g

Alternativné, s¢itano po radcich:

k—1 k k k—l
Z( et k+z> Z (ki) =K + 23 i=
=0 =0 i:O

ko [0+ (k—1)k 4k3 Bk 5, 1
_ .3, K _ AT 9,3 1.9
=k +2 s 1 + 1 4k 4k.

Kdy7Z je procedura P zavoldna s kladnym celo¢iselnym parametrem n, nej-
prve vytvori (n — 1) novych diskovych souborii a nakonec zavola sama sebe s
parametrem (n — 1). Pokud je P zavolana se zapornym parametrem nebo s nu-
lou, neprovede nic a skonéi. Vime, zZe velikost kazdého nového diskového souboru
je 200 B. Procedura P byla zavolana s nezndmou hodnotou parametru n a po
jejim skonéeni na disku ubylo 65 000 Byti volného mista.

Urcete hodnotu neznamého parametru n, napiste, jak jste odvozovali pii-
slusné vztahy.

Podle zadani ubyde po volani P(n) >, _,(k—1)-200 B volného mista. Tedy
65000 = Y7, (k — 1) -200 = &2 900 = (n2 — 1) - 100, n® —n — 650 = 0
an=26.
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Funkce f zpracovava jednosmérny spojovy seznam definovany datovymi typy
LinkedList a Node. Popiste jednou vétou, co vraci funkce f, a implementujte
ji znovu tak, aby pracovala co nejefektivnéji.

class Node {
int value; //Hodnota ulozena v prvku spojoveho seznamu
Node next; //Odkaz na nasledujici prvek v seznamu

}

class LinkedList {
Node head; //Odkaz na prvni prvek spojoveho seznamu

}

int f(LinkedList 1) {

Node mark = 1l.head;

int t = 0;

while (mark !'= null) {
Node x = f1(1l.head, mark);
t =t + x.value;
mark = x.next;

}

return t;

}

Node fi1(Node n, Node mark) {
if (n == mark)
return n;
else
return f1(n.next, mark);

Funkce vraci soucet prvki v zadaném spojovém seznamu.

int f(LinkedList 1) {
int r = 0;
for (Node t = 1.head; t !'= null; t = t.next) r += t.value;
return r;

}

Funkce f zpracovava obousmérny spojovy seznam definovany datovymi typy
DoubleLinkedList a Node. Popiste jednou vétou, co vraci funkce f, a imple-
mentujte ji znovu tak, aby pracovala co nejefektivnéji.

class Node {
int value; //Hodnota ulozena v prvku spojoveho seznamu
Node next; //0dkaz na nasledujici prvek v seznamu
Node prev; //Odkaz na predchazejici prvek v seznamu

}

class DoubleLinkedList {
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Node head; //Odkaz na prvni prvek spojoveho seznamu
Node tail; //Odkaz na posledni prvek spojoveho seznamu

}

int f(DoubleLinkedList 1) {

Node n = 1.head;

Node mark = 1.tail;

int t = 1;

while (mark !'= null) {
Node x = f1(1.head, mark);
t =t * x.value;
mark = mark.prev;

}

return t;

}

Node f1(Node n, Node mark) {
if (n == mark)
return n;
else
return fi(n.next, mark);

Funkce vraci soucin prvki v zadaném spojovém seznamu.

int f(LinkedList 1) {
int r = 1;
for (Node t = 1l.head; t != null; t = t.next) r *= t.value;
return r;



