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Algoritmy maji ruznou slozitost.

V praxi je dulezité umét mezi sebou porovnat vice algoritmu, které resi
stejny problém, abychom mohli rozhodnout, kdy ktery pouzit.
Existuji dvé prirozené miry pro porovnani:

— doba vypoctu podle daného algoritmu potrebna pro zpracovani daného
objemu dat (Casova sloZitost) a

— velikost paméti vyuzivané pfi vypoctu (pamétova sloZitost).

Pro urcCeni slozitosti zpravidla pouzivame intuitivni abstraktni model RAM
pocitace, ktery pracuje s celymi Cisly a ma pamét adresovanou celymi Cisly,
do které lze ukladat cela Cisla.

Nékteré metody uréeni slozZitosti rekurzivnich algoritma:

— strom rekurze,

— substituéni metoda,

— mistrovska metoda.
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Skutecna slozitost vypoctu zavisi na implementaci algoritmu, na
konkrétnim pocitaci kde je provadén - vlastné se neda v obecném pripade
presné spocitat. Abychom mohli spocitat aspon néeco, zacaly se pouzivat
odhady slozitosti az na multiplikativni konstantu. Tyto odhady popisuji rtst
slozitosti vzhledem ke zvétSujicim se vstuptm, ale neurcuji konkrétni
funkci (Cislo).

Prestoze lze v pripadé jednodussich algoritm urcit slozitost presné,

— ve vétsiné pripadl to nestoji za tu namahu,

— v radeé pripadl slozitych algoritmd je to velmi obtizné.
Proto se to typicky nedéla. Z praktického hlediska nas zajima predevsim,
jak se bude algoritmus chovat pro velké (— o) instance problému.
Typicky nam staci vyjadrit rad rastu funkce slozitosti se zanedbanim
prispévkl nizsich radu.
Rikdme tomu proto asymptoticka sloZitost — asymptoticky se blizi k této
hodnoté.
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Jeden algoritmus (program, postup, metoda...)
je rychlejSi nez druhy.

Co ta véta znamena ?? J
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/ Kazdému algoritmu Ize jednoznacné priradit \
[ neklesajici funkci ]
zvanou

\_

[asymptotické (Casova) sIoZitost,]

ktera charakterizuje pocCet operaci algoritmu
v zavislosti na rostoucim rozsahu vstupnich dat.

Cim pomaleji tato funkce roste, tim je algoritmus rychlejsi. /
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Datové struktury a algoritmy

Asymptoticka slozitost

A

Y

Y ~ zatizeni systému )
(trvani vypoctu) J

X ~ nase pozadavky
(rozsah vstupnich dat)
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Najdi min and max hodnotu v poli— STANDARD

min  max a U
3 3 3 2 10 | O 5 =10 14 6
J
N\
min  max a N g
3 3 3 2 10 | O 5 -10 14 6
if (a[i] < min) min = a[i];
if (a[i] > max) max = a[i];
min  max a <
2 3 3 2 10 |O 5 =10 14 6

J/
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Najdi min and max hodnotu v poli— STANDARD

[

min max a ¥
2 4 3 2 4 10 |O 5
\_
C min  max a
{hotovo }
-10 10 3 2 ! 10 | O
L )
( )
[kéd min = a[0]; max = a[0];
for (1 =1; 1 < a.length; i++ ) {
if (a[i] < min) min = a[i];
if (a[i] > max) max = a[i]; }
\ J
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:Najdi min and max hodnotu v poli — RYCHLEJI!

r

min  max a <
3 3 3 2 7 10 5 =10 14 6
\_
4
min  max a N g
3 3 3 2 7 10 | O 5 -10 14 6

if (a[i] < a[i+1])

if ( a[i] < min) min = a[i];

if (a[i+l] > max) max = a[i+l];}
min  max a g
2 I 3 2 10 5 -10 | 4 6

J
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:Najdi min and max hodnotu v poli — RYCHLEJT T
- _ )
min  max a @
2 7 3 2 7 10 |0 ) -10 |4
if (a[i] < a[i+1]) {
if ( a[i] < min) min = a[i];
if (a[i+l] > max) max = a[i+l];}
.—>else {
if ( a[i] > max) max = a[i];
if (a[i+l] < min) min = a[i+l];}
min  max  a g
0 10 3 2 7 10 |0 ) -10 |4
\_ J
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{denmnandnmxhommﬁuvpoﬁ——RYCHLEjT

( min  max a \ g
(hLOtOVO J -10 10 3 2 7 10 (O -10 (4 6
[ .
(kéd J min =_a[0]f° max = a[O];@ o
for (i=1l; i < a.length-1; i=i+2 ) {
if (a[i] < a[i+l1]) {
if ( a[i] < min) min = a[i];
if (a[i+l] > max) max = a[i+l];}
else {
if ( af[i] > max) max = a[i];
if (a[i+l] < min) min = a[i+l];}}

J
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/ aritmeticka operace \
{Elementérnl’ operace } porovnani dvou Cisel
k presun Cisla v pameti /
c N
(SlOiitOSt S)celkovy pocet elementarnich operaci j
N
A /

(zjednoduéem’ }

~~

7\
L [ B
(Sloiitost jjcelkovy pocet elementarnich operaci nad daty ]
N
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77\

yda ( B
{Sloiitost \j) celkovy podéet elementarnich operaci nad daty j
.
\ /
dalsi
zjednoduseni
r c
{Sloiitost celkovy pocCet porovnani Cisel (znaku)

L

v datech

(Takto slozitost mnohdy pocCitame
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{Najdi min and max hodnotu v poli — STANDARD

r N
[Sloznost 1 1 a.length = N
V&echny min ¥ a[0]; max > a[0];
operace 7 N N_1
for (i ¥ 1; i ¥ a.length; i+¥){
N—1
if (a[i] ¥ min) min = a[i];
N—1 0..N-1|,~ exkluzive!
{Flfad } if (a[i] X max) max = al[i]; }
nejlepsi 1+1+1+N+N-1+N-1+0+N-1+0 = 4N
nejhorsi 1+1+1+N+N-1+N-1+N-1 +N-1 = 5N-1

.

J
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{Najdi min and max hodnotu v poli — STANDARD

r B
slozitost 1 1 alength = N
Operace min ¥ a[0]; max ¥ a[0];
nad daty
for (i ¥ 1; i ¥ a.length; i+¥){
N—1 0..N-1
if (a[i] ¥ min) min ¥ a[i];
» N—1 0..N-1
Pripad
{lf } if (a[i] ¥ max) max ¥ a[i]; }
nejlepsi 1+1+N-1+0+N-1+0 = 2N
nejhorsi 1+1+N-1+N-1+N-1+N-1 = 4N-2
N Y,
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{Najdi min and max hodnotu v poli — STANDARD

" ©
[sloznost g :-_:':: :‘_:‘_‘: a.length = N

L

pouze
testy v datech )

vzdy

min = a[0]; max = a[0];

1 | 1 |
| 1 I |
-r

7

1

for (i =1; i <X length 1+¥|-){

-1 |

N—1 :

N
if (a[i] ¥ min) min ¥ a[i];

———————

———————

N—-1+ N-1= 2N-2 testu

J
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{Najdi min and max hodnotu v poli — RYCHLEJT

)
V- (o) ~N
(sloiitost ki N a.length = N
Lpouze — — N — —
SV RELEET) 3 |2 |7 |10 |o |5 |-10|4 |6
Z
~
(Jedna dvojice — 3 testy) ( (N-1)/2 dvaojic )
vzdy 3(N-1)/2 = (3N — 3)/2 testu
\_ J
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\elikost pole Pocet testil Pocet testli pomer
STANDARDNI RYCHLEJS[ | STD./RYCHL.
N 2(N-1) (BN —3)/2
11 20 15
21 40 30
ol 100 75
101 200 150
201 400 300
501 1000 750
1001 2 000 1500
2 001 4 000 3 000
5001 10 000 7 500
1 000 001 2 000 000 1 500 000 /
Tab. 1
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L )
(data Jpole a; -1l 0|25 0
L pole b: 2 | 4 | 3| 4 7
Y,
/4
(uloha } Kolik prvku pole b je rovno souctu prvku pole a?
L
(Feéenl’ } ™\
pole a: 1 |-1| 0 |-2]5 0 souéet:@
pole i ()] 2 J(a)[ 3 |(&)] 2 | 7
vysledek =3 <
N /
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(funkce

\

J int |sumArr (int[] a) { /*snadné*/ } J

|for (int i = 0; i < b.length; i++)

) POMALA \
metoda

count = 0;

if (b[i]== sumArr (a)) count++;
return count;

J
CRvCHLA \
count = 0; metoda
sumOf b = sumArr (a) ;

for (int i = 0; i < b.length; i++)
if (b[i]==sumOf b) count++;
return count;

/
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(
a.length ==n \
( pole a: 1 |-1]o0o|=2|5]|1]o0 Lb-'ength :Z”J
POMALA =N X N = N2 operaci
metoda
Kvadraticka
pole b: Alf120114]]13]|4]]]2]]]|7 slozitost
/
ra.length ==n |
pole a: 1 |-1] 0 |-2]5 110 b.length ==n
[RYCHLA J soucet a: 4 ~ 2 XN operaci
metoda
Linearni
pole b: Al(121114]]113][14]]]2 7 slozitost )
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Velikost pole | POMALA metoda | RYCHLA metoda

N operaci N2 | operaci 2N

11 121 22

21 441 42

51 2601 102

101 10 201 202

201 40 401 402

501 251 001 1 002

1001 1 002 001 2 002

2001 4 004 001 4 002

5001 25010 001 10 002

1 000 001 | 1000 002000 001 2 000 002
Tab. 2
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\elikost pole
N

Pomér rychlosti
feSeni 1. lohy

Pomér rychlosti
feSeni 2. Ulohy

11

21

ol

101

201

501

1001

2001

5001

1 000 001

ajlajla|lalalaloa|loa|o|o

500N00 .

Tab. 3
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(Hledém’ v serazenem poli — linearni, POMALE

J
— ™
(dane pole } Serazené pole: velikost = N
o
L» 363]1369|388|603|638(693|803|833|836|839(860]863|938[939|966(968|983[993
J
- ™
(najdi 9931 | testi: N ()
A R A A R R A A R R R AR AR
3631369(388|603[638[693|803|833|836|839|860]|863|938|939/966|968|9831993
N\ Y
Ve A

(najdi 3631 |

Q testu: 1 @
3[638

363(369|388|60 693[803[833|836(839(860(863|938|939[966|968|983|993
\ J
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O<

(Hledém’ v sefazeném poli — binarni, RYCHLE
c D

(najdi 863! | A
363|369|388|603|638|693|803|833 8361839(860(863|9381939(966|968|983[993
7 et Yall Wa¥V- S 0 oy e
363|360 3BEI808 66a1rU3[603|833|  [839(860(863]938]939[066|968|983]903
2 testy 2V

8391860(863[9381989(966[968|983[993
839(860(863(938|  |966[UBS16RI[993

2 testy 839 g 863|938

89 863|938

1
1 test 863|938
g J
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Datové struktury a algoritmy

Exponent, logarimus a puleni intervalu

()

k
2 @ @=22
. @

0 © (1)=2°

<7_>=21 N = 2k =>

(-2

k = log,(N)

:‘@':
©
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Pocet testU

linearni hledani — pripad

binarni hledani

Velikost =
| . . — ., |nejhorsi pfipad
pole nejlepSi  |nejhorsi  |prumeérny
5 1 5 3
10 1 10 9.9
20 1 20 10.5
50 1 50 25.5
100 1 100 50.5
200 1 200 100.5
500 1 500 250.5 S,
Q<
1 000 N\ 1 N\ 1000 N\ 500.5 ~\
2000 & 1| & 2000 Fo00s| &
5000 1 5000 2500.5
1 000 000 1 1 000 000 500 000.5
Tab. 4
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Doba vypoctu
pro rlzné ¢asové slozitosti
s predpokladem, 7e 1 operace trva 1 ps (10° sec)

PocCet operaci

slozitost =4 20 40 60 500 1000
log, n 33us | 4,3ps 5 us 58us | 9us 10 ps

n 10 us 20 us 40 us 60 us 0,5 ms 1 ms

nlog, n 33 us 86 us 0,2 ms 0,35ms | 4,5ms 10 ms
n2 0,1ms | 0,4ms 1,6 ms 36ms | 025s 1s
n3 1ms 8 ms 64 ms 02s | 125s 17 min
n* 10 ms 160 ms 256 s 13 s 17 hod | 11,6 dnu
2" 1 ms 1s 12,7dnli| 36000 let| 10137 let | 10%%7 let
n! 3,6s | 77000 let | 10% let 1068 |et | 1010 let | 102> let

Tab. 5

B6B36DSA, 2020, Lekce 3, 28/80




Méjme problém P a algoritmus A, ktery ho Fedi. Rekneme, Ze algoritmus A
vyzaduije Cas f(n), kdyZ pro kazdé pfirozené Cislo n > n, plati, Ze f(n) je
maximum doby beéhu algoritmu A pro vsechny instance problému P
velikosti nejvyse n. Funkci f nazyvame slozitost v nejhorsSim pripade, tj.
hranici, kterou algoritmus A nikdy nep¥ekroéi. Cislo n, slouZi pro odstinéni
malych dat, kdy se mUze algoritmus chovat odlisSné.

Horni odhad — funkci f neni snadné spocitat, proto nékdy hledame horni
odhad, tj. funkci g takovou, zZe ji f nikdy nedosahne: f = O(g).
Dolni odhad — nékdy naopak hledame dolni odhad.

Ocekavana slozitost — dobu béhu uvazujeme jako nahodnou velicinu,
oCekavana slozitost je pak jeji ocekavana hodnota. Neni to presnéjsi
odhad, ale Ize tak ziskat realisti¢téjsi odhad pro velky objem dat.

Amortizovana slozitost — je to jisty kompromis mezi slozitosti v nejhorsim
pripadé a ocekavanou slozitosti. Snazi se odhadnout maximalni pocet
krokU pro provedeni posloupnosti operaci.
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* Necht f a g jsou funkce na prirozenych &islech. Znacime:

— f=0(g) kdyz3dc >0 Vn : f(n) <cg(n) ... (asymptotickd horni mez — funkce f
nepresahne v limité hodnoty funkce g az na konstantu — g predstavuje horni
mez, kam az f mGze dosahnout — odhad slozitosti v nejhorsim pripadé)

— f=0(g) kdyz 3c > 0 3 nekonec¢né mnoho n : f(n) > cg(n) ... (asymptoticka dolni
mez — funkce f nedosahne v limité hodnoty funkce g az na konstantu — g
predstavuje dolni mez, kam uz f nem(ze dosahnout — odhad slozitosti
v nejlepsim pripadé)

— f=0(g) kdyz dc,d >0 Vn : dg(n) < f(n) < cg(n) ... (asymptotickd tésna mez —
funkce f a g jsou aZ na konstantu stejné — odhad slozitosti v primérném
pripadé)

* Prevainé budeme pouzivat O, protoze chceme hlavné horni odhady,

VVVVVV

* U slozitosti se bavime o funkcich z N do N. Realné funkce konvertujeme na
funkce N — N nejéastéji pomoci | Ja| |.
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Datové struktury a algoritmy

Asymptotickd tésnd mez : ©-notace

Definice

(Relacni) Jsou-li dany funkce f(n) a g(n), pak rekneme, ze f(n) je téhoz
radu jako g(n), psano f(n) = ©(g(n)), jestlize

Jdey,co € RT dng e NT;, Yn>ng:  c1.g9(n) < f(n) < co.g(n).

Alternativni definice.

Definice

(Mnozinova) Je-li dana funkce g(n), pak ©(g(n)) je definovana jako
(nekoneéna) mnozina funkci
{f(n):3er,c0 € RTIng e NTVn > ng: c1.9(n) < f(n) < ca.9(n)}.

@ Zapisy f(n) € O(g(n)) a f(n) =0O(g(n)) jsou rovnocenné a zalezi
pouze na kontextu, ktery je vhodnéjsi. (To samé plati pro O.Q, 0, w).

@ O-notaci pouzivame pro vyjadreni faktu, ze 2 funkce jsou
asymptoticky stejné az na multiplikativni konstantu.
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Datové struktury a algoritmy

Asymptoticka tésna mez : ©-notace (pokr.)

G g(n)

f(n)

cg(n)

= |1

Priklad
@ 3n? —5n — 15 = O(n?)
@ Obecné pro kazdy polynom Z;‘i:o ain® = O(n?), pokud ag > 0.
o Llog®n +2¥n = ©(¥n): funkce log*n +2¥n a Yn rostou
radové stejné rychle.
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Datové struktury a algoritmy

Priklad: Ovéreni slozitosti dle definice

v Vv v ]- 2 JR— - .2
* Ovéfme, Ze: 3/ — 3 = 007

5 5 , . 1 3
n-—3n < cn po uprave: ¢ =35 —~

= (3

b | —

e Z definice: c¢in? <

e Astaditedy (pron>ng,=7): ¢; <1/14 2 =1/2

e Ovérme, ze: 6n® # On?)

e Zdefinice: 6n° < cn®>  poUpravé: n < c,/6

* Ato provsechna libovolné velka n jisté neplati.
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Datové struktury a algoritmy

Asymptotickd horni mez : O-notace

Definice
(Relacni) Jsou-li dany funkce f(n) a g(n), pak rekneme, ze f(n) je

nejvyse radu g(n), psano f(n) = O(g(n)), jestlize
deo € RT Inge N, Vn>ng:  f(n) <co.g(n).

Alternativni definice.

Definice

(Mnozinova) Je-li dana funkce g(n), pak O(g(n)) je definovana jako
(nekoneéna) mnozina funkci

{f(n):3c2 € RT g e Ny Yn=no: f(n) < cag(n)}.

@ O-notaci pouzivame pro vyjadreni horni meze funkce az na
multiplikativni konstantu.
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Datové struktury a algoritmy

Asymptoticka horni mez : O-notace (pokr.)

| c,8(n) 8
fin)
fin)
- 1 =5

o f(n)=0V(g(n)) implikuje f(n) = 0(g(n))
(© je silnéjsi podminka nez O neboli O(g(n)) C O(g(n))).

e Zapisem f(n)= O(g(n)) vyjadfujeme, ze g(n) je pro f(n) asymp.
horni mezi stejného nebo vyssiho radu.

@ (O-vyrazy pouzivame pro odhady slozitosti algoritmd v nejhorsich

pripadech.
Priklad
@ 3n? —5n — 15 = O(n?), ale také 3n? — 5n — 15 = O(n?) j
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Datové struktury a algoritmy

Asymptotickd dolni mez : {)-notace

Definice

(Relacni) Jsou-li dany funkce f(n) a g(n), pak rekneme, ze f(n) je
nejméné fadu g(n), psano f(n) = Q(g(n)), jestlize

dep € RT Ing e N, VYn>ng: c1.9(n) < f(n).

Alternativni definice.

Definice

(Mnozinova) Je-li dana funkce g(n), pak 2(g(n)) je definovana jako
(nekone¢na) mnozina funkci

{f(n):dcy €RT dngeNT;, Vn>np:

c1.9(n) < f(n)}.

@ ()-notaci pouzivame pro vyjadreni dolni meze funkce az na
multiplikativni konstantu.
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Datové struktury a algoritmy

Asymptoticka dolni mez : 2-notace (pokr.)

4} i ﬂn}
fin)
cg(n) ¢8(n)
n = I

o f(n) = ©(g(n)) implikuje £(n) = Q(g(n))
(© je silnéjsi podminka nez € neboli ©(g(n)) C Q(g(n))).

o Zapisem f(n) = (g(n)) vyjadrujeme, ze g(n) je pro f(n) asymp.
dolni mezi stejného nebo nizsiho radu.

@ ()-vyrazy pouzivame pro odhady slozitosti algoritmd v nejlepsich
pripadech.

Priklad

@ 2nlogn+ 3y/n+1=Q(nlogn), ale také
2nlogn + 3y/n+ 1= Q(n)).
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Necht f a g jsou funkce na prirozenych Cislech. Zna¢ime:

— f=0(g) kdyz dn, € Nat Vn = n, : f(n) < c-g(n) ... (striktni
asymptoticka horni mez — funkce f nepresahne v limité
hodnoty funkce g az na konstantu — g predstavuje horni
mez, kam az f muze dosahnout — odhad slozitosti v
nejhorsim pripadé )

— f=w(g) kdyZz dn, € Nat Vn = n, : c-g(n) < f(n) ... (striktni
asymptoticka dolni mez — funkce g je pro f asymptotickou

mezi — Zzadna multiplikativni konstanta neumozni, aby g(n)
dostihlo f(n))

B6B36DSA, 2020, Lekce 3, 38/80



Datové struktury a algoritmy

Striktné vétsi horni mez : o-notace

Definice
(Relacni) Jsou-li dany funkce f(n) a g(n), pak rekneme, ze f(n) je
striktné nizsiho fadu nez g(n), psano f(n) = o(g(n)), jestlize

Veo € RT Ing e N Yn>ng:  f(n) < ca.g(n).

Alternativni definice.

Definice

(Mnozinova) Je-li dana funkce g(n), pak o(g(n)) je definovana jako
(nekone¢na) mnozina funkci
{f(n) :VYeo eRT TngeNT VYn>np: f(n)<cog(n)}h.

)

)a f(n) =o(g(n)) jsou opét rovnocenné.
e pro f(n) asymp. horni mezi vyssiho radu.
n) _

o Zapisy f(n) € o(g(n
e Vyjadruji, ze g(n) je
it

e Pak plati lim,,_. ﬁ 0.
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Datové struktury a algoritmy

Striktné mensi dolni mez : w-notace

Definice

(Relacni) Jsou-li dany funkce f(n) a g(n), pak rekneme, ze f(n) je
striktné vyssiho fadu nez g(n), psano f(n) = w(g(n)), jestlize
VereRT 3nge N, VYn>ng: cr.g(n) < f(n).

Alternativni definice.

Definice

(Mnozinova) Je-li dana funkce g(n), pak w(g(n)) je definovana jako
(nekone¢na) mnozina funkci

{f(n):Ver €RT dnpeNT; Vn>np:

c1.g(n) < f(n)}.

e Zapis f(n) = w(g(n)) vyjadruje, ze g(n) je pro f(n) asymp. dolni
mezi nizsiho radu. )
(n

e Pak plati lim,, .~ o) = O°

o
_\i

o Z4dna multiplikativni konstanta neumozni, aby ¢(n) dostihlo ().
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Datové struktury a algoritmy

Zakony asymptoticke aritmetiky

Transitivita: | f(n) = O(g(n)) N g(n) =0O(h(n)) = f(n) = O(h(n)).
Podobné pro €2, 0. o, w.

Reflexivita: | f(n) = O(f(n)). Podobné pro 2, 0.

Symetrie: f(n)=0(g(n)) = gn) =0(f(n

symetrie:

Transpozic¢ni

J(n
f(n) = olg(n)) = g(n) = w(f(n)

))-
O(g(n)) < g(n) = Q(f(n ;),

Inkluze:

) =
B
f(n) = ol(g(n)) = f(n) = O(g(n)),
fn) =
) =
) =

f(n

O(g(n)) = f(n) = 0(g(n)),
f(n) =w(g(n)) = f(n) =Qg(n)).
O(g9(n)) = f(n) = Qg(n)),

Vsimnéte si nasledujici analogie s porovnavanim cisel:

O | Q

@

0 W

@

< | =

= | 2
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Asymptoticka notace nam umoznuje zjednodusSovat vyrazy
zanedbanim nepodstatnych casti.
Co znamena zapis f(n) = 4n3 + O(n?)?

— Vyraz ©(n?) zastupuje anonymni funkci z mnoziny ®(n?) (néjaka
kvadraticka funkce), jejiz konkrétni podobu pro zatim zanedbavame.

Co znamenaiji zapisy ®(1), O(1), €2(1)?
— Presnéji neurcené konstantni meze.
Co znamena zapis f(n) = O(n°1))?

— f(n) je shora omezena néjakou polynomialni funkci n¢, kde c sice
presné nezname, ale vime, ze to je konstanta.
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(Porovném’ rychlosti rustu funkci }

~
Funkce f(x) roste asvmptotick@eé funkce g(x), kdyz
f(x) € Q) & f(x) & B(g(x)) \
~ {Pozor! )
[Porovnénl’ rychlosti algoritmu ) ~

Algoritmus A je asvmptotick@ei algoritmus B, kdyz

fa(n) € Q(fg(n)) & fa(n) & O(fg(n)),

kde f,(n), resp. fg(n) je funkce urcCujici poCet operaci,
které provede algoritmus A, resp. B,
pri zpracovani dat o rozsahu n.

- J

B6B36DSA, 2020, Lekce 3, 43/80




f{ Rad rustu funkce } )

Rad riistu funkce f je takova ,co nejjednodussi” funkce g,
pro kterou plati

9(x) e 6(i(x))
N J

((Manipulace } ~

Rad rustu funkce f ziskame vétsinou tak, Ze zanedbame
1. Aditivni Cleny rostouci pomaleji nebo stejné rychle
2. Multiplikativni konstantu

N

 Prikiady | N
hh(x) = X +10g,(X) - |xe ©(x) Rad rdstu hh(x) je x

N y
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Datové struktury a algoritmy

Rad rustu funkci
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Datové struktury a algoritmy

Rad rastu funkci

Zoom out! :
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Datové struktury a algoritmy

Rad rastu funkci

Zoom out! :

1.072 (x+26.44)

2 (x2+100)
16
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Datové struktury a algoritmy

Rad rastu funkci

Zoom out! :

072 (x+26.44)

atd:... e(1000) = 9843181236605408906547628704342.9 p(1000) = 62506.25 ...
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/—(Asymptotické slozitost algoritmu

-

Asymptoticka slozitost algoritmu A

je fad rastu funkce f(n), ktera charakterizuje pocet
elementarnich operaci algoritmu A
pri zpracovani dat o rozsahu n.

(rozsah dat = celkovy pocet Gisel a znak( v nich)

o

~

Ve vétsSiné pfipadl nehraje roli, zda uvazujeme

A) pocCet vSech elementarnich operaci

B) pocCet vSech elementarnich operaci nad daty
C) pocCet testl nad daty

Asymptoticka slozitost vychaziva taz.

J

J
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/—(Asymptotické slozitost predlozenych ukazek }—\

Asymptoticka slozitost hledani minima v poli o n prvcich je n.
L V obou uvedenych pripadech. y
4 - ] — — B N
Asymptoticka slozitost pomalého zjistovani, kolik Cisel v poli je
rovno souctu jiného pole, je n2.
Asymptoticka slozitost rychlého zjistovani, kolik Cisel v poli je rovno
souctu jiného pole, je n.
L Za predpokladu, ze obé pole maji delku n. y
4 )

Asymptoticka slozitost linearniho hledani prvku v poli je n.

Asymptoticka slozitost hledani prvku usporadaném poli
pomoci puleni intervalu je log(n).

Za predpokladu, ze pole ma delku n.
- J
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(Umluvy }

| Zjednoduseni |

Bézné se zkracenym terminem ,slozitost algoritmu®
rozumi prave vyraz ,asymptoticka Casova slozitost algoritmu®

\
/(Zmatenl' } ~

Bézné se v literature nerika f(x) nalezi do ®(g(x)),
ale f(x) e ©(9(x)).
Rovnéz se to tak znaci: f(x) = 0 (g(x))
namisto f(x) € © (g(x))
(a stejné pro O a Q).

Chape se to ale beze zmény, v pivodnim smyslu nalezeni.

- J
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Datové struktury a algoritmy

Asymptoticka slozitost
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T(n) -- asymptoticka (¢asova) sloZitost algoritmu
pri vstupu o velikosti n

{ Pr.: MERGESORT } Asymptotickd sloZitost vyfedeni
trivialni ulohy
@ )
©(1) £~ pron=1
T(n) =
2T(n/2) + ®(n) pron>1
- Jd I3 J
/ N\
Y4 N

Jak asymptoticka slozitost

pri vstupu o velikosti n

zavisi na asymptotické slozitosti
pfi vstupu o velikosti n/2

Slozitost

rozdéleni problému

a spojeni dil¢ich feSeni
(polovin pole v Merge sortu)

AN J
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Co lze zanedbat )

4 )
Typickou hodnotu n si vhodné Konkrétni konstanta
zvolime neovlivni vyslednou
(v Merge sortu mocninu 2) y asymptotickou slozitost y
\ gl
\
O(1) pron=1
T(n) =

2T(n/2) + ©(n) pron>1

- VAN Y

n/2 a obecné n/konst neni celé Cislo, mysleme si vsak, Ze )
(viceméné) je,

a pouzijme jej misto spravného| n/2 | ¢& Ln/2]apod.

Vétsinou vysledek nebude ovlivnén. y
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( Piiklad )

Pro algoritmus A plati

4 )
O(1) pron=1
T(n) =
3T(Ln/4)) + @(nz) pron>1
_ v Y Y,
g 2 R

Rozdéli data na Etvrtiny. Vyfedeni ,&tvrtinové” dlohy trva T(Ln/4.).

Jedna ¢tvrtina se nezpracovava*) = tfi ¢tvrtiny se zpracuji v éase 3T(Ln/4J).

*) 7 dGvodti zde nepodstatnych :-)

Cas potfebny na rozdéleni na &tvrtiny o-
a na spojeni ,Ctvrtinovych” feSeni je @(nz).
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Datové struktury a algoritmy

SlozZitost rekurzivnich algoritmu

( Piiklad )

4 )

O(1) pron=1
T(n) =
{ 3T(Ln/4)) + @(nz) pron>1

\- J

Zanedbame celé ¢asti,

L ® nahradime Umérou
Vztah pro vypocet

[ T(n) = 3T(n/4) + cn? ]
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Datové struktury a algoritmy

STROM REKURZE
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g mmmm N

P T
[ T(n),(= 3T(n/4) + cn? ) ]
1
I

- )
/”, -———— cas na déleni problému
P on? =~ o na dil&i problémy
P 4 a pak spojeni dil¢ich Feseni
/ Y,
/ \ T
I )
| ¢as na vyreseni
\ [ T+(n/4) ] [T-(n/4) ] T-(n/4) Jednoho dil¢iho problému
\
\ J
~
~
- == --~" Y

Strom rekurze je ale vétsi ...
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/[ Strom rekurze

c(n/4)?

/71N 7] /1N 7]
/1 N/ 1N 7 N7
I I I I I
| | | | |
| | | | |
T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) (1) T(1)

)

B6B36DSA, 2020, Lekce 3, 59/80



A

Prubéh vypoctu hloubka
1. Nakresli strom rekurze | [ .- j o
2. Spocti jeho hloubku ;
3. Spocti jeho Sirku v patre k
4. Spocti cenu uzlu v patre k k
5. Secti ceny uzl( v patre k
6. Secti ceny vSech pater

( cena uqu) = asymptoticka slozitost zpracovani podproblému odpovidajiciho uzlu ve
stromu rekurze.

( cena stromu)= asymptoticka slozitost zpracovani celé ulohy.

. J
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-

\

[ T(n) =

~
3T(n/4) + cn? ]

Pribéh vypoctu

1. Nakresli strom rekurze d
2. Spocti jeho hloubku

V hloubce k

je velikost podproblému n/4k . O O O % O

Velikost podproblému je tedy = 1, kdyz n/4% = 1, tj k = log,(n).

h

loubka stromu J

Takze strom ma log,(n) + 1 pater (hloubka korene je k=0).
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~
[ T(n) = 3T(n/4) + cn? ]

Pribéh vypoctu

3. Spocti jeho Sirku v patre k

0. patro — 1 uzel

1. patro — 3 uzly

2. patro—3:3 =9 uzl{

3. patro —3:3:3 = 27 uzl{

= /

pocet uzll v jednom patre ]

( k. patro — 3-3- ... -3-3 = 3 uzl )
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Pribéh vypoctu

4. Spocti cenu uzlu v patre k

0. patro — c:n?

1. patro — c:(n/4)?
2. patro — c+(n/16)?
3. patro — c:(n/64)?

= /

cena uzlu v patre k ]

( k. patro — c-(n/4k)2 )
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Pribéh vypoctu

5. Secti ceny uzl( v patre k

V patte k je 3k uzl(,
kazdy ma cenu c:(n/4%)2.

-

/[ celkova cena patra

( 3. ¢(n/4%)2 = (3/16)%-c-n2

Pozor na posledni patro: ]
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[ T(n) = 3T(n/4) + cn? ]

Pribéh vypoctu

5. Secti ceny uzl( v patre k

Posledni patro je v hloubce
log,(n) a ma tedy

3l0g,(n) = nlog,(3) yzlQ.

NS
/[ cena posledniho patra J A
Kazdy uzel v poslednim patre prispiva konstantni cenou,
takze cena posledniho patra je
P P J ( n'cg, (3) . konst = O(n'°s {3)) )
o J
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-

-

<
Pribéh vypoctu
yP [ T(n) = 3T(n/4) + cn? ]
6. Secti ceny vSech pater
Celkova cena =
cn? + 3/16-cn? + (3/16)%-cn? + ... + (3/16) '°8,("1-cn2 + @ (n'og, ) =
(1+3/16- +(3/16)% + ... + (3/16) 'ogs(1).cn2 + @ (n°g ) =
— _/
Y N J
Geometrickou posloupnost nahradime priblizné
geometrickou radou (zbytek rady je zanedbatelny).
Ziskavame horni odhad souctu.
N
(1+3/16-+(3/16)2+ (3/16)3+...adinf.)-cnZ +® (nlo&B) =
(1/(1-3/16) )-cn? +©  (n'og®) = 16/13 -cn? +© (n'84?) =
J
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~
[ T(n) = 3T(n/4) + cn? ]

Pribéh vypoctu

6. Secti ceny vSech pater

- .
Asym.ptotlcka slozitost 2> log,(3) = D ~
algoritmu A o4

= 16/13 :cn2 +® (n'ogf3) = ( ® (n?) J
. J
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Datové struktury a algoritmy

SUBSTITUCNIi METODA
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 Piklad )
s A
Rekurentni vztah popisujici
asymptotickou slozitost algoritmu B T(n) = 2T(Ln/2]) +n
N J
4 N
Nas odhad sloZitosti T(n) = O(n-log,(n))

Zdroj odhadu: zkuSenost, podobnost s jinymi ulohami
uvaha, intuice ... :-)

N
AN

Chceme dokazat: Nas odhad plati }

\.

-
Metoda: Bézna matematicka indukce, do nizZ dosadime

(substituujeme) dany rekurentni vztah
-
- /)
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-

N
Chceme dokazat { T(n) = O(n-log,(n)),
to jest] T(n) < c-n-log,(n), pro vhodné c>0
J
/( Krok Il (obecny krok) matematické indukce: ) Y
Dokazeme, Zze pokud nerovnost plati pro [ n/2], plati i pro n.
Vime: T(n) = 2T(|_n/2J) +n
Pfedpokladame: T(Ln/2)) < c¢-Ln/2 J-log,(Ln/2])
Substituce: m <2-c-ln/2]- Iogz(Ln/ZJ) +n
Gpravy: <cn-log,(n/2) + n = cn-log,(n) —cn-log,(2) +n
= cn-log,(n) —cn +n
(S cn-log,(n), pokudc=>1 )
)
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{ Krok | matematické indukce J }

Nerovnost T(n) < c:n-log,(n), plati pro néjaké konkrétni malé n.

(G
/( Potiz ) \ ¢,8(n)

fin)

( Nelze dokazovat pron =1,
nebot bychom dokazovali T(1) < c-1-log,(1) = 0, coZ neplati,
protoze jisté je T(1) > 0. .
- J

,(Pozorovénl' ) [ T(n) = 2T(Ln/2)) + n ]\

Pokud n > 3, v rekurentnim vztahu se T(1) neobjevi,
tedy pokud dokazeme indukcni krok I pron=2an=3,

je dukaz hotov pro vSechna n > 2.
_ J

Redeni )

Jde nam ale o asymptotickou slozitost, tudii@ﬁkaz pro n > 2 stadci. )
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/( Krok | matematické indukce pron=2an=3 ) B\

-

* T(1) = k.
AL T(1) =k T(n) = 2T(Ln/2)) +n

Z rekurentniho vztahu plyne Chceme mit:

T(2) = 2k+2 T(2) <c-2-log,(2)

T(3) = 2k+3 T(3) <c-3-log,(3)
Staci tedy volit |c > max { (2k+2)/2, (2k+3)/(3-log,(3)) }. )
Tudiz, kdyby k bylo napt. 10, stacilo by volit
c>max{(2:10 +2)/2, (2-:10+3)/(3:log,(3)) } = max {11, 4.84 } = 11.

)
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Datové struktury a algoritmy

MISTROVSKA METODA
(THE MASTER METHOD)
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( Véta )

Necht a>1a b > 1 jsou konstanty, f(n) je funkce a necht asymptoticka slozitost
daného algoritmu je definovana rekurentnim vztahem
T(n) = aT(n/b) + f(n),
kde podil n/b Ize libovolné interpretovat jako |.n/b nebo | n/b |.
Potom plati
/
4 I
1. Pokud f(n) = O(n'°9® -€) pro néjakou konstantu e > 0,
pak T(n) = O(n'°% @),
2. Pokud f(n) = ©(n'°9,®), pak T(n) = ©(n'°9,® . log,(n)).
3. Pokud f(n) = Q(n'°% (@ *€) pro néjakou konstantu e > 0,
a pokud a-f(n/b) < c-f(n) pro pro néjake c< 1
a pro vSechna dostatecné velka n, pak
T(n) = ©(i(n)).
\_ 4
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a N
( Komentare k podminkam véty )

1. Pokud f(n) = O(n'°9:s@ -€) pro néjakou konstantu e > 0, pak
T(n) = O(n'o9,@),

/ Podminka 1. tikd, Ze f(n) musi rdst polynomidlné pomaleji
/ nez funkce n'ogya)

/

3. Pokud f(n) = Q(nl°9,@ *€) pro néjakou konstantu e > 0,
a pokud a-f(n/b) < c-f(n) pro pro ngjaké c <1
a pro vSechna dostatecne velka n, pak

T(n) = 6(i(n)).

/ Podminka 3. fika, Ze f(n) musi rlist polynomialné rychleji
/ neZ funkce nlo8 ()

/
\_ /
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4 )

1. Pokud f(n) = O(n'°9s® -€) pro néjakou konstantu e > 0, pak
T(n) = O(n'°9,®).

- 5
- N\
| PFiklad. ]
[ T(n)= 9T(n/3) +n } a=9 b=3,fn)=n.
Plati nlog @) = nlog;® =@(n?)

f(n) = 0(nlcg)-2) kdee =1

{ Celkem tedy T(n) = ®(n?) }

= /

B6B36DSA, 2020, Lekce 3, 76/80



-

3. Pokud f(n) = Q(nl°9,@ *€) pro néjakou konstantu e > 0,
a pokud a-f(n/b) < c-f(n) pro pro néjaké c <1 a pro
vsechna dostatecné velka n, pak

. T(n) = B(i(n)).

Priklad. ]

[ T(n) = 2T(n/2) + n-log,(n) } a=2,b=2,f(n) =nlog,(n).

\

Plati n|0g b(a) = N
f(n) = n-log,(n) roste asymptoticky rychleji nez nog & = n.

Pozor, neroste ale polynomidlné rychleji. Pomér n-log,(n) / n = log,(n) roste pomaleji
nez kazda rostouci polynomialni funkce.

n-log2(n) ¢ Q(n'*¢) pro kazdé kladné e. Pfedpoklad 3. neni spInén.

)
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Rovnice T(n)= aT(n/b) + f(n) odpovida rekurzivnimu algoritmu, ktery déli
problém o velikosti n na a ¢asti o velikosti n/b a na déleni a zpétné
kombinovani vysledku potrebuje f(n) ¢asu.

Ve véech 3 pfipadech se f(n) srovnava s 121925 @ a fedeni je dano vétdim

Z nich:

logy a

— f(n) je polynomialné mensi nez n ktera se nakonec prosadi.

— Obé funkce jsou stejného radu a proto vysledkem je:
O(f(n)logn) = O(n'°& 2 logn)

— Opak pripadu (1) - f(n) je polynomialné vétsi nez n!

Y8 % prosadi se f.

Tyto 3 pripady nepokryvaji vSechny moznosti.

Pokud je rozdil mezi funkcemi mensi nez polynomialni, nelze tuto metodu
pouzit!!!

Napf. rovnice t(n) =2t(n/2) + n log n neni mistrovskou metodou fesitelna.

B6B36DSA, 2020, Lekce 3, 78/80



Datové struktury a algoritmy

Priklad: MERGE-SORT

e Rovnice: T(n)=2T(n/2)+n
a=2
b=2
f(n)=n=n'92=0(n)

e Jedna se tedy o pripad, kdy jsou funkce stejného radu a dle
mistrovskeée vety plati:

O(f(n)logn) = O(n'*% 2 logn)

T(n) =0(nlgn)
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Datové struktury a algoritmy

The End
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