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6.1

(a) Muzeme vyraz tfeba rozndsobit a uvidime, ze je to polynom ve dvou proménnych, x a y, monom nejvyssiho stupné je
tieba 3, proto je stupeii polynomu 3. Polynom obsahuje i monomy jiného stupné nez 3, napiiklad élen z, proto neni
homogenni.

(b) Zde muzeme funkei prepsat jako f(x) = z1a1 + 2202 + - - - + Zpan, kde x; jsou nezndmé a a; zndmé. Je to tedy soucet
n monomu stupné 1, proto je to homogenni polynom.

(¢) Zde piepiseme na f(x) = \/x% + a3+ + a2, coz pro n # 1 ziejmé nenf polynom. Pron = 1 by nds mohlo napadnou,
7e Va2 = x, jenZe to neni pravda a V2 = |z|, proto f neni polynom.

(d) Nejprve si véimneme, ze Ax + b je vektor, jehoz kazda slozka je polynom. Jeho i-td slozka je totiz a?:c + b;, kde a;
je i-ty Fadek matice A. To je polynom, protoze je to soucet konstanty (polynomu) a polynomu (podle (b)). Druhd
mocnina normy vektoru je soucet druhych mocnin slozek vektoru. Druhd mocnina polynomu je polynom, soucet
polynomt je polynom, takze f je polynom v x, coz je n proménnych. V obecném piipadé neni homogenni (protipiiklad:
|z 4+ 1|? = 22 4+ 22 + 1). Jeho stupei je 2. Jedn4 se totiz o soucet druhych mocnin polynomi prvniho stupné.

(e) Podobné jako v (b). PrepiSeme f(x) = z1y1 + X2y2 + - -+ + TnYn, coZ je soucet monomu druhého stupné, jednd se tedy
o homogenni polynom stupné 2. Proménnych je 2n.

(f) Po piepisu maticového ndsobeni f(X) =aTXb =", Z?:1 a;X;;b; vidime, ze se jednd o sou¢et monomu prvnfho
stupné, f je tedy homogenni polynom prvniho stupné a poéet proménnych je jako prvki matice X, tedy n2.

(g) Z definice determinantu je f soucet monomu, n-tého stupné. Jednd se tedy o homogenni polynom tohoto stupné.

Proménnych je n?.

6.2

Zde si nejprve pfipomeneme co to je vlastni vektor néjaké matice. Jedna se o netrividlni vektor, ktery neméni smér po
vynasobeni matici. Pouze se vyndsobi néjakym skaldrem. Tento skaldr se nazyvéa vlastni ¢islo. Tuto vlastnost muzeme
zaznamenat takto, Av = \v.

V nasem piipadé je to soustava rovnic:

v + 2v9 = Avy
—V1 — 3’U2 = )\1}2

Kterou uz muzeme fesit. Napitklad si muzeme fici, ze bud v = (0,t) (coz vidime Ze nefunguje), nebo bude existovat
feseni{ v = (1, x) pro néjakd x a Fesit tu soustavu. Toto muze byt rychlé pro néjaké specidlni matice, tieba 2 x 2, ale obecné
tento postup neskaluje. Proto je lepsi vySe zminény vztah jesté prepsat:

Av = \v
Av = \Ev
(A= XE)v=0

Z tehoz vidime, ze (A — AE) m4 netrividlni nulovy prostor, je tedy singuldrni a proto méd nulovy determinant. Charak-
teristicky polynom této matice je
1T-=X(-3-X)+2

a snadno najedeme jeho kofeny, kdy je ta matice singularni

Mo =-1+V2



Kdyz zname vlastni ¢isla, je trividlni dopocitat vlastni vektory.

A=-1+V2 = v= (12?@>

V matlabu je na hleddn{ vlastnich éisel a vektorii funkce eig !

6.4

1. Charakteristicky polynom nulové matice je (—A)™ a proto n-ndsobné vlastni ¢islo je 0.
2. Pro jednotkovou matici je chrakteristicky polynom (1 — A)", tedy vlastn{ ¢islo (opét n-ndsobné) je 1.

3. Pro diagonalni i trojuhelnikovou matici je determinant soucin prvku na diagondle, ozna¢me je a;, pak je charakteristicky
polynom [[", (a; — A), takze vlastn{ ¢fsla jsou prvky na diagonale.

6.7

Zde nejprve uhodneme vlastni ¢isla nésledujici matice (nebo spoéitdme jako v minulém cvicen{), protoze u malych symet-
rickych matic se hadaji dobte.

Je vidét, ze pokud k diagonale pticteme 1, jsou oba Ffadky matice stejné, matice je proto singularni. Podobné kdyz odecteme
3, bude soucet Fddku 0 a matice je opét singularni. Jedno vlastni ¢islo je 3, druhé —1 a je to tedy indefinitni matice.

Pii feseni pomoci hlavnich minoru (pro obé matice) vidime, ze jsou matice reguldrni, proto pokud je néjak semidefinitni,
tak je i definitni, proto ndm stac¢i vudéif hlavni minory (VHM). Pfipomerime, ze VHM je determinant matice, kterd je tvorena
prvnimi nékolika sloupci a fadky matice. Divame se tedy na determinanty ¢tvercovych podmatic vlevo nahote.

Pro vyse uvedenou matici A je jeden VHM 1 a druhy —3, proto neni positivné definitni, neni ani negativné definitni,

protoze —A ma VHM —1 a -3, takZe ani tato matice neni positivné definitni, A je tedy indefinitni.

1
B=|0
0

_ o O
O = O

Tato matice je opét regularni a druhy VHM je 0, proto matice neni ani positivné definitni, ani negativné definitni, takze je
opét indefinitni.

6.8

Stacf se divat na diagondlni prvky, jeden je kladny a druhy zdporny, proto pro vektor & = (t,0) je *T AzT = 2, podobné
pro z = (0,t), T AzT = —4t%. 7Z téchto diivodii neplatf prvnf a druhé tvrzenf a snadno domyslime, Ze neplati ani tvrzen{
treti, protoze v bodé = 0 je funkéni hodnota 0, ale libovolné blizko tohoto bodu umime najit jak kladnou, tak zapornou
hodnotu funkce a proto tu nemuze byt extrém.

Kdybychom chtéli pouzit vlastni ¢isla pro feSeni této tilohy, museli bychom matici prvné symetrizovat a poté az pocitat
vlastni ¢isla a urcovat definitnost matice.

6.9

(a)
3 1
(b) Vsimneme si, Ze matice A je positivné definitni, jeji vrstevnice jsou tedy elipsy a pro nédsledujici ivahu se budeme tvarit,
Ze se jednd o elipsu (k tomu nds nabddaji i dalsi body). Tato elipsa nemd rovnobézné osy se osami z,y a my hleddme

ortogondlni matici U, kterd transformuje souradnice tak, ze elipsa bude mit osy rovnobézné s osami u,v. Ortogonalni
matice je rota¢ni matice slozend s pripadnym zrcadlenim, takze chceme tuto elipsu rotovat tak, aby se jeji osy shodovaly

Lhttps://www.mathworks.com/help/matlab/ref/eig.html



s osami soufadného systému. Tato tivaha nam napovi, ze budou existovat pravé 4 takové rotacni matice. Kazdou z
nich muzeme spojit se zrcadlenim (prohozenim pofadi os). takze bude existovay 8 matic U vyhovujici zadéni.

Nazvéme A diagonalni matici majici na diagonéle hledand é&isla a,b a necht u = (u,v), pak hleddme ortogonaln{
matici U aby platilo 2T Az = uTAu = 2TUT AUz, coz ndm (ne ndhodou) piipomene spektralni rozklad matice A.
Uvédomme si ted vyznam spektralniho rozkladu matice kvadratické formy. matice tvofena vlastnimi vektory je rotacni
matice?, kterd ndm néjak zrotuje prostor, aby vyslednd kvadratickd forma méla osy rovnobézné se souradnymi osami a
proto je mozné ji popsat pouze diagonalni matici urcujici ”chovani” této funkce v jednotlivych smérech.

Vratme se jesté k nejednoznacnosti U. Je to dano tim, Ze pofadi vlastnich vektoru pti spektralnim rozkladu neni (v
matematice) definované, to jsou 2 moznosti pro volbu U. Poté muzeme a nemusime kazddy vlastni vektory tvoiici U
vynasobit —1, coz déla dohromady 8 moznosti.

Mozny vysledek je titebaa =2 b=4, U = %(‘11 %)
(¢) Jedn4 se o elipsu, kterd ma rovnobézné osy se souradnymi osami.

(d) Jedn4 se o elipsu, jejiz delsi poloosa je ¢dst piimky y = —z.

6.13, 6.25

ve skriptech

2Mizou se jesté ”permutovat osy”, ale to neni pro geometricky vhled podstatné



