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Množina p̌ŕıpustných řešeńı v úloze LP

Úloha LP

Minimalizuj cTx

za podḿınek Ax ≥ b

• Soustava lineárńıch nerovnic určuje p̌ŕıpustná řešeńı

• Množina

{x ∈ Rn | Ax ≥ b}

se nazývá konvexńı polyedr
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Teorie konvexńıch polyedr̊u

X := {x ∈ Rn | Ax ≥ b}

• Množina p̌ŕıpustných řešeńı X v úloze LP má na rozd́ıl od

jiných optimalizačńıch úloh výpočetně efektivńı popis

• Geometrická struktura konvexńıho polyedru X je zachycena

algebraickými podḿınkami na matici A a vektor b

Základńı otázka

V jakých bodech množiny X se může nacházet řešeńı úlohy LP?
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Teorie konvexńıch množin

• Konvexńı množina

• Konvexńı kombinace

• Konvexńı obal

• Pr̊unik konvexńıch množin je konvexńı množina

Speciálńı p̌ŕıpady lineárńı kombinace α1x1 + · · ·+ αkxk

• konvexńı

• afinńı

• nezáporná
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Elementárńı konvexńı množiny

Pomoćı uzav̌renosti na speciálńı lineárńı kombinace definujeme

• konvexńı množinu

• afinńı podprostor

• konvexńı kužel

Dále lze definovat odpov́ıdaj́ıćı druhy obal̊u zadaných vektor̊u.

4



Konvexńı polyedry

Př́ıklady konvexńıch polyedr̊u

• Uzav̌rený poloprostor {x ∈ Rn | aTx ≥ b}, kde a 6= 0

• Nadrovina {x ∈ Rn | aTx = b}, kde a 6= 0

• Afinńı podprostor {x ∈ Rn | Ax = b}
• Hyperkrychle {x ∈ Rn | ‖x‖∞ ≤ 1}

• Standardńı simplex

{
x ∈ Rn |

n∑
i=1

xi = 1, x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0

}

Dimenze konvexńıho polyedru je dimenze jeho afinńıho obalu.
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Extremálńı body

Definice

Nechť X je konvexńı množina. Bod x ∈ X je extremálńı, pokud

x1, x2 ∈ X , x = 1
2 (x1 + x2) ⇒ x1 = x2.

• Konvexńı množina nemuśı ḿıt žádný extremálńı bod

• Nalézt extremálńı body konvexńı množiny je kĺıčová úloha

• Extremálńı body konvexńıho polyedru maj́ı p̌rehledný popis
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Extremálńı body polyedru

• X = {x ∈ Rn | Ax ≥ b}, kde A ∈ Rm×n a b ∈ Rm

• Vyberme neprázdnou množinu index̊u I ⊆ {1, . . . ,m}
a označme odpov́ıdaj́ıćı matici AI a vektor bI

Věta

Nechť x ∈ X . Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. Bod x je extremálńı.

2. Existuje I ⊆ {1, . . . ,m} tak, že AIx = bI a matice AI má

lineárně nezávislé sloupce.
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Jak generovat extremálńı body polyedru?

Nab́ıźı se následuj́ıćı p̌ŕımočarý a neefektivńı postup.

Algoritmus

• Vygeneruj množinu I ⊆ {1, . . . ,m}
• Vy̌reš soustavu AIx = bI

• Existuje-li jediné řešeńı x a Ax ≥ b, pak je x extremálńı bod

Problém

Počet extremálńıch bodů některých polyedr̊u je exponenciálńı v m.
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Opěrná nadrovina

Opěrná nadrovina konvexńı množiny X ⊆ Rn je nadrovina

H = {x ∈ Rn | aTx = b}

taková, že

1. X ∩ H 6= ∅,
2. aTx ≥ b pro všechna x ∈ X .

X

H

X ∩H

X
H

X ∩H
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Stěny polyedru

Definice

Je-li H opěrná nadrovina polyedru X , pak množina X ∩ H se

nazývá stěna polyedru.

• Vrchol je stěna dimenze 0

• Hrana je stěna dimenze 1

• Faseta je stěna dimenze dimX − 1

Bod x ∈ X je vrchol, právě když je to extremálńı bod.
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Kdy má polyedr extremálńı bod?

Věta

Nechť X 6= ∅ je konvexńı polyedr. Tato tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

1. Polyedr X má alespoň jeden extremálńı bod.

2. Polyedr X neobsahuje p̌ŕımku.

Př́ıklady

• omezený konvexńı polyedr

• {x ∈ Rn | Ax ≥ b, x ≥ 0}
• {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0}
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Kde může ḿıt lineárńı funkce na polyedru minimum?

Věta

Nechť X je konvexńı polyedr neobsahuj́ıćı p̌ŕımku a lineárńı

funkce f (x) = cTx má na X minimum. Potom existuje

extremálńı bod, v němž f nabývá minima.

• Označme x∗ ∈ X bod minima

• Pak H := {x ∈ Rn | cTx = cTx∗} je opěrná nadrovina

polyedru X v bodě x∗

• Tud́ıž f nabývá minima na celé stěně X ∩ H

• X ∩ H neobsahuje p̌ŕımku, tedy má extremálńı bod
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Co z toho plyne pro řešeńı úlohy LP?

Úlohu LP

min{cTx | Ax ≥ b︸ ︷︷ ︸
X

}

nyńı uḿıme vy̌rešit, pokud

• polyedr X neobsahuje p̌ŕımku

• funkce f (x) = cTx má na X minimum

• uḿıme efektivně procházet extremálńı body poyledru X

Simplexová metoda řeš́ı úlohu LP v plné obecnosti.
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