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Mnozina pFipustnych FeSeni v tloze LP

Uloha LP

Minimalizuj ¢'x

za podminek Ax > b

e Soustava linedrnich nerovnic uréuje p¥ipustna feseni

e MnoZina
{x e R" | Ax > b}

se nazyva



Teorie konvexnich polyedri

X ={xeR"| Ax > b}

e MnoZina pFipustnych ¥eSeni X v tloze LP ma na rozdil od
jinych optimaliza¢nich dloh vypoletné efektivni popis

e Geometricka struktura konvexniho polyedru X je zachycena
algebraickymi podminkami na matici A a vektor b

Zakladni otazka

V jakych bodech mnoZiny X se miZe nachazet ¥eSeni tlohy LP?



Teorie konvexnich mnozin

e Konvexni mnoZina

Konvexni kombinace

Konvexni obal

Prinik konvexnich mnoZin je konvexni mnoZina

Specialni pfipady linearni kombinace a1x; + - - - + Xk

e konvexni
e afinni

e nezaporna



Elementarni konvexni mnoziny

Pomoci uzavfenosti na specidlni linedrni kombinace definujeme

e konvexni mnoZzinu
e afinni podprostor

e konvexni kuZel

Daéle Ize definovat odpovidajici druhy obalii zadanych vektord.



Konvexni polyedry

Ptiklady konvexnich polyedra

. {xeR"|a"x > b}, kde a # 0
Nadrovina {x € R" | a'x = b}, kde a # 0

Afinni podprostor {x € R" | Ax = b}

Hyperkrychle {x € R" | ||x]|cc < 1}

n
Standardni simplex {x ER"| Y xi=1,x>0,...,x, > O}
i=1

1=

konvexniho polyedru je dimenze jeho afinniho obalu.



Extremalni body

Definice
Necht X je konvexni mnoZina. Bod x € X je , pokud
X1,%Xp € X, x:%(x1+x2) = X1 = Xo.

e Konvexni mnozina nemusi mit Zadny extremdlni bod
e Nalézt extremalni body konvexni mnoZiny je kli¢ova uloha

e Extremdlni body konvexniho polyedru maji ptehledny popis



Extremalni body polyedru

e X ={xcR"|Ax > b}, kde A€ R"*" a b c R™

e Vyberme neprazdnou mnozinu indexti | C {1,..., m}
a ozna¢me odpovidajici matici A; a vektor by

Véta
Necht x € X. N&sledujici tvrzeni jsou ekvivalentn:

1. Bod x je extremalni.

2. Existuje I C {1,..., m} tak, Ze A;jx = b; a matice A; md

linedrné nezavislé sloupce.



Jak generovat extremalni body polyedru?

Nabizi se ndsledujici pfimodary a neefektivni postup.
Algoritmus

e Vygeneruj mnoZinu [ C {1,..., m}

e \/yFe$ soustavu A;x = by

e Existuje-li jediné YeSeni x a Ax > b, pak je x extremalni bod

Problém

Pocet extremalnich bodi nékterych polyedri je exponencialni v m.



Opérna nadrovina

konvexni mnoziny X C R" je nadrovina
H={xcR"|a'x=b}
takova, Ze

1. XNH#D,
2. a'x > b pro viechna x € X.

XNH



Stény polyedru

Definice

Je-li H opérna nadrovina polyedru X, pak mnoZina X N H se

nazyva polyedru.
° je sténa dimenze 0
° je sténa dimenze 1
° je sténa dimenze dim X — 1

Bod x € X je vrchol, pravé kdyzZ je to extremalni bod.
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Kdy ma polyedr extremalni bod?

Véta

Necht X # () je konvexni polyedr. Tato tvrzeni jsou ekvivalentni.

1. Polyedr X ma alespon jeden extremalni bod.

2. Polyedr X neobsahuje p¥imku.

Ptiklady

e omezeny konvexni polyedr
e {xeR"|Ax>b, x>0}
e {xeR"|Ax=Db, x> 0}
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Kde miaze mit linearni funkce na polyedru minimum?

Véta

Necht X je konvexni polyedr neobsahujici p¥imku a linedrni
funkce f(x) = c¢"x ma na X minimum. Potom existuje
extremalni bod, v némz f nabyva minima.

Oznaéme x* € X bod minima

Pak H = {x € R" | ¢"x = c"x*} je op&rn4 nadrovina

polyedru X v bodé x*

TudiZ f nabyvd minima na celé sténé& X N H

e X N H neobsahuje p¥imku, tedy ma extremalni bod
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Co z toho plyne pro feseni tlohy LP?

Ulohu LP
min{c'x | Ax > b}
——

X

nyni umime vyf¥esit, pokud

e polyedr X neobsahuje pfimku
e funkce f(x) = c'x ma na X minimum

e umime efektivné prochidzet extremalni body poyledru X
Simplexova metoda ¥esi tlohu LP v plné obecnosti.
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