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Funkce f : Rn → R

• Graf funkce f je množina {(x, f (x)) ∈ Rn+1 | x ∈ Rn}.
• Vrstevnice funkce f výšky y je množina {x ∈ Rn | f (x) = y}.

Př́ıklady funkćı f (x1, x2)
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Zobrazeńı f : Rn → Rm

Př́ıklady

• Afinńı zobrazeńı f(x) = Ax + b, kde A ∈ Rm×n a b ∈ Rm

• Vektorové pole R3 → R3

• Parametrizace toru

f(u, v) = ((R + r cos v) cos u, (R + r cos v) sin u, r sin v)
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Spojitost zobrazeńı f : Rn → Rm v bodě x ∈ Rn

• Definice pomoćı limity

• Spojitost se zachovává skládáńım funkćı, což vede na

prakticky použitelnou postačuj́ıćı podḿınku

sin(x + y2)

x + y2

x y2

y
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Derivace funkce f : R→ R

Funkce f je diferencovatelná v bodě x , pokud existuje a ∈ R
takové, že

lim
y→x

f (y)− f (x)− a(y − x)

y − x
= 0.

Č́ıslo a ∈ R je derivace funkce f a ṕı̌seme f ′(x) := a.

f(x)

x y

f(y)

g(y) = f(x) + f ′(x)(y − x)
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Derivace zobrazeńı f : Rn → Rm

Definice

Zobrazeńı f je diferencovatelné v bodě x, pokud existuje matice

A ∈ Rm×n taková, že

lim
y→x

f(y)− f(x)− A(y − x)

‖y − x‖ = 0.

V okoĺı bodu x aproximujeme zobrazeńı f afinńım zobrazeńım

g(y) := f(x) + A(y − x).

Matice A se nazývá derivace a ṕı̌seme f ′(x) := A.
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Existence derivace zobrazeńı f : Rn → Rm

Existuje-li derivace zobrazeńı f = (f1, . . . , fm) v bodě x ∈ Rn, plat́ı

f ′(x) =


∂f1(x)
∂x1

. . . ∂f1(x)
∂xn

...
. . .

...
∂fm(x)
∂x1

. . . ∂fm(x)
∂xn

 ∈ Rm×n .

Speciálńı p̌ŕıpady f : Rn → R a g : R→ Rm

f ′(x) =
[
∂f (x)
∂x1

. . . ∂f (x)
∂xn

]
a g′(x) =

[
g ′1(x) . . . g ′m(x)

]T

Věta

Existuj́ı-li v bodě x všechny parciálńı derivace ∂fi (x)
∂xj

a funkce ∂fi
∂xj

jsou v bodě x spojité, potom má f derivaci.
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Řet́ızkové pravidlo

Věta o derivaci složeného zobrazeńı

Pro diferencovatelná zobrazeńı

Rn Rm Rlf

h:=g◦f

g

plat́ı

h′(x) = g′(f(x))f ′(x).
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Směrová derivace

Směrová derivace zobrazeńı f : Rn → Rm v bodě x ∈ Rn ve směru

v ∈ Rn je vektor

lim
α→0

f(x + αv)− f(x)

α
∈ Rm .

3 2 1 fx vx+ �v
Tvrzeńı

Je-li zobrazeńı f v bodě x diferencovatelné, pak jeho směrová

derivace v bodě x ve směru v je rovna f ′(x)v.
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Gradient

Gradient funkce f : Rn → R je

∇f (x) := f ′(x)T =


∂f (x)
∂x1
...

∂f (x)
∂xn

 .

O čem vypov́ıdá gradient funkce f v bodě x?

Směrová derivace f ′(x)v = ∇f (x)Tv je

• maximálńı ve směru v = ∇f (x)
‖∇f (x)‖ a

• nulová ve směru v ⊥ ∇f (x).
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Parciálńı derivace druhého řádu

Věta

Nechť f : Rn → R a x ∈ Rn. Jestliže druhé parciálńı derivace

∂2f (x)

∂xi∂xj
,

∂2f (x)

∂xj∂xi

v bodě x existuj́ı a jsou v bodě x spojité, potom jsou si rovny.

Hessova matice je

f ′′(x) =


∂2f (x)
∂x1∂x1

. . . ∂2f (x)
∂x1∂xn

...
. . .

...
∂2f (x)
∂xn∂x1

. . . ∂2f (x)
∂xn∂xn

 ∈ Rn×n .
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Taylor̊uv polynom pro funkci f : Rn → R

Hledáme polynom k-tého stupně Tk : Rn → R, který má v bodě x

všechny parciálńı derivace až do řádu k stejné jako funkce f .

x

T1(y)T2(y)

f(y)
T0(y)

Taylorovy polynomy v bodě x do stupně dva

T0(y) = f (x)

T1(y) = f (x) + f ′(x)(y − x)

T2(y) = f (x) + f ′(x)(y − x) + 1
2 (y − x)Tf ′′(x)(y − x)
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Vniťrek a hranice množiny

Nechť X ⊆ Rn. Bod x ∈ Rn je jej́ı

• vniťrńı bod, pokud existuje ε > 0 takové, že Bε(x) ⊆ X ,

• hraničńı bod, pokud pro každé ε > 0 je Bε(x) ∩ X 6= ∅
a Bε(x) ∩ (Rn \X ) 6= ∅.

Které body jsou vniťrńı a které hraničńı?

X = {(x , y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1, y > 0} ∪ {(1, 1)}

x

y

c

0

(1, 1)

a

b
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Extrémy funkce na množině

Funkce f : Rn → R nabývá na množině X ⊆ Rn v bodě x ∈ X

• minima, pokud f (x) ≤ f (x′) pro všechna x′ ∈ X ,

• lokálńıho minima, pokud existuje ε > 0 tak, že f (x) ≤ f (x′)

pro všechna x′ ∈ X ∩ Bε(x).

(Lokálńı) minimum v bodě x je

• volné, pokud x je vniťrńım bodem množiny X ,

• vázané, pokud x je hraničńım bodem množiny X .
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Extrémy funkce na množině – p̌ŕıklady

a b c d fe

fX

x∗

x

3

1
2

Bε(x) ∩X

Bε(x)
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Podḿınka prvńıho řádu

Věta

Nechť X ⊆ Rn, x ∈ X je vniťrńı bod množiny X a f : Rn → R je

diferencovatelná v x. Je-li x lokálńı extrém funkce f na X , plat́ı

f ′(x) = 0.

Stacionárńı bod x ∈ Rn funkce f : Rn → R splňuje f ′(x) = 0.
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Podḿınky druhého řádu

Věta

Nechť X ⊆ Rn, x ∈ X je vniťrńı bod množiny X a f : Rn → R je

dvakrát diferencovatelná v x. Je-li x stacionárńı bod, plat́ı:

• Pokud je x lokálńı minimum, pak je Hessova matice f ′′(x)

pozitivně semidefinitńı.

• Pokud je f ′′(x) pozitivně definitńı, pak je x ostré lokálńı

minimum.

• Pokud je f ′′(x) indefinitńı, pak x neńı lokálńı extrém.

Sedlový bod x ∈ Rn funkce f : Rn → R je stacionárńı bod takový,

že f ′′(x) je indefinitńı.
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