
Optimalizace

Aplikace spektrálńıho rozkladu
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Motivace – redukce dimenze

• Nalevo jsou zobrazeny původńı datové vektory

• Napravo jsou jejich redukované obrazy v prostoru dimenze 2
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Proložeńı bod̊u podprostorem

Úloha

K bodům a1, . . . , am ∈ Rn hledáme lineárńı podprostor rng Y

dimenze k ≤ n minimalizuj́ıćı součet čtverc̊u vzdálenost́ı.

a4
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a2

a1
b3

b2

b4
‖a1 − b1‖ = ‖XTa1‖

rngY = (rngX)⊥ = null(XT )
rngX = (rngY)⊥ = null(YT )

b1 = YYTa1 = (I−XXT )a1

Hledáme X ∈ Rn×(n−k) s ortonormálńımi sloupci minimalizuj́ıćı

‖XTa1‖2 + · · ·+ ‖XTam‖2.
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Stopa matice

Stopa čtvercové matice A ∈ Rn×n je č́ıslo

tr A = a11 + · · ·+ ann.

Vlastnosti

1. tr(A + B) = tr A + tr B

2. tr(αA) = α tr A

3. tr(AT) = tr A

4. tr(AB) = tr(BA) pro každé A ∈ Rm×n a B ∈ Rn×m
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Stopy některých matic

Ortogonálńı projektor

Nechť U ∈ Rn×k je matice s ortonormálńımi sloupci. Ortogonálńı

projektor P := UUT na podprostor rng U dimenze k má stopu

tr P = k .
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Stopy některých matic

Gramova matice

Datové vektory a1, . . . , am ∈ Rn uspǒrádejme do řádk̊u matice

A :=
[
a1 · · · am

]T
∈ Rm×n .

Stopa matice AAT je

tr(AAT) = ‖a1‖2 + · · ·+ ‖am‖2.

5



Norma matice

Frobeniova norma matice A ∈ Rm×n je

‖A‖ :=
√

tr(AAT) =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

a2
ij .

Vzdálenost matic A,B ∈ Rm×n je

‖A− B‖.
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Úloha na nejmenš́ı stopu

Věta

Nechť A ∈ Rn×n je symetrická s vlastńımi č́ısly λ1 ≤ · · · ≤ λn.

Pro libovolné k ≤ n plat́ı

min {tr(XTAX) | X ∈ Rn×k , XTX = I} = λ1 + · · ·+ λk

a minima se nabývá pro X =
[
v1 · · · vk

]
.
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Proložeńı bod̊u podprostorem jako úloha na nejmenš́ı stopu

V původńı motivačńı úloze pro zadané a1, . . . , am ∈ Rn hledáme

X ∈ Rn×(n−k) s ortonormálńımi sloupci minimalizuj́ıćı

‖XTa1‖2 + · · ·+ ‖XTam‖2.

Úloha

Pro matici A :=
[
a1 · · · am

]T
∈ Rm×n hledej

min {‖AX‖2 | X ∈ Rn×(n−k), XTX = I}.
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Proložeńı bod̊u podprostorem – řešeńı

Úloha

min {tr(XTATAX) | X ∈ Rn×(n−k), XTX = I}

1. Pro matici ATA ∈ Rn×n spoč́ıtáme spektrálńı rozklad VΛVT

a p̌redpokládáme λ1 ≤ · · · ≤ λn
2. Označ́ıme V = [v1 · · · vn−k︸ ︷︷ ︸

X∗

vn−k+1 · · · vn︸ ︷︷ ︸
Y∗

]

3. Ortonormálńı bázi hledaného podprostoru dimenze k

nalezneme ve sloupćıch matice Y∗ ∈ Rn×k
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Nejbližš́ı matice nižš́ı hodnosti

Proložeńı bod̊u podprostorem – ekvivalentńı formulace

Pro zadané a1, . . . , am ∈ Rn hledáme b1, . . . ,bm ∈ Rn lež́ıćı

v podprostoru dimenze k ≤ n a minimalizuj́ıćı

‖a1 − b1‖2 + · · ·+ ‖am − bm‖2.

A :=
[
a1 · · · am

]T
B :=

[
b1 · · ·bm

]T

Low rank approximation

min {‖A− B‖2 | B ∈ Rm×n, rank B ≤ k}
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Nejbližš́ı matice nižš́ı hodnosti – řešeńı

Nejbližš́ı matice nižš́ı hodnosti

min {‖A− B‖2 | B ∈ Rm×n, rank B ≤ k}

a4
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a1
b3

b2

b4
‖a1 − b1‖ = ‖XTa1‖

rngY = (rngX)⊥ = null(XT )
rngX = (rngY)⊥ = null(YT )

b1 = YYTa1 = (I−XXT )a1

• Optimálńı řešeńı B∗ = AYYT = A(I− XXT)

• Optimálńı hodnota ‖A− B∗‖2 = λ1 + · · ·+ λn−k
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Prokládáme afinńım podprostorem

Tvrzeńı

Nechť a1, . . . , am ∈ Rn a k ≤ n. Afinńı podprostor dimenze k,

který minimalizuje součet čtverc̊u vzálenost́ı k bodům a1, . . . , am,

obsahuje jejich těžǐstě

a =
1

m
(a1 + · · ·+ am).

1. Zadané body posuneme tak, aby měly těžǐstě v počátku:

a1 − a, . . . , am − a

2. Posunuté body prolož́ıme lin. podprostorem Y dimenze k

3. Hledaný afinńı podprostor je Y + a
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Singulárńı rozklad matice

Věta (SVD)

Nechť A ∈ Rm×n a p := min{m, n}. Potom existuje

• diagonálńı matice S ∈ Rm×n s diagon. prvky s1, . . . , sp ≥ 0,

• ortogonálńı matice

U =
[
u1 · · ·um

]
∈ Rm×m a V =

[
v1 · · · vn

]
∈ Rn×n splňuj́ıćı

A = USVT = s1u1vT
1 + · · ·+ spupvT

p .

• Singulárńı č́ısla s1, . . . , sp

• Levé a pravé singulárńı vektory u1, . . . ,um, v1, . . . , vn
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Redukovaný SVD

A = USVT = s1u1vT
1 + · · ·+ spupvT

p , p = min{m, n}

Plný SVD

U ∈ Rm×m, S ∈ Rm×n, V ∈ Rn×n

Redukovaný SVD

U ∈ Rm×p, S ∈ Rp×p, V ∈ Rn×p
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Nejbližš́ı matice nižš́ı hodnosti pomoćı SVD

Nechť A ∈ Rm×n, p := min{m, n} a USVT je SVD matice A, kde

p̌redpokládáme s1 ≤ · · · ≤ sp.

Věta (Eckart-Young)

Řešeńım úlohy

min {‖A− B‖2 | B ∈ Rm×n, rank B ≤ k}

je matice B∗ := US′VT, kde matice S′ se źıská z matice S

vynulováńım prvk̊u s1, . . . , sp−k .
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