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Motivace — redukce dimenze

e Nalevo jsou zobrazeny plvodni datové vektory

e Napravo jsou jejich redukované obrazy v prostoru dimenze 2



ProloZeni bodli podprostorem

Uloha
K bodim as,...,a, € R" hleddme linedrni podprostor rng Y
dimenze k < n minimalizujici soulet ¢tvercii vzdalenosti.

mgX = (rngY)* = null(Y7)

mgY = (mgX)+ = null(XT)

| bl = YYTa1 = (I — XXT)a1

\lar = bafl = X ay|

ai

Hleddme X € R™("=%) s ortonormalnimi sloupci minimalizujici

IXTay ||+ + [ XTan||.



Stopa matice

¢tvercové matice A € R"*" je &islo

trA=aj1+ -+ ann.

Vlastnosti
1. tr(A+B)=trA+1trB

2. tr(aA) = atrA

3. tr(AT) =trA

4. tr(AB) = tr(BA) pro kazdé A € R™*" a B € R™"™



Stopy nékterych matic

Ortogonalni projektor

Nechf U € R"*¥ je matice s ortonormalnimi sloupci. Ortogonalni
projektor P := UUT na podprostor rng U dimenze k ma stopu
) g P

trP = k.



Stopy nékterych matic

Gramova matice

Datové vektory as,...,am € R” usporadejme do ¥adka matice
T
A= {a1-~am} e R™",
Stopa matice AAT je

tr(AAT) = flag® + - + [lam||*.



Norma matice

Frobeniova norma matice A € R™*" je

|A| = 1\/tr(AAT) =

Vzdalenost matic A,B € R™*" je

IA - B].



Uloha na nejmensi stopu

Véta

Necht A € R"™" je symetrickd s vlastnimi &isly Ay < --- < \,,.
Pro libovolné k < n plati

min {tr(XTAX) | X € R  XTX =1} = Ay + - + A¢

a minima se nabyva pro X = [vl - -vk]



ProloZeni bodti podprostorem jako tloha na nejmensi stopu

V pivodni motiva&ni dloze pro zadané ai,...,a, € R" hleddme
X € R™("=k) s ortonormalnimi sloupci minimalizujici

IXTay ||+ + [ XTan||.

Uloha

-
Pro matici A = [al . -am] € R™*" hledej

min {|AX|]? | X € R™ (=K XTX =1}.



ProloZeni bodi podprostorem — feSeni

Uloha

min {tr(XTATAX) | X € R™ (=K XTX =1}

1. Pro matici € R™" spotitame spektrélni rozklad VAVT
a predpokldddme \; < --- < A\,

2. Oznatime V = [v1 -V, xVy i1 V)

X* Y*
3. Ortonormalni bazi hledaného podprostoru dimenze k
nalezneme ve sloupcich matice Y* € R™*k



NejbliZsi matice nizsi hodnosti

ProloZeni bodii podprostorem — ekvivalentni formulace
Pro zadané ay,...,a, € R" hleddme by,...,b, € R" lezZici
v podprostoru dimenze k < n a minimalizujici

las = by® + - + [lam — bul|*.

A= [al---am}T = [bl---bmr

Low rank approximation

min {|A — B||? | B € R™", rank B < k}
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NejbliZsi matice nizsi hodnosti

Nejblizsi matice nizsi hodnosti

min {|A — B||? | B € R™", rank B < k}

mg X = (g Y)* = null(Y7)

mgY = (g X)+ = null(X7)

' b1 = YYTa1 = (I — XXT)a1
by lar = bl = [XTay|

al

e Optimalni Yegeni B* = AYYT = A(l — XXT)
e OptimalIni hodnota ||[A — B*||2 = A1+ --- + Ak
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Prokladame afinnim podprostorem

Tvrzeni

Necht ai,...,a, € R” a kK < n. Afinni podprostor dimenze k,
ktery minimalizuje soucet ¢tverch vzélenosti k boddim ay, ..., an,
obsahuje jejich

1
a1+ -+ am).

a=(

1. Zadané body posuneme tak, aby mély tézisté v poéatku:

a;—a,...,ap—a

2. Posunuté body prolozime lin. podprostorem Y dimenze k

3. Hledany afinni podprostor je Y +a
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Singularni rozklad matice

Véta (SVD)
Necht A € R™*" a p := min{m, n}. Potom existuje

e diagondlni matice S € R™*" s diagon. prvky si,...,s, >0,

e ortogondlni matice
U= [ul . --um] cR™M 3V = [vl . --v,,} € R™" spliiujici
A=USV' = slule + 4 spupv;.

° S1,--+5,5p

e Levé a pravé Ui,...,Up, Vi,...,V,
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Redukovany SVD

A=USV' =suv] +--- + spupv;—, = min{m, n}

Plny SVD
U G Rme s e RITIXH V 6 Ran

Redukovany SVD
UecR™P S eR>* VeR™
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Nejblizsi matice nizsi hodnosti pomoci SVD

Necht A € R™*" p:=min{m, n} a USVT je SVD matice A, kde

predpokldddme s; < --- <'sp,.

Véta (Eckart-Young)

Regenim dlohy

min {||A — B||?> | B € R™" rank B < k}

Y

je matice B* :== US'VT, kde matice S’ se ziska z matice S
vynulovanim prvki sy, ..., 5, .

ii5)
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