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Linearita



Z3akladni koncepty a fakta

e Linearni prostor R” a linedrni podprostory X C R"
e Vektory x € R" (sloupcové!) a matice A € R™*"
e Elementarni vektorové/maticové operace

e Pojem baze a dimenze

e Hodnost matice rank A

e Linedrni zobrazeni f: R" — R™ je vyjad¥itelné jako
f(x) = Ax

pro n&jakou matici A € R™*" (v zavislosti na volb& baze!)

e Struktura FeSeni soustavy linedrnich rovnic Ax = b



Sloupcovy a fadkovy pohled na soucin Ax

Vyjad¥ime A € R™*" prostfednictvim sloupcil ay,...,an:
X1
Ax = {al...an} | =xa1 + -+ xpap
Xn
Vyjad¥ime A € R™*" prosttednictvim fadkii a],...,al:
T T
Ax=| | x=] :
T
a, a, x



Reseni soustavy linearnich rovnic Ax = b geometricky

Hledame vektor x = (x1, ..., x,) € R" spliiujici
pinuj

xia1+---+xpa, =b

Hleddme vektor x = (x1, ..., xn) € R" leZici v priniku

{xeR"|ajx=b}N---N{xER"|alx = by}



Prostor obrazii matice A € R™*"

mgA = {Ax | xeR"} CR™
Interpretace

e Obor hodnot (range, image) linedrniho zobrazeni f(x) = Ax
e MnoZina v8ech vektorl y takovych, ze Ax =y ma ¥eSeni

e Podle sloupcového pohledu na soucin Ax je to linedrni obal
sloupcti matice A

matice A je Cislo
rank A :=dimrngA.

Plati rank A = rank AT,



Nulovy prostor matice A ¢ R™*"

nullA ={xeR"|Ax=0} CR"

Interpretace

e MnoZina vektor(, které se zobrazi na nulovy vektor
e MnoZina ¥edeni soustavy linedrnich rovnic Ax = 0

e Podle fddkového pohledu na soudin Ax je null A mnozina
v8ech vektord kolmych na kazdy rddek matice A

rng A a2 null A



Existence/jednoznaénost FeSeni soustav linearnich rovnic

Pro matici A € R™*" jsou tvrzeni pod sebou ekvivalentni:

Prostor obrazu

S R

rng A =R™

Ax =y ma FeSeni Yy
rank A = m

A ma lin. nezavislé ¥adky
A ma3 pravou inverzi

AAT je regularni

Nulovy prostor

S

null A = {0}

Ax =0 Yesi jen x =10
rank A = n

A ma lin. nezavislé sloupce
A ma levou inverzi

ATA je reguldrni



Dimenze fundamentalnich maticovych podprostorii

Véta
Pro kaZdou matici A € R™*" plati

dimrng A + dim null A = n.

e ProtoZe rank A = rank AT, plati také

dimrmg AT +dimnullA = n

e Dimenze nulového prostoru popisuje miru degenerace
linedrniho zobrazeni f(x) = Ax

e Polet linedrné nezdvislych feSeni soustavy linedrnich rovnic
Ax =0 je n —rank A



Rank factorization

Rozklad matice podle hodnosti

Pro kazdou matici A € R™*" hodnosti r existuji matice
B € R™" a C e R™" spliujici

A = BC.

e Uspora paméti pro r < min{m, n}
e Rozklad neni jednoznaény

e UZitim tohoto vztahu lze dokézat, %e rank A = rank AT



Afinni podprostor

vektortl x1,...,xx € R" je

Q1X1 + -0+ o X, kde a1 + -+ a, = 1.

vektorli X1, ...,xx € R" je mnoZina

{OZ1X1+"'+Oéka‘Oé1+"‘+0ék:1, a;GR,izl,...,k}.

Definice

je mnozina Y C R"” spliiujici

k k
ag,...,ax €R, xl,...,xkeY,Zaizl = Za;x;EY.
i=1 i=1



Ptiklady afinnich podprostori

e Bod, p¥imka, rovina, nadrovina v R"

e Je-li X linedrni podprostor R"” a xg € R”, pak je mnoZina
X +x0={x+x0|xe€ X}

afinni podprostor R"

Nejobecnégjsi priklad afinniho podprostoru
Pro kazdy afinni podprostor Y # () existuje jediny linedrnf
podprostor X a néjaky vektor xg € Y spliiujici

YZX—}-XO
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Afinni podprostory a linearni soustavy

Tvrzeni

Necht Y C R". Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

1. Y je afinni podprostor.

2. Y je mnoZinou feSeni soustavy linedrnich rovnic,
Y ={x € R" | Ax = b},

pro n&jakou matici A a vektor b.
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Afinni zobrazeni

Zobrazeni f: R"” — R™ je , pokud
flaixq + -+ akxk) = arf(x1) + -+ + axf(xk)
plati pro vdechna x1,...,xx € R", a1,...,axr € R, Ef‘zl a;j = 1.

Tvrzeni

Necht f: R” — R™. Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni.

1. Zobrazeni f je afinni.

2. Existuje matice A € R™*" a vektor b € R™ tak, Ze

f(x) = Ax+b.
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Analogie

Linearni

Afinni

linedrni kombinace
linedrni obal
linedrni podprostor X
FeSeni soustavy Ax = 0
null A
linedrni zobrazeni Ax

afinni kombinace
afinni obal
afinni podprostor X + xg
feSeni soustavy Ax = b
xo + null A
afinni zobrazeni Ax + b
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Ortogonalita




Eukleidovsky prostor R”

¢ xTy =x1y1 + -+ + Xnyn
° x| = VxTx = /x2 + - + x2
. d(x,y) =[x —yl|

Definice

x,y € R” splituji x'y = 0. Piteme

x |ly.

Pro ortogondlni vektory x a y plati Pythagorova véta:
Ix + I = [Ix[I* + lly/I?
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Motivaéni uloha

Pro zadany linedrni podprostor X C R" a vektor z € R"
minimalizuj funkci d(z,x) = ||z — x|| za podminky x € X.

Reseni
e Existuje jediny vektor x minimalizujici vzdélenost

e Pro libovolné z € R" tak lze psit x := f(z), kde f: R” — R"
e Zobrazeni f je linedrni a jeho matice P ma tyto vlastnosti:

e P=P?

e P=PT

ii5)



Ortogonalita podprostori

e Vektor y € R" je ortogondlni na podprostor X C R”,
pokud y L x pro v8echna x € X. Piseme

y 1l X

e Ortogondlni podprostory X, Y C R" spliuji y L X pro
v8echna y € Y. PiSeme

XLY

e Ortogonalni doplnék podprostoru X C R" je mnoZina
Xt ={yeR"|y L X}
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Ortogonalni doplitky null A a rng A

Poviimnéme si:
null A = (rng AT)+

Tvrzeni

Pro kaZzdou matici A plati:

(null A)t = mg AT
(mgA)Lt = null AT
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Ortonormalni mnozina vektoru

vektort {uy,...,u,} spliiuje
0 i#j

u,-Tuj _ #J
1 i=j

Dulezité postfehy
e Ortonormalni mnoZina je linedrné nezdvisla

e i-t4 soufadnice vektoru x € span{u,...,u,} je ux, tedy

X = (qu)ul 4+t (u-,',—x)u,,
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Matice s ortonormalnimi sloupci

e Matice U € R™" s ortonormalnimi sloupci spliiuje UTU = I

e Nutn€ m>n

e Linedrni zobrazeni f(x) := Ux zachovava skalarni soutin

Definice
je matice U € R"*" s ortonormalnimi sloupci.

Ekvivalentni podminky:

° UT:Ufl
e UUT =1
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Ortogonalni matice - pfiklady

Rotaéni matice v R?
Rotace vektoru kolem pocatku o thel ¢ proti sméru hodinovych

ruci¢ek je vyjadieno matici

cosp —sing
sing  cosp

Householderova matice
Zrcadleni podle nadroviny prochazejici poc¢atkem s normalovym
vektorem u € R", kde |lu|| = 1, reprezentuje matice

Hy, =1—2uu’
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Ortogonalni projekce

Definice

vektoru z € R™ na linedrni podprostor
X CR™ je vektor x € X takovy, Ze (z —x) L X.

Kazdy linedrni podprostor X C R™ Ize vyjad¥it ve tvaru X = rngU
pro n&jakou matici U s ortonormalnimi sloupci.

Véta
Necht m3 matice U € R™*" ortonormdlni sloupce ug, ..., u,.
Ortogonalni projekce z € R™ na rng U je vektor

x=UU"z=(u/2)u; +-- + (u]2)u,

21



Ortogonalni projekce minimalizuje vzdalenost

Véta o kolmici
Ortogonalni projekce x € X vektoru z € R™ na lineadrni
podprostor X C R™ spliiuje nerovnost

lz—x|| < [|lz—X|| vx'e X, x #x
Véta ukazuje, Ze jediné feSeni pivodni motivacéni dlohy je ve tvaru

ortogonalni projekce. Hodnota v bodé optima x € X je vzdalenost
bodu z od podprostoru X:

Iz — x|l = [z - UUTz]
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Vlastnosti ortogonalniho projektoru P := UUT na X

Charakterizujici vlastnosti

P=P>=P"

Dalsi vlastnosti

e mgP=XanulP=X"
e Matice | — P je ortogonalni projektor na X+

e Vzdélenost bodu z od podprostoru X je

IPz]| = [lU"2]|
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QR rozklad

Véta
Pro kazdou matici A € R™*" existuje ortogonalni matice
Q € R™*™ a horni trojdhelnikovd matice R € R™*" spliujici

A =QR.
matice A definujeme pro m > n takto:
o Ctvercovd matice R € R™" je horni trojihelnikova

e Matice Q € R™*" m3 ortonormilni sloupce
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