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Linearita



Základńı koncepty a fakta

• Lineárńı prostor Rn a lineárńı podprostory X ⊆ Rn

• Vektory x ∈ Rn (sloupcové!) a matice A ∈ Rm×n

• Elementárńı vektorové/maticové operace

• Pojem báze a dimenze

• Hodnost matice rank A

• Lineárńı zobrazeńı f : Rn → Rm je vyjáďritelné jako

f(x) = Ax

pro nějakou matici A ∈ Rm×n (v závislosti na volbě báze!)

• Struktura řešeńı soustavy lineárńıch rovnic Ax = b
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Sloupcový a řádkový pohled na součin Ax

Vyjáďŕıme A ∈ Rm×n prosťrednictv́ım sloupc̊u a1, . . . , an:

Ax =
[
a1 . . . an

]x1
...

xn

 = x1a1 + · · ·+ xnan

Vyjáďŕıme A ∈ Rm×n prosťrednictv́ım řádk̊u aT
1 , . . . , a

T
m:

Ax =

aT
1
...

aT
m

 x =

aT
1 x
...

aT
mx
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Řešeńı soustavy lineárńıch rovnic Ax = b geometricky

Sloupcově

Hledáme vektor x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn splňuj́ıćı

x1a1 + · · ·+ xnan = b

Řádkově

Hledáme vektor x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn lež́ıćı v pr̊uniku

{x ∈ Rn | aT
1 x = b1} ∩ · · · ∩ {x ∈ Rn | aT

mx = bm}
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Prostor obraz̊u matice A ∈ Rm×n

rng A := {Ax | x ∈ Rn} ⊆ Rm

Interpretace

• Obor hodnot (range, image) lineárńıho zobrazeńı f(x) = Ax

• Množina všech vektor̊u y takových, že Ax = y má řešeńı

• Podle sloupcového pohledu na součin Ax je to lineárńı obal

sloupc̊u matice A

Hodnost matice A je č́ıslo

rank A := dim rng A.

Plat́ı rank A = rank AT.
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Nulový prostor matice A ∈ Rm×n

null A := {x ∈ Rn | Ax = 0} ⊆ Rn

Interpretace

• Množina vektor̊u, které se zobraźı na nulový vektor

• Množina řešeńı soustavy lineárńıch rovnic Ax = 0

• Podle řádkového pohledu na součin Ax je null A množina

všech vektor̊u kolmých na každý řádek matice A

Jaký je vztah mezi rng A a null A ?
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Existence/jednoznačnost řešeńı soustav lineárńıch rovnic

Pro matici A ∈ Rm×n jsou tvrzeńı pod sebou ekvivalentńı:

Prostor obraz̊u

1. rng A = Rm

2. Ax = y má řešeńı ∀y
3. rank A = m

4. A má lin. nezávislé řádky

5. A má pravou inverzi

6. AAT je regulárńı

Nulový prostor

1. null A = {0}
2. Ax = 0 řeš́ı jen x = 0

3. rank A = n

4. A má lin. nezávislé sloupce

5. A má levou inverzi

6. ATA je regulárńı
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Dimenze fundamentálńıch maticových podprostor̊u

Věta

Pro každou matici A ∈ Rm×n plat́ı

dim rng A + dim null A = n.

• Protože rank A = rank AT, plat́ı také

dim rng AT + dim null A = n

• Dimenze nulového prostoru popisuje ḿıru degenerace

lineárńıho zobrazeńı f(x) = Ax

• Počet lineárně nezávislých řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

Ax = 0 je n − rank A
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Rank factorization

Rozklad matice podle hodnosti

Pro každou matici A ∈ Rm×n hodnosti r existuj́ı matice

B ∈ Rm×r a C ∈ Rr×n splňuj́ıćı

A = BC.

• Úspora paměti pro r � min{m, n}
• Rozklad neńı jednoznačný

• Užit́ım tohoto vztahu lze dokázat, že rank A = rank AT
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Afinńı podprostor

Afinńı kombinace vektor̊u x1, . . . , xk ∈ Rn je

α1x1 + · · ·+ αkxk , kde α1 + · · ·+ αk = 1.

Afinńı obal vektor̊u x1, . . . , xk ∈ Rn je množina

{α1x1 + · · ·+ αkxk | α1 + · · ·+ αk = 1, αi ∈ R, i = 1, . . . , k}.

Definice

Afinńı podprostor je množina Y ⊆ Rn splňuj́ıćı[
α1, . . . , αk ∈ R, x1, . . . , xk ∈ Y ,

k∑
i=1

αi = 1

]
⇒

k∑
i=1

αixi ∈ Y .
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Př́ıklady afinńıch podprostor̊u

• Bod, p̌ŕımka, rovina, nadrovina v Rn

• Je-li X lineárńı podprostor Rn a x0 ∈ Rn, pak je množina

X + x0 := {x + x0 | x ∈ X}

afinńı podprostor Rn

Nejobecněǰśı p̌ŕıklad afinńıho podprostoru

Pro každý afinńı podprostor Y 6= ∅ existuje jediný lineárńı

podprostor X a nějaký vektor x0 ∈ Y splňuj́ıćı

Y = X + x0
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Afinńı podprostory a lineárńı soustavy

Tvrzeńı

Nechť Y ⊆ Rn. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

1. Y je afinńı podprostor.

2. Y je množinou řešeńı soustavy lineárńıch rovnic,

Y = {x ∈ Rn | Ax = b},

pro nějakou matici A a vektor b.
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Afinńı zobrazeńı

Zobrazeńı f : Rn → Rm je afinńı, pokud

f(α1x1 + · · ·+ αkxk) = α1f(x1) + · · ·+ αk f(xk)

plat́ı pro všechna x1, . . . , xk ∈ Rn, α1, . . . , αk ∈ R ,
∑k

i=1 αi = 1.

Tvrzeńı

Nechť f : Rn → Rm. Následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı.

1. Zobrazeńı f je afinńı.

2. Existuje matice A ∈ Rm×n a vektor b ∈ Rm tak, že

f(x) = Ax + b.
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Analogie

Lineárńı Afinńı

lineárńı kombinace afinńı kombinace

lineárńı obal afinńı obal

lineárńı podprostor X afinńı podprostor X + x0

řešeńı soustavy Ax = 0 řešeńı soustavy Ax = b

null A x0 + null A

lineárńı zobrazeńı Ax afinńı zobrazeńı Ax + b
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Ortogonalita



Eukleidovský prostor Rn

• Standardńı skalárńı součin xTy = x1y1 + · · ·+ xnyn

• Eukleidovská norma ‖x‖ =
√

xTx =
√

x2
1 + · · ·+ x2

n

• Eukleidovská metrika d(x, y) = ‖x− y‖

Definice

Ortogonálńı vektory x, y ∈ Rn splňuj́ı xTy = 0. Ṕı̌seme

x ⊥ y.

Pro ortogonálńı vektory x a y plat́ı Pythagorova věta:

‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2
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Motivačńı úloha

Pro zadaný lineárńı podprostor X ⊆ Rn a vektor z ∈ Rn

minimalizuj funkci d(z, x) = ‖z− x‖ za podḿınky x ∈ X .

Řešeńı

• Existuje jediný vektor x minimalizuj́ıćı vzdálenost

• Pro libovolné z ∈ Rn tak lze psát x := f(z), kde f : Rn → Rn

• Zobrazeńı f je lineárńı a jeho matice P má tyto vlastnosti:

• P = P2

• P = PT
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Ortogonalita podprostor̊u

• Vektor y ∈ Rn je ortogonálńı na podprostor X ⊆ Rn,

pokud y ⊥ x pro všechna x ∈ X . Ṕı̌seme

y ⊥ X

• Ortogonálńı podprostory X ,Y ⊆ Rn splňuj́ı y ⊥ X pro

všechna y ∈ Y . Ṕı̌seme

X ⊥ Y

• Ortogonálńı doplněk podprostoru X ⊆ Rn je množina

X⊥ := {y ∈ Rn | y ⊥ X}
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Ortogonálńı doplňky null A a rng A

Povšimněme si:

null A = (rng AT)⊥

Tvrzeńı

Pro každou matici A plat́ı:

(null A)⊥ = rng AT

(rng A)⊥ = null AT
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Ortonormálńı množina vektor̊u

Ortonormálńı množina vektor̊u {u1, . . . ,un} splňuje

uT
i uj =

0 i 6= j

1 i = j

Důležité posťrehy

• Ortonormálńı množina je lineárné nezávislá

• i-tá soǔradnice vektoru x ∈ span{u1, . . . ,un} je uT
i x, tedy

x = (uT
1 x)u1 + · · ·+ (uT

n x)un

18



Matice s ortonormálńımi sloupci

• Matice U ∈ Rm×n s ortonormálńımi sloupci splňuje UTU = I

• Nutně m ≥ n

• Lineárńı zobrazeńı f(x) := Ux zachovává skalárńı součin

Definice

Ortogonálńı matice je matice U ∈ Rn×n s ortonormálńımi sloupci.

Ekvivalentńı podḿınky:

• UT = U−1

• UUT = I
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Ortogonálńı matice - p̌ŕıklady

Rotačńı matice v R2

Rotace vektoru kolem počátku o úhel ϕ proti směru hodinových

ručiček je vyjáďreno matićı[
cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ

]

Householderova matice

Zrcadleńı podle nadroviny procházej́ıćı počátkem s normálovým

vektorem u ∈ Rn, kde ‖u‖ = 1, reprezentuje matice

Hu = I− 2uuT
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Ortogonálńı projekce

Definice

Ortogonálńı projekce vektoru z ∈ Rm na lineárńı podprostor

X ⊆ Rm je vektor x ∈ X takový, že (z− x) ⊥ X .

Každý lineárńı podprostor X ⊆ Rm lze vyjáďrit ve tvaru X = rng U

pro nějakou matici U s ortonormálńımi sloupci.

Věta

Nechť má matice U ∈ Rm×n ortonormálńı sloupce u1, . . . ,un.

Ortogonálńı projekce z ∈ Rm na rng U je vektor

x = UUTz = (uT
1 z)u1 + · · ·+ (uT

n z)un

21



Ortogonálńı projekce minimalizuje vzdálenost

Věta o kolmici

Ortogonálńı projekce x ∈ X vektoru z ∈ Rm na lineárńı

podprostor X ⊆ Rm splňuje nerovnost

‖z− x‖ < ‖z− x′‖ ∀x′ ∈ X , x′ 6= x

Věta ukazuje, že jediné řešeńı původńı motivačńı úlohy je ve tvaru

ortogonálńı projekce. Hodnota v bodě optima x ∈ X je vzdálenost

bodu z od podprostoru X :

‖z− x‖ = ‖z−UUTz‖
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Vlastnosti ortogonálńıho projektoru P := UUT na X

Charakterizuj́ıćı vlastnosti

P = P2 = PT

Daľśı vlastnosti

• rng P = X a null P = X⊥

• Matice I− P je ortogonálńı projektor na X⊥

• Vzdálenost bodu z od podprostoru X⊥ je

‖Pz‖ = ‖UTz‖
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QR rozklad

Věta

Pro každou matici A ∈ Rm×n existuje ortogonálńı matice

Q ∈ Rm×m a horńı trojúhelńıková matice R ∈ Rm×n splňuj́ıćı

A = QR.

Redukovaný QR rozklad matice A definujeme pro m > n takto:

• Čtvercová matice R ∈ Rn×n je horńı trojúhelńıková

• Matice Q ∈ Rm×n má ortonormálńı sloupce
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