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Rozdéleni dloh

Explicitni ODE
Implicitni ODE

DAE

Hybridni DAE

x =1f(x,t)
F(x,x,t)=0
F(Xv).(vyat) =0

G(Xv.yat) =0



Explicitni ODE

x = f(X,t)
X vektor stavovych promé&nnych, x vektor derivaci stavii, t ¢as. Pocet
stavil musi byt rovny poctu rovnic, tzn. délka vektord X a f(X,t) je stejna.
Pocatecni podminky

x(0) = X,

Pocateéni Gloha — FeSenim je funkce x(t).
Napft.

v(t) =10e ¥



Numerické feseni explicitni ODE - Eulerova metoda

Zname stavy —spocteme derivace x z f(x,t)—spocteme zménu stavi v
kroce

Diskretizace proménnych

(t,x) =(tn,xn), neN Aty =thi1—ty
Diskretizace rovnice (nahrada derivace diferenci)
Xn+1 — X,
“ar, bt
n

Pocitame iterativné

Xpt1 = Xp+A tnf(Xn) tn)

A




Implicitni ODE

F(x,x,t) =0,

pro F plati predpoklady véty o implicitni funkci, hlavné jakobian
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je regularni = pro dané x a t mlzeme FeSenim rovnice F(x,X,t) =0
spocitat neznamé x. Kdy je singularni?
Pt¥iklad implicitni ODE:

xx+1=0

Prevedeni implicitni na explicitni snadné:

F(x,x,t) ==X —f(x,t)



DAE

F(x,%,y,t)=0
G(x,y,t)=0

F nesinguléarni jakobian vzhledem k x.

F(x,x,y,t) .. diferencialni rovnice

G(x,y,t) .. algebraické rovnice

X .. stavové proméné (jsou v rovnicich derivovany)
y .. algebraické proménné (derivovany nejsou)

Poclet stavovych proménnych = pocet diferencialnich rovnic

(]

Pocet algebraickyc proménnych = pocet algebraickych rovnic

Stav systému je urcen vektorem stavovych proménnych. Pro dané x a t je
mozné z rovnic urcit y i x.

P¥evedeni DAE na explicitni ODE - YeSenim rovnic F(...)=0, G(...)=0
pro neznamé y a x dostavame x = f(x,t) (numericky).



Prevedeni DAE na explicitni ODE - priklad - schéma

RLC obvod:
4 N1 o
+ +
R2 R1
5 i
AC
N4 N3
+ +15
L [
N2




Prevedeni DAE na explicitni ODE - pfiklad - rovnice

der(L.i)xL.L—L.v=0
der(C.v)*C.C—C.i=0
Cv—Rlpv+Rlv=0
C.i—R1.v/R1.R=0
u(time) — R1.p.v=0
Rl.pv—R2v—Lv=0
R2.v—R2.RxL.i=0

@ Zname: parametry, vstupy, stavy

e Potfebuji spoditat: algebraické (abych mohl spoditat derivace),
derivace (abych mohl udélat ¢asovy krok - spoditat zménu stavii)



BLT transformace
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der(L.i)xL.L—Lv=0|1]0|1]0]|0|0]|0
der(C.v)xC.C—C.i=0[ 0|1 (0|1 |0|0]|O
—Rlpv+Rlv=0| 0| 0|0]|O0O|1 1|0
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u(time)—Rl.pv=0] 0| 0 |0|0|1]0|0
Rlpv—R2v—Lv=0|0|0|1]0]|1]0|1
R2v—R2R«xL.i=0| 0| 0|0]|0] 0|01

@ Incidencni matice - jednicka, pokud rovnice obsahuje proménnou

@ Prohazovanim fadki a sloupcii se snazime prevést na dolni
trojahelnikovou - BLT (Block Lower Triangular) transformace



Transformovana inciden¢ni matice

N =|>

> | d > 12132
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R2v—R2RxL.i=0|1]0|0[0|0|0]|O
u(time)—Rl.pv=0[0|1|0|0|0| 0O
Rlpv—R2v—Lv=0|1|1]1|0[0]| 0|0
—Rlpv+Rlv=0|0|1|0]1]0]0]|O0
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der(L.i)xL.L—Lv=00 |0 |1 |0|0] 1|0
der(Cv)*C.C—Ci=0]0] 000|101

@ Vznika kauzalita:

> Rovnice vyhodnocujeme odshora doli

> Proménné vlevo od diagonaly zname z vyhodnoceni predchozich rovnic
- vstupy

» Proménna na diagonale je z rovnice uréena - vystup



Strong-componenty
P¥evod matice na LT neni vzdy mozny, napt. (jen algebraicky systém)

d+c+b+1=0

—c+b—-2=0

d—1=0

d+a+3=0

prevedu na

d =1

d+c+b =-1

—c+b = 2

d +a=-3

¢ a b tvori systém rovnic, ktery neni mozny roztesit prohazovanim radki a
sloupcil - strong-component - fesi se numericky.

BLT transformace - Tarjaniv algoritmus z teorie grafti, vrcholy - neznamé,
orientované hrany - zavislosti mezi proménnémi. Snaha vytvofit co
nejmensi strongcomponenty.



Vypocet DAE modelu

Vypocet zalozen na prevadéni DAE na explicitni ODE popsanym
zplisobem.

ODE je pak feSena néjakou numerickou metodou (podobné jako Euler - ale
presnéjsi a robustnéjsy).

@ BLT transformace - analytickd Gprava systému rovnic - provadi se jen
jednou pfi prekladu modelu

@ strong-componenty numericky feSeny v kazdém kroce simulace
(numericky - pro konkrétni hodnoty stavi a vstupi)

»

>

>

strong-componenty mohou byt nelinearni

veliké (pro nelinearni N 2 10)

=vypoclet strong-component mize byt ¢asové velice naro¢né =u
velkych modeli potfeba strongcomponenty minimalizovat
pouziva se Newtonova iteraéni metoda (metoda tecen) - pocatedni
odhad - interpolaci hodnot v minunulych krocich



Index DAE systému

Nékdy neni mozné vyjadrit derivace vyse popsanym zplisobem, napr.

2x+x+y+y=1
x+2y=1

1 diferencialni rovnice, 1 algebraicka rovnice, 2 stavové proménné ?! Ne
zvolime jen jednu, napf. y

Zderivujeme algebraickou rovnici: x4 2y =0, vyjadfime x = —2y

a x z rovnic eliminujeme

2x+y—y=1
x+2y=1

déle znamy postup pro DAE — vyjadfeni x = f(x, t).
Minimalni pocet, kolikrat musime derivovat systém rovnic (nebo jeho
gast), abychom mohli vyjadfit x = f(x,t) nazyvame index systému. Cim

Vv /s

vyssi index, tim vétsi problémy pri fesSeni.



Dynamic state selection - rovinné kyvadlo

mg

X
mx L
Yy

= ——F—

Vv /s

Systém s vy$$im indexem. Stavova proménna je jen jedna - stav je urden
jen jednou proménnou - 1 stupen volnosti (vlastné 2, jesté derivace).
Zvolime za stav napr. x. Co se stane, kdyz pfejdeme do vodorovné polohy?
x tady nemize byt stavem =-dynamic state selection - pfrepneme na y.



Hybridni systémy - podminéné vyrazy a rovnice

idealdiode1 I

O B |

resistorl

sinevaltage 1

R4l

H \"

ug+ur+u.(t)=0
iR=ug
ug = if off thenselse0
ifoff theni = Qelsei=s
off =5 <0

off - diskrétni proménna, ménfi se jen pfi zméné nerovnosti s < 0 (udalost).
Pro detekci udélosti definuje zero-crossing funkci g(s) = s.



Hybridni systémy - continuous time

@ V priibéhu continuous time nenastavaji udalosti - diskrétni proménné
se neméni, napf. pro off = true

o Resime rovnice, jako DAE. Nerovnice, nevyhodnocujeme.

@ V podminkach je jasné, ktera vétev plati.

ug+ur+uy(t)=0

iR=ugr
Ug =S5
i=0

e Sledujeme zero-crossing funkci g (=s) . Kdyz zméni znaménko
z true na false - udalost. Pfepneme na rezim discrete time.



Hybridni systémy - discrete time

@ Najde se presny Cas udalosti. Déle se ¢as neméni.

@ Zpracovava se udélost. Je potfeba najit nové hodnoty vSech
diskrétnich a algebraickych proménnych (stavy ziistavaji)

» zména jedné diskrtétni proménné mize zpisobit nespojitou zménu
néjaké algebraické proménné

> ta muize zplsobit zménu dalsi diskrétni proménné - dalsi udalost

» =-esi se cely systém rovnic vCetné nerovnic. Nerovnice jsou zahrnuty
do BLT transformace. Nerovnice mohou byt soucasti strongcomponent,
diskrétni rovnice jsou pak ve s.c. neznamé.

@ Po nalezeni feSeni —continuous time

» na zalatek reset solveru (zalind se velmi kratkym krokem, postupné se
prodluzuje) kvili moznym nespojitostem (proto udélost drahd)

> expr - vyraz s nerovnicemi - pokud vime, Ze nevznikne
nespojitost a dal$i udalosti - noEvent(expr) - pak neni vyvolana
udalost - zrychli vypocet

Ukazat prelozeny model diodeExample.mo.



When

model BouncingBall
parameter Real g=9.81 "gravity acceleration";
parameter Real c=0.7 "coefficient of restitution";
Real h(start=1) "height of ball";
Real v "velocity of ball";
equation
der (h) v;
der(v) = -g;
when {h <= 0.0} then
reinit (v, -c*pre(v_new));
end when;

end BouncingBall;

when vyvolad udalost - rovnice ve when plati pouze béhem discrete time
reinit

pre



Inicializace

Pfed simulaci probiha inicializace - pfifrazuje se hodnota vSem proménnym
(stavovym, derivacim, algebraickym, parametriim).
atribut fixed

@ true - hodnota proménné je neménna

@ false - proménna vystupuje v inicializaci jako neznama

o defaultné: parametry - true, stavy, algebraické (,derivace) - false
atribut start

o fixed=true - pevna pocatecni hodnota

o fixed=false - pocatecni odhad
sekce initialEquation

@ rovnice, které maji byt pri inicializaci navic splnény spolecné s
rovnicemi modelu



Inicializace 2
Resi se dohromady rovnice modelu a inicialni rovnice

F(X7).<7.y’ t)
G(x,y,t)
I(x,x,y,t)

0
0
0

Poclet vSech rovnic by mél odpovidat poctu ,,nonFixed”
proménnych(+derivaci). Pokud rovnic méné, nastavi se nékteré proménné
na fixed.

Pro vSechny rovnice jsou vygenerovany residualni funkce

F(x,x,y,t)
r(x,x,y,t) = G(x,y,t)
I(x,%,y,t)
minimalizace ¢tverch residudlnich rovnic - Simplexovd metoda.
Pokud chci zadat pocatec¢ni hodnotu, je lepsi pouzit start = ...,
fixed = true nez pouziva pro prifazeni initial equation.



Inicializace - priklad
model InitExample
Real x(start = 1, fixed = true);

Real y(start = 2); //fixed = false by default
initial equation

der(y) = 0;
equation

der(x) = x + y;

der(y) = x - y);

end InitExample
Rezidualni funkce

n=y
n=X—X—Yy
B=y—x+y

x je zadana napevno, hledame y, x, y. Stejné rovnic jako nezndmych.

min(, xi) (V> + (X —=x —y)>+ (y —x+y)?)



Blokové orientovany vs. rovnicovy
nebo signalovy a akauzalni
Blokové orientovany - kauzalita je pfimo v modelu.

Rovnicovy - pracuje se s rovnicemi, kauzalita se vytvari automaticky az pfi
prekladu (BLT).

______ [

Mx=F
F(t) je vstup, pocitdme x(t): v Modelice

Mder(v) = F(t)
v = der(x)

v Simulinku

-

S ]em




Priklad s robotem

robot
ma se pohybovat télesempredepsanym zpilisobem

chceme spoditat silu

tzn. mame zadané x(t), chceme spocatat F(t) - zdména vstupu a
vystupu.

V Modelice snadné
Mder(v)=F
v =der(x(t))
V Simulinku potteba predélat cely model - obraceny smér, misto

integratort derivace atd).
Modelica blize fyzikalnimu popisu.



O prekladu a vypoctu

Preklad
e Zdrojovy kéd modeliky (file.mo)

prekladad flatenizuje model — flat model

@ parser —model AST reprezentaci

@ analyzer zjednodusi a sefadi rovnice (BLT) —kauzalita
°

generovani kédu (templatky) —model v C nebo C# (funODE(),
funDAE(), residualFunc() ...)

Simulace
@ runtime zpracovava udalosti

@ vola solver (tfeba Euler, nebo DASSL) pro vypocet continuous time



Materialy

Specifikace Modeliky - www.modelica.org/documents

Principles of Object-oriented modeling and simulation with Modelica
(Peter Fritzson)
clanky
» Event Handling in the OpenModelica Compiler and Runtime System
(Hakan Lundvall, Peter Fritzson, Bernhard Bachmann)

» Dynamic Selection of States in Dymola (Sven Erik Mattsson, Hans
Olsson and Hilding EImqvist)

Prelozené modely, zdrojovy kéd OpenModeliky
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