Cviceni z RPZ - Maximalné vérohodny odhad

Jan Sochman, Vojtéch Franc

23. brezna 2006

1 Uvod

Ve cviceni na Bayesovské rozhodovani jsme vyuzivali znalosti jak podminé-
nych pravdépodobnosti pozorovani p(x|y), tak apriornich pravdépodobnosti
P(y). V pfedchozim cviceni, jsme si ukdzali minimaxni strategii pro pfipad,
a my nemusime znat ani hustoty pravdépodobnosti p(x|y). A pravé jejich
odhadem se budeme zabyvat v tomto cviceni.

2 Maximalné vérohodny odhad

Necht je hustota pravdépodobnosti p(z|y,f) znama az na neznamou hod-
notu parametru . V dalsim vykladu se omezime jen na jednu tfidu (budeme
hustoty pravdépodobnosti pro rtzné tiidy odhadovat samostatné, predpo-
kladame tedy, Ze jsou nezévislé) a tak budeme pouzivat jednodussi znaceni
p(z]0). Necht je dale k dispozici trénovaci mnozina

T ={x1,...,2,}.

Prvky mnoziny 7' (méfeni, vzorky) byly ziskdny ndhodnym vybérem z rozdé-
leni p(x|@). Dilezitym predpokladem je, Ze méfeni musi byt navzajem nezé-
visla. Nasim cilem je na zakladé trénovaci mnoziny 7" najit co nejvérohodné;jsi
odhad parametru 6.

Spravnost odhadu # na zakladé trénovaci mnoziny 7" budeme mérit po-
moci podminéné pravdépodobnosti P(7T|#), které budeme fikat vérohodnost.
Diky nezavislosti prvkil mnoziny mtzeme snadno napsat pravdépodobnost
trénovaci mnoziny jako

n

P(T]0) = [ ] p(x:l0). (1)
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Chceme najit takovou hodnotu parametru #, ktera bude maximalizovat
vérohodnost (odtud metoda maximélni vérohodnosti). Hledame tedy 6*

0" = = argmax P(T]0) = argmax Hp x;]0). (2)
9

=1

3 Nalezeni maximalné vérohodného odhadu

K nalezeni nejvérohodnéjsi hodnoty parametru 6 vyuzijeme nejprve skutec-
nosti, ze pokud maximalizujeme néjakou funkci, jeji transformace pomoci
rostouci funkce zachovd maximum. Jako transformacni funkci si vybereme
logaritmus (protoze méni sou¢iny na soucty, coz je pro pocitani sikovné) a z
rovnice (2) dostavame

0* = argmax » _ log p(z;|0) (3)
0 =1
Oznac¢me si maximalizovany vyraz
L(T,60) = 3 log p(:]6). (4)
i=1

Maximum L lze v nékterych pfipadech (L musi byt konvexni) ziskdme
snadno zderivovanim a polozenim derivace rovno nule

OL(T,0) _ z”: 0log p(x:|0)
00 = a0

=1

—0. (5)

4 Priklad — jednorozmeérné normalni rozdé-
leni

Podivejme se blize na ptiklad, kde hustota pravdépodobnosti méa tvar nor-
malniho rozdéleni, pro jednoduchost pouze jednorozmérného

1 (z—p)*
—c 7 (6)

p(x|p, o) =
g

Predpokladejme, ze zname smérodatnou odchylku o, ale nezname stfedni
hodnotu p. Mame pouze trénovaci mnozinu 7' = {xy, ..., z,}. Hledame tedy
i takové, ze

2": 0logp mzlu)

=1

~0. (7)



Zjednodusenim (logaritmus a exponencidla se vyrusi) a zderivovanim tohoto
vyrazu dostavame

ZW:O‘ (8)

le (10)

Odvodili jsme maximalné vérohodny odhad stfedni hodnoty normélniho
rozdéleni se zndmou smérodatnou odchylkou. Podobnym zptisobem si miizete
vyzkouset odvodit maximalné vérohodny odhad smérodatné odchylky, pokud
zname stiedni hodnotu. Dojdete k vysledku

f=¢i§?w—uv (1)

5 Priklad — vicerozmérné normalni rozdéleni

Stejného postupu jako v jednorozmérném pripadé lze pouzit i pro odhad
parametri d-rozmérného normalniho rozdéleni

1 o M) "= ) (12)

plali B) = oot s

Uvédomte si, Ze zde jsou méreni x d-rozmérné vektory stejné tak jako stfedni
hodnota . ¥ je disperzni matici rozdéleni. Zde dojdeme k vysledkiim
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6 Zadani alohy

e Vygenerujte v Matlabu sekvenci vzork® pomoci funkce gsamp pro zvo-
lené parametry normalniho (Gaussovského) rozdéleni, napf. pro p =1
a 02 = 2. Piipravte sekvence o 5, 50, 500 vzorcich.

e Spoctéte maximalné vérohodny odhad stfedni hodnoty i a smérodatné
odchylky o. Vykreslete si pro odhadnutou stfedni hodnotu vérohod-
nostni funkci jako funkci o. Porovnejte pfesnost odhadi a charakter
prubéhu vérohodnostni funkce v zavislosti na poc¢tu vzork.

e Vygenerujte si 250 vzorkil z dvourozmérného normalniho rozdéleni s

parametry
1 2 0.5
“‘ll]’ 2_l0.5 1]‘

Zobrazte si vzorky (funkce ppatterns). Odhadnéte stfedni hodnotu a
disperzni matici. Do stejného grafu, ve kterém mate vzorky, zobrazte
vrstevnice p(x|u, 2) se skuteénymi a odhadnutymi parametry (pouzijte
funkci pgauss nebo kombinaci meshgrid, contour).



