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Rekurze

Rekurze = odkaz na sama sebe, definice za pomoci sebe sama

Rekurzivni funkce = funkce vold sama sebe (i nep¥imo)
Je to hlavné zplsob premysleni o feSeni problémi
® ReSeni problému za pomoci ¥eSeni jednodussi varianty téhoz

problému
® O mendi instance se nemusime pfili$ starat, musime ale dodrZovat

pravidla

Obvykle elegantni x je potfeba hlidat efektivitu

Rekurze byva pamé&tové naro¢na.

Pravidla pro spravné pouziti rekurze

1. Dostate¢né jednoduché vstupy musime vyfesit p¥imo.

2. Rekurzivni volani musi byt v néjakém smyslu jednodussi nez je
aktualni problém.



P¥iklad: Umocrnovani

P¥im3 definice

X' =Tl x =X X X
[ —
n-krat
Rekurzivni definice
x0=1
X" = x x" forn>0

Anatomie rekurze
e Zakladni / bazovy pf¥ipad (base case)
® PYevedeni problému na jednodussi

® Odkaz na sebe / Rekurzivni volani



Priklad: Umociiovani — implementace (1/2)

® jterativné

def power_iterative(x,n):
prod=1.0
for i in (n): prod*=x
return prod

>>> power_iterative(2.0,10)
1024.0

® rekurzivné

def power_recursive(x,n):
if n<=0: return 1.0
return x*power_recursive(x,n-1)

>>> power_recursive(2.0,10)
1024.0



Priklad: Umociiovani — implementace (2/2)

® pfimodara verze
def power_recursive(x,n):
if n<=0:
return 1.0

return x*power_recursive(x,n-1)

N4

® strucngjsi verze

def power_recursive2(x,n):
return x*power_recursive2(x,n-1) if n>0 else 1.0

Volte verzi, kterd je pro vas Citeln&jsi.



Odbocéka: Volani funkci

Co uz vime o tom, jak probiha volani funkci?

® Zasobnik volani (call stack)

® hodnoty lokédlnich promé&nnych a parametri
® ndvratova adresa (kam se mdme vrétit)

Vztah rekurze a iterace
® kazdy rekurzivni program je mozno pfepsat jako iterativni za
pomoci zasobniku
* (explicitni) zdsobnik zde simuluje zasobnik volani funkci
® hodnoty lokalnich promé&nnych
® kde jsme byli (v pavodni funkci)

® (asto, ale ne vzdy, se da zjednodusi



Priklad: soucet pole

def sum_array(a):
=0
for x in a:
s+=x
return s

>>> a=[68, 0, 61, 34, 2, 51, 29, 10, 5, 45]
>>> sum_array(a)
305

Slo by to napsat bez cyklu?



Priklad: soucet pole — rekurzivné

def sum_array_recursive(a):
if len(a)==0:
return O
return a[0]+sum_array_recursive(al[l:])

>>> a=[68, 0, 61, 34, 2, 51, 29, 10, 5, 45]
>>> sum_array_recursive(a)
305



w7

Nep¥Fima rekurze

¢ rekurzivni funkce se nemusi volat pfimo, ale i skrz jinou funkci

def even(num):
print("even", num)
odd (num-1)

def odd(num) :
print("odd", num)
if num>1:
even (num-1)

>>> even (3)
even 3

odd 2

even 1

odd 0O



Kazdy cyklus lze nahradit rekurzi

(1/2)

® |terativni verze

def count_to(n):
for i in (1,n+1): print(i, end=" ")

count_to(5)

12345

® Rekurzivni verze

def count_to_recursive(n):
count_to_recursive_inner(n,1)

def count_to_recursive_inner(n,i):
if i<=n: print(i, end=" ")
count_to_recursive_inner(n,i+1)

count_to_recursive(5)

12345



KaZdy cyklus Ize nahradit rekurzi (2/2)

® rekurzivné s vnit¥ni funkci

def count_to_recursive2(n):
def count_to_recursive_inner(i):
if i<=n:
print(i, end=" ")
count_to_recursive_inner (i+1)
count_to_recursive_inner (1)

count_to_recursive2(5)

12345



Vnitini funkce

def count_to_recursive2(n):
def count_to_recursive_inner(i):
if i<=n:
print (i)
count_to_recursive_inner (i+1)
count_to_recursive_inner(1)

+ Skryti soukromych funkci
+ Sdileni promé&nnych vn&jsi funkce
— Nemoznost znovupouZiti

— Nemoznost samostatného odladéni



Poruseni pravidel

® Co se stane?

def wrongl (num):
return num*wrongl (num-1)
#
def wrong2(num) :
if num<=1:
return num

return 1+wrongl (num)
#
def wrong3(num) :
if num > 1000:
return 1000

return 1+wrong3(num)



Recursion Error

Velikost zdsobniku volanf je typicky néjak omezena

V Pythonu implicitné na 1000 volani, dd se zmé&nit

® PYekroeni limitu zdsobniku volani je chyba

V Pythonu Recursion Error

jinde téZ stack overflow

® znamen3a to, Ze nemame p¥i programovani pouzivat rekurzi?

NE! znamena to, Ze ji mame pouZivatrozumné

® nezapomeiite, Ze rekurze je i zplisob premysleni



Ptiklad: Retézec pozpatku (1/2)

® |terativn&

def reverse_iterative(s):
r="" # result
for i in (len(s)-1,-1,-1):
r+=s[i]
return r

print(reverse_iterative("dobry vecer"))

recev yrbod



Ptiklad: Retézec pozpatku (2/2)

® Rekurzivné

def rev_recl(s):
if len(s)==0:
return ""
return rev_recl(s[1:])+s[0]

print(rev_recl("dobry vecer"))
¢ Kratsi verze

def rev_rec2(s):
return "" if s=="" else rev_rec2(s[1:])+s[0]

print(rev_rec2("dobry vecer"))

® Pythonska verze

print ("dobry vecer"[::-1])



Ptiklad: Ciselné soustavy (1/4)

Pteved &islo n v soustavé se zakladem b na Fet&zec.

® 5i0 =101, protoze 1-2°2+0-21 +1.20 = 5.

® Pokud b> 10 pouzivame A =10, B=11,...

* Nap¥. 201670 = 7EO1¢ protoze 7-162 +14-16 +0-16° = 2016

Myslenka Feseni

® Pokud n < b pak vrat &islici odpovidajici n.
¢ Jinak

® Najdin // b v soustavé b.
® P¥idej nakonec &islici odpovidajicin % b



Ptiklad: Ciselné soustavy (2/4)

e vrat n jako Yet&zec v &iselné soustavé se zdkladem base.

def to_str(n, base):
assert (n>=0)
cislice = "0123456789ABCDEF"
if n < base:
return cislice[n]
return to_str(n // base, base) + cislicel[n % basel]

print(to_str(5,2))
101
print(to_str(2016,16))

TEO



Ptiklad: Ciselné soustavy (3/4)

® Nerekurzivni ¥eSeni
® Kazdé rekurzivni ¥eSeni je moZné napsat bez rekurze
Ale miZe to byt tézké.
® Nutnost zapamatovat si lokdIni proménné v jednotlivych voldnich
Napfiklad v zasobniku (stack).

def to_str_nonrecursive(n,base):
cislice = "0123456789ABCDEF"
stack=[n] # hodnoty n
n//=base
while n>0:
stack+=[n]
n//=base
result=""
for m in stack[::-1]:
result+=cislice[m % basel
return result



Ptiklad: Ciselné soustavy (4/4)

® Nerekurzivni ¥eSeni bez zasobniku

def to_str_nonrecursive2(n,base):
assert (n>=0)
cislice="0123456789ABCDEF"
result=""
while True:
result=cislice[n % base]+result
n//=base
if n==0: break
return result

® P¥idavani na zatstek Fet&zce je pomalé (linedrni).
® Skryt& kvadraticky algoritmus.



Permutace

Problém
Vytiskni v&echny permutace prvki dané mnoziny M.

Myslenka Fesenfi

® Vezmi kazdy prvek m; z M.
® Najdi v8echny permutace prvkd M\{m;}
® Ke kaZzdé na zalatek p¥idej m;



Permutace — implementace

def tisk_permutaci(m):
""" Vytiskne vsechny permutace prvku v ’m’ """
tisk_permutaci_acc(m,"")

# acc - retezec pridavany na zacatek
def tisk_permutaci_acc(m,acc):
if len(m)==0:

print(acc,end=", ")
else:
for i in (len(m)):

tisk_permutaci_acc(m[:i]+m[i+1:],acc+m[i]+"

tisk_permutaci( [nau S nbn s "C" s "d"] )

abcd,abdc,acbd,acdb,adbc,adchb,
bacd,badc,bcad,bcda,bdac,bdca,
cabd,cadb,cbad, cbda,cdab, cdba,
dabc,dacb,dbac,dbca,dcab,dcba,

II)



P¥iklad: Mince

Problém
Vypi8 v8echny zplsoby, jak zaplatit x K& mincemi.
Hodnoty minci h = {50,20,10,5,2,1} K.

Myslenka FeSenfi

® Vyber nejvétsi minci h; < x. Pak jsou dvé moZnosti:
® Pouzij h; — zaplat x — h; pomoci h;, hj1,..., h, a ptidej jednu h;.
® NepouZij h; — zaplat x pomoci hj,1, ..., h,



Priklad: Mince — implementace 1/3

® Vytiskni vSechny moZné zplsoby, jak zaplatit x K&.

def zaplat(x):
h=[50,20,10,5,2,1] # hodnoty minci sestupne
def doplat(x,m,i):
""" m - kolik zaplaceno v poctech minci
i - kterou minci zacit """
if x==0:
vytiskni_platbu(m,h)
else:
if x>=h[i]: # zaplaf minci h[il]
doplat(x-h[i] ,m[:i]+[m[i]+1]+m[i+1:],1)
if i<len(h)-1: # zaplat mensimi, lze-1i
doplat(x,m,i+1)
doplat(x,len(h)*[0],0) # zacatek fce zaplat



Priklad: Mince — implementace 2/3

def vytiskni_platbu(m,h):
""" @ - pocty minci, h - hodnoty """
for j in (len(h)):
if m[j1>0:
print ("%3d*%3dKc" % (m[j1,h[j1), end="")
print("")



ac

3/3)

>>>
zaplat (12)

1%
1%
2%
2%
1%
1%
1%
1%
6%
5%
4%
3%
2%
1%

10Ke
10Ke
BKe

1%
2%
1%
2%
3%
2%
1%
T *

2%
4x
6%
8%
10x*

2Ke
1Ke

1%
3%
5%

1Ke
1Ke
1Ke



P¥iklad: Mince — rychlejsi varianta 1/2

def zaplat2(x):
h=[50,20,10,5,2,1] # hodnoty minci sestupne
def doplat(x,m,i):
"""'m - kolik zaplaceno v poctech minci
i - kterou minci zacit """

if x==0:
vytiskni_platbu(m,h)
else:
if x>=h[i]: # zaplat minci h[i]
m[i]+=1

doplat(x-h[i] ,m,i)
m[i]l-=1 # uklid
if i<len(h)-1: # zaplat mensimi
doplat (x,m,i+1)
doplat (x,len(h)*[0],0)



P¥iklad: Mince — rychlejsi varianta

2/2

>>> zaplat2(12)

1%
1%
2%
2%
1%
1%
1%
1%
6%
5%
4x
3%
2%
1%

10Ke
10Ke
BKe

1%
2%
1%
2%
3%
2%
1%
T *

2%
4x
6%
8%
10x*

2Ke
1Ke

1%
3%
5%

1Ke
1Ke
1Ke
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Spojovy seznam



Spojovy seznam

® V programech je velmi b&Zny poZadavek na uchovani seznamu
(mnoziny) prvkd (promé&nnych/struktur)
e Zakladni kolekce je pole
® Jednd se o kolekci poloZek (prom&nnych) stejného typu
+ Umoziiuje jednoduchy pFistup k polozkdm indexaci prvku
Polozky jsou stejného typu (velikosti).
— Velikost pole je uréena pfi vytvoreni pole
® Velikost (maximalni velikost) musi byt zndma v dobg& vytvareni
® Zména velikost v podstaté neni p¥fimo moZna
Nutné nové vytvoreni (alokace paméti), resp. realloc.
® VyuZiti pouze malé &asti pole je mrhanim paméti
® V pfipadé& Fazeni pole pfesouvdme poloZzky

® VloZeni prvku a vyjmuti prvku vyZaduje kopirovani



Odbocka: Pole v Pythonu?

¢ V Pythonu obvykle pracujeme se seznamem...

® PYesto i zde existuje datovy typ pole

O datovém typu pole budeme jest€ mluvit v souvislosti s knihovnou numpy.

>>> import array from array

>>> a = array(’1’, [1, 2, 3, 4])

>>> type(a)

<class ’array.array’>

>>> a[1]

2

>>> for i in range(len(a)):
print(ali], end=" ")

1234

https://docs.python.org/3/library/array.html


https://docs.python.org/3/library/array.html

Seznam

® Seznam (promé&nnych nebo objektil) patfi mezi zakladni datové
struktury
Zakladni ADT — Abstract Data Type
® Seznam zpravidla nabizi sadu zdkladnich operaci:

® insert() — vloZeni prvku

® remove () — odebrdni prvku

® index of () — vyhledani prvku

® size() — aktudlni pocet prvku v seznamu

® Implementace seznamu miZe byt rizna:
® Pole

® |Indexovani je velmi rychlé
¢ VloZeni prvku na konkrétni pozici miZe byt pomalé
Nova alokace a kopirovani.

® Spojové seznamy



Spojové seznamy

® Datova struktura realizujici seznam dynamické délky

e KaZdy prvek seznamu obsahuje

® Datovou &ast (hodnota promé&nné / objekt / ukazatel na data)
® Odkaz (ukazatel) na dal3i prvek v seznamu

NULL v p¥ipad& posledniho prvku seznamu.

® Prvni prvek seznamu se zpravidla oznaluje jako head nebo start.

Realizujeme jej jako ukazatel odkazujici na prvni prvek seznamu.

DATA

NEXT

—> NULL




Zakladni operace se spojovym seznamem

® VloZeni prvku
® Ptedchozi prvek odkazuje na novy prvek
® Novy prvek miZe odkazovat na pfedchozi prvek, ktery na ngj
odkazuje
Obousmérny spojovy seznam.
® QOdebréni prvku
® Pt¥edchozi prvek aktualizuje hodnotu odkazu na nasledujici prvek
® Pt¥edchozi prvek tak nové odkazuje na ndsledujici hodnotu, na
kterou odkazoval odebirany prvek

e Zakladni implementaci spojového seznamu je tzv.

jednosmérny spojovy seznam



Jednosmérny spojovy seznam

¢ P¥iklad spojového seznamu pro uloZeni &iselnych hodnot

10| 1> 20| > 30| 1>

® P¥idani prvku 40 na konec seznamu

10 | «1—> 20| «+—130

¢ QOdebrani prvku 20 ze seznamu

10| o > 30| ®

40

Y
Y

1. Nejdfive sekvenéné najdeme prvek s hodnotou 30
Prvek, na ktery odkazuje NEXT odebiraného prvku.
2. Nasledn& vyjmeme a napojime prvek 10 na prvek 30

Hodnotu NEXT prvku 10 nastavime na adresu prvku 30.
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Implementace v Pythonu



Reprezentace uzlu

class Node: # uzel
def __init__(self,data):
self.data = data
self.next = None # odkaz na dalsi uzel



Spojovy seznam jako zasobnik

class ListStack: # seznam

def __init__(self):
self.head = None

def is_empty(self):
return self.head is None

def push(self,item):
node=Node (item)
node.next=self .head
self .head=node

def pop(self):
item=self.head.data
self .head=self.head.next
return item

def peek(self):
return self.head.data

linkedliststack.py



Spojovy seznam jako zasobnik — pFiklad

from linkedliststack import ListStack

s = ListStack()

s.push(1)

s.push(2)

print(s.pop(), s.pop(), end=" ")

21

s.push(10)
print(s.popQ)

10

print(s.is_empty()) # True

linkedlist_examples.py



Spojovy seznam jako fronta

from linkedliststack import Node,ListStack
class ListQueue(ListStack): # zdédime ListStack

def __init__(self):
self .head = None
self.last = None # last item
self.count = 0

def pop(self): # odeber ze zatatku
item=self.head.data
self .head=self.head.next
if self.head is None:
self.last=None
self.count-=
return item

def dequeue(self):
return self.pop()



Spojovy seznam jako fronta (2)

def push(self,item): # pridej na zatdtek
node=Node (item)
node.next=self .head
if self.head is Nonme:
self.last=node
self .head=node
self.count+=1

def enqueue(self,item): # pridej na konec
node=Node (item)
if self.head is None: # seznam je prazdny
self .head=node
self.last=node
else:
self.last.next=node
self.last=node

self.count+=1 . .
linkedlistqueue.py



Spojovy seznam jako fronta — pftiklad

from linkedlistqueue import ListQueue

g=ListQueue()
q.enqueue (1)
q.enqueue(2)
q.enqueue(3)
print(q.dequeue(), q.dequeue(), end = " ")

12

q.enqueue (10)
print(q.dequeue())

3

print(q.is_empty()) # False

linkedlist_examples.py



Prochazeni prvki pole

® Doplnime do tfidy ListQueue metody:

def iter(self,f):
""" execute f(x) for all ’x’ in the queue """
node=self.head
while node is not None:
f (node.data)
node=node.next

def reduce(self,f,acc):
"t execute acc=f(x,acc) for all ’x’ in the queue
nnn
node=self.head
while node is not None:
acc=f (node.data,acc)
node=node.next
return acc

linkedlistaueue pv



Konverze na pole a z pole

¢ Doplnime do tfidy ListQueue metodu:

def to_array(self):
a=[]
self.iter(lambda x: a.append(x))
return a

® Funkce pro vytvoreni seznamu z pole

def array_to_queue(a):
g=ListQueue ()
for x in a:
q.enqueue (x)
return q

linkedlistqueue.py



Ptiklady

from linkedlistqueue import ListQueue,array_to_queue

g=array_to_queue([4,2,7,3])
print(q.reduce(max,0))

print(q.reduce(lambda x,acc: acc+x,0))
16
print(q.to_array())

[4, 2, 7, 3]



Vyhledavani v seznamu

* Metoda tfidy ListQueue, sloZitost O(n)

def contains(self,x):
""" returns True if the list contains element x """
node=self.head
while node is not None:
if node.data==x:
return True
node=node.next
return False

g=array_to_queue([3,52,69,17,19])
print(q.contains(17))

True
print(q.contains(20))

False



Mazani v seznamu

® Metoda tfidy ListQueue:

def remove(self,x):
""" removes an element x, if present """
node=self.head
prev=None
while node is not None:
if node.data==x:
if prev is None:
self .head=node.next
if self.head is None:
self.last=None
else:
prev.next=node.next
prev=node

node=node.next
linkedlistqueue.py



Mazani v seznamu

* Priklad
from linkedlistqueue import ListQueue,array_to_queue

g=array_to_queue([3,2,5,8,11])
q.remove (5)
print(q.to_array(Q))

[3, 2, 8, 11]

q.remove (3)
print(q.to_array())

[2, 8, 11]

q.remove (11)
print(q.to_array())

[8, 11]



Usporadany spojovy seznam — fazeni

Seznam budeme udrZovat sefazeny.

Seznam lze prochazet jen ‘odpfedu’ (od self.head).

Vkladani (insert) ‘doptedu’ je rychlejsi.

Prvky mohou ¢asto pf¥ichazet srovnané vzestupné (insertion sort)

Seznam budeme ¥adit sestupné, aby vétsi prvky mohly zistat
‘vpFedu’.



Ve r

Usporadany spojovy seznam — vkladani

class OrderedList(ListQueue):
def insert(self,x):
newnode=Node (x); prev=None; node=self.head
while node is not None and x<node.data:
prev=node
node=node.next
if node is None: # newnode patfi na konec
if self.head is None: # seznam je préazdny
self.head=newnode
else:
self.last.next=newnode
self.last=newnode
else:
if prev is None: # newnode pat¥i na zalatek
self.head=newnode
else: # newnode patfi mezi prev a node
prev.next=newnode
newnode.next=node
self.count+=1

LI L PR | L



Razeni vkladanim a spojové seznamy

def insertion_sort_linkedlist(a):
""" sorts array a inplace in ascending order """
g=0OrderedList ()
for x in a:
q.insert (x)
for i in range(len(a)-1,-1,-1):
ali]l=q.pop() # from the highest value

insertion_sort_linkedlist.py



Spojovani seznamii v konstantnim case

® Doplnime do t¥idy ListQueue metodu

def concatenate(self,l):

""" destruktivne pridej seznam ’1l’ na konec """
if 1.last is None:

return
if self.last is None:

self .head=1.head
else:

self.last.next=1.head
self.last=1.last
self.count+=1.count
1.head=None # smaZz list ’1°
1.last=None
1.count=0

linkedlistqueue.py.



Spojovani seznamii — priklad

from linkedlistqueue import ListQueue,array_to_queue

g=array_to_queue([1,2,3])
r=array_to_queue([4,5])
q.concatenate(r)
print(q.to_array())

linkedlist_examples.py



Oboustranna fronta

Linedrni datova struktura kombinujici frontu a zdsobnik.

Spoj.sez.
operace zasob. fronta oboustranna fronta  jedn. dvoj.
pFidej na zatdtek 0(1) 0(1) o(1) 0()
pridej na konec 0(1) 0(1) o(1) o0()
odeber ze zaddtku | O(1) O(1) 0(1) o(1) 0()
odeber z konce 0(1) o(n)t 0(1)
iterace vpred ano ano
iterace vzad ano

zaldtek = self.head
konec = self.last
#.0(1), pokud mame odkaz i na predchozi uzel.



Aplikace oboustranné fronty

e 73sobnik s omezenou délkou

® Seznam navstivenych stranek v prohlizeci
® Undo/redo operace v textovém &i grafickém editoru

Ve Ve Ve o 7 ‘ 7 1
® Rozvrhovani pro vice procesorti — volné procesory mohou ‘ukrast
proces jinym.

® Nalezeni maxima v8ech souvislych podsekvenci dané délky.



Spojovy seznamu — shrnuti

Podporuje mnoho operaci v &ase O(1). ..

® ...za cenu vé&t3ich asovych a pam&tovych naroki (konstantni
faktor)

Pomoci spojového seznamu miiZzeme implementovat zasobnik i
frontu.

Dvojit& zFetézeny spojovy seznam umi rychle vice operaci (iterace
vzad, vypusténi prvku uprostfed) za cenu opét v&tsich Casovych a
pamé&tovych naroki (konstantni faktor).
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