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VYHLEDAVACI STROMY

AVL strom
Operace Find, Insert, Delete
Rotace L, R, LR, RL

B-strom
Operace Find, Insert, Delete
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AVL strom -- G.M. Adelson-Velskij & E.M. Landis, 1962

AVL strom je BVS s pfidanymi vlastnostmi, AVL ma také operace
které jej udrzuji (témér) vyvazeny. Find, Insert, Delete.

Kazdy uzel registruje hloubku
svého levého a pravého podstromu,
hloubka prazdného stromu je -1.

V kazdém uzlu je rozdil vysek
obou podstromi roven -1, 0, 1.

V tomto pripadé: Vyska stromu = hloubka stromu
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Vlozeni uzlu mize zpusobit rozvazeni AVL stromu.

V kazdém uzlu ma byt rozdil vysek
obou podstromt roven -1,0, 1 !!

Insert 30

Levy podstrom uzlu 51 je prilis hluboky,
Zménéné hloubky | | strom piestal byt AVL.
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Vyvazeny strom
po pravé
jednoduché rotaci,
tzv. R rotaci




Insert 30

beze zmén
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Rotace R obecné

Pred

Po
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Rotace L obecné

Pred

Rotace L je symetrickym obrazem
rotace R, jinak se od ni nelisi.

Po
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AVL strom

Strom pro demonstraci LR rotace
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Vlozeni uzlu mize zpusobit rozvazeni stromu.

V kazdém uzlu ma byt rozdil vysek
obou podstromt roven -1,0,1 !!

Insert 38

Pouziti rotace R by nepomohlo,

!-e"i", PO dstrom’uzlu 31 prilis hlubokym by se stal puvodni
Jeprills vhluboky', pravy podstrom uzlu 34 diky tomu,
Slel el il ze by se jeho hloubka vibec nezménila

a hloubka levého podstromu 51 by klesla.
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Naprava rozvazeni pomoci LRrotace

Vyvazeny strom
po dvojité
LR rotaci
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Naprava rozvazeni rotaci

Insert 38

Smery rotace—p-

Podstromy
beze zmén A

LR rotace

v uzlu 34 a 51 @’« m@
oHo
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Rotace LR obecné

Pred

Po
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Rotace RL obecné

Pred

Rotace RL je symetrickym obrazem
rotace LR, jinak se od ni nelisi.

Po

12



A4B33ALG 2011/ 06

Pravidla pro aplikaci L, R, LR nebo RL rotaci

Od pridaného uzlu postupujeme smérem
ke koreni a aktualizujeme hloubky podstromt v kazdém navstiveném uzlu.

Kdyz narazime na rozvazeny uzel, do kterého jsme bezprostredné dosli
* dvéma hranami doprava nahoru
provedeme v tomto uzlu R rotaci.

* dvéma hranami doleva nahoru,
provedeme v tomto uzlu L rotaci.

* hranami doleva a pak doprava nahoru,
provedeme v tomto uzlu LR rotaci.

* hranami doprava a pak doleva nahoru,
provedeme v tomto uzlu RL rotaci.

Po provedeni jedné rotace po operaci Insert je AVL strom opét vyvazen.

Po provedeni jedné rotace po operaci Delete (viz dale) strom vyvazen
byt nemusi, je nutno kontrolovat a pripadné aktualizovat vyvazeni
az ke koreni vcetné.

13
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Delete v AVL stromu

Strom pro demonstraci rotace po smazani uzlu

Delete 16

Delete probéhne standardné jako v obyC€ejném BVS.

Poté postupujeme od mista smazani nahoru ke koreni
a aktualizujeme vysky podstromu v kazdém uzlu.
Pri rozvazeni aplikujeme rotaci podobné jako pfri vkladani.
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Delete v AVL stromu

Delete 16

Zmeénéné hloubky
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Delete v AVL stromu

Zmeénéné hloubky

Z rozvazeného uzlu 51 prozkoumame koren sousedniho podstromu,

nez ze kterého jsme prisli, vtomto pripadeé uzel 84. Ma-li tento oba své
podstromy stejné hluboké pouzijeme jednoduchou L nebo R rotaci.

Ma-li je rizné hluboké (nejvyse se lisi o 1), rozhodneme,

zda pouzijeme L, R, LR, RL rotaci, jako kdyby rozvazeni (uzel 51) vzniklo

naopak pridanim uzlu do tohoto sousedniho podstromu (s kofrenem 84).
V tomto pripadeé pouzijeme RL.

16
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Delete v AVL stromu

Delete 16

Zménéné hloubky

Po rotaci RL
v uzlu 84 a 51

17
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Nutnost vicenasobnych rotaci po operaci Delete.

Priklad. Pred operaci Delete je
AVL strom vyvazeny.

m@%m

Vyvazeno.
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Implementace operaci v AVL stromu
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// homework. ..

Asymptotické slozitosti operaci Find, Insert, Delete v BVS a AVL

BVS s n uzly AVL strom s n uzly
Operace Vyvazeny |Mozna Vyvazeny
nevyvazeny
Find O(log(n)) |[O(n) O(log(n))
Insert O(log(n)) |O(n) O(log(n))
Delete O(log(n)) |O(n) O(log(n))

19
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B-strom -- Rudolf Bayer, Edward M. McCreight, 1972
VsSechny cesty z korene do listu jsou stejné dlouhé
tj. B-strom je idealné vyvazeny.
Kli¢e jsou v uzlu serazené.
Fixni k > 1 pro cely strom urcuje velikost v§ech uzlu.

Kazdy uzel kromé korene ma nejméné k a nejvyse 2k klicq,
kazdy vnitini uzel tedy ma nejméné k+1 a nejvyse 2k+1 potomki.

Kofen muze mit libovolny pocet klicti od 1 do k. Neni-li zaroven listem,
ma alespon 2 potomky.

klice < X X <klice<Y Y < klice

20
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B-strom -- alternativni specifikace

Cormen et al. 1990: Stupen B-stromu:
Horni a dolni hranice poc¢tu kli¢l v uzlu je dana parametrem t > 2:

a. Kazdy uzel rizny od korene obsahuje alespon t-1 klic¢.

Tudiz kazdy vnitrni uzel rizny od korene ma alespon t potomku.
b. Kazdy uzel obsahuje nejvyse 2t—1 klicu.

Tudiz kazdy vnitfni uzel ma nejvyse 2t potomkau.

‘x‘x‘x‘xlxlxixlxlxl lxlxlxlxlxlxlxi i | IEIEI s

min klicu = 4
min klica =1 min potomkl =5
min potomkl =2

max kliét =9
max kli¢a = 3 max potomku =10
max potomku =4
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B-strom -- Find

Najdi 17 / 18 | |

-
ﬂ[;]ll 2641 |

b
112 4(5| 10112 15(16(17 19(20(22|25| (27|36 42(45|60

V uzlu se vyhledava sekvenéné (lze také vyuzit puleni intervalu apod).
Pokud uzel neni listem a kli¢ v ném neni,

hledani pokracuje v odpovidajicim potomku.
Pokud uzel je listem a kli€¢ v ném neni, nenalezeno.
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B-strom -- aktualiza€ni strategie

Vicefazova a jednofazova strategie

1. Vicefazova strategie: “Res problém, az kdyz vznikne”.

Nejprve vlioz nebo smaz aktualni kli¢ a teprve potom, pokud je to nutné,
uprav strukturu stromu.

Muze se stat, ze pak bude nutno béhem Uprav prochazet strom zpét az
ke koreni.

2. Jednofazova strategie: “Predchazej budoucim problémum”.

Postupuj od korene na misto, kde ma byt kli¢/uzel vlozen/smazan a
béhem postupu upravuj strukturu stromu tak, aby po vlozeni/smazani
nebylo nutno vracet se smérem ke koreni.
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B-strom -- Insert Vicefazova strategie

B-strom

Vloz 5

Vioz 20

24
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B-strom -- Insert Vicefazova strategie

Vloz 27
2[4]5
Sefad’ mimo strom. [ 2736414245 '@
J
Vyber median, 41|
vyvoF novy uzel, _—
presun do néj hodnoty 27|36 42|45

vétsi nez median.

Median zkus viozit
do rodice.

Zdarilo se.

25
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B-strom -- Insert Vicefazova strategie

Vioz 15

Sefad mimo strom. [ 1012141516 }I:)b

Vyber median, 14
Vvyvor novy uzel,
presun do néj hodnoty 10[12 1516

vétsi nez median.
: ﬂ

Median zkus vlozit m 8 [17126l41
do rodice. ~ / J § ~~
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B-strom -- Insert Vicefazova strategie

Bylo viozeno 15 do listu...

... hutno vlozit 14 do rodice.

Rodi€ je zaplnén — Analogicky dalsi postup smérem ke koreni.

Serad’ mimo strom. % [ 8 1417 2641 }I@

Vyber median,

vyvor novy uzel,
presun do néj hodnoty
vétsi nez median.

Median nelze vlozit do
rodi€e, zadny rodi€ neni,
tedy se zridi novy koren.
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B-strom -- Insert Vicefazova strategie ﬂ

Rekapitulace - vioz 15

V kazdém patre pribyl jeden uzel, kromé toho pribyl novy koren,
strom ale roste smérem "vzhuru", zGistava idealné vyvazeny.
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B-strom -- Delete Vicefazova strategie

Mazani v dostatcne
plném listu.

Smaz 4
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B-strom -- Delete Vicefazova strategie

Mazani ve vnitrnim uzlu
r y~ 1 4
Smazany kli€ se nahradi

nejblizSim vétSim (mensim)
kli¢em, podobné jako v BVS.

Smaz 17
8 [14 26]41
P215] 1 | no[z | | 15nel 1 ||092022125 27136 | | 424560

Nejblizsi vétsi (mensi) kli€ je vzdy v B-stromu v listu,
ma-li tento list dostatecny pocet klicl, jsme hotovi.

19

814 26(41

$215] 1 | N0[2 15[16 20[22[25] | [[27[36 42[45[60
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B-strom -- Delete Vicefazova strategie

Mazani v nedostatcné
plném listu.

Ale sousedni list
je dostatec¢né pliny.

Smaz 27

Sjednot’ klice s klici v sousednim listu
a s délicim klicem v rodici a serad.

{ 3641424560 }

Median sjednoceni vioz ﬂ
na misto puvodné déliciho klice, 26(42] |
mensi a vétsi klice nez median
rozdeél do levého a pravého listu. 36|41 45/60
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B-strom -- Delete Vicefazova strategie

Rekapitulace - smaz 27

27 korektné smazano Uzly beze zmény []
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B-strom -- Delete Vicefazova strategie

Mazani v nedostatcné
plném listu.

Ani sousedni list
neni dostatecne piny.

Smaz 12

Sjednot’ klice s klici v sousednim listu
a s delicim klicem v rodici a serad.
VSe vioz do puvodniho listu,
sousedni list smaz,

délici kli¢ v rodici také smaz.
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B-strom -- Delete Vicefazova strategie ﬂ

Rodi€ nesplnuje

Smazano 12 podminku B-stromu

Rodié, ktery poskytl kli¢ potomku, neni dostatecné pliny.
Aplikujeme na néj (a pripadné iterativné na jeho rodice) tentyz postup
spojeni klict a sousednich uzlli a presun déliciho prvku z rodice.
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B-strom -- Delete Vicefazova strategie

Rekapitulace - smaz 12

Smazano 12 a strom byl adekvatneé restrukturovan.

Uzly beze zmény

35
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B-strom -- Insert Jednofazova strategie

Priklad: Cormen et al. 1990: t = 3, min stupen 3, max stupen = 6,
min kli¢a v uzlu (kromé kofene) = 2, max klié¢t v uzlu = 5.

Neovlivhéné

uzly TN

36
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B-strom -- Insert Jednofazova strategie

" Rozdél kofen, protoze je plny,
| a pokracCuj sméerem K listu viozit L.

Insert L

Neovlivhéné
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B-strom -- Delete Jednofazova strategie

Delete F

E"“ Neovlivhéné

uzly

DalSi pfipady 2. a 3. zaruCuji, ze smazani vzdy probéhne v uzlu s alespon t klici,
takze po smazani klice k nebude nutno nutno list spojovat se sousedy a
opravovat strom ve vnitfnich uzlech smérem zpét ke koreni.
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B-strom -- Delete Jednofazova strategie

Delete M

[2. Kdyz je kli€ k ve vnitfrnim uzlu X, udéle;j: ]
e A
2a. Kdyz ma potomek Y vlevo od kli¢e k v uzlu X alespon t kli¢t, najdi maximalni
kliC k,, v podstromu s kofenem Y. Nahrad' v X kliC k klicem k, and rekurzivne
pokracuj mazat k, v podstromu s korenemY.

(b. Pokud ma Y méné nez t klica, pak zkoumej potomka Z vpravo od klice k v X a

pokud Z ma alespon t kli€l, postupuj analogicky (s hledanim minima) jako ve 2a.
\. J
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B-strom -- Delete Jednofazova strategie

Delete G

2c. Jinak, t.j. kdyz Y a Z maji jen t—1 kli¢u, prfesun k a klice uzlu Zdo uzlu Y.
Tim v X ubyde kli¢ k a ukazatel na Z. Uzel Y nové obsahuje 2t—1 klicu.
Fyzicky smaz Z and pokracuj rekurzivné smazanimk v Y.
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B-strom -- Delete Jednofazova strategie

/3. Kdyz vnitfni uzel X neobsahuje kli€ k, urCi toho potomka X.c uzlu X, ktery je\
kofenem podstromu, v némz lezi k, pokud se k ve stromu vubec vyskytuje.
Pokud ma X.c pouze t-1 kli¢u, proved podle okolnosti krok 3a nebo 3b,

aby bylo zaru€eno, ze z uzlu X bude operace mazani pokraCovat v takovéem
jeho potomku, ktery ma alespon t klicu. Poté se presun do tohoto potomku a
Kpokraéuj rekurzivne. /

Delete D m
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B-strom -- Delete Jednofazova strategie

Delete D E““

- @
S G — e

A|B DE[J[K N[O Q[(R|S Ujv Y|Z

3a. Pokud uzel X.c a oba jeho sousedni sourozenci (pokud existuji) obsahuji
t—1 klicd, presun klice z jednoho sourozence do X.c, smaz tohoto sourozence
a navic do X.c presun z X kliC, ktery bude nyni medianem v X.c.
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B-strom -- Delete Jednofazova strategie

Delete B

4 )

3b. Pokud uzel X.c obsahuje t—1 kli¢u a jeho sousedni sourozenec Y obsahuje
alespon t kli¢u, presun z X do X.c. kli¢ m rozdélujici X.c. a Y. Na byvalé misto
m v X presun patficny krajni (nejvétsi nebo nejmensi) kli¢ z Y. Prislusny krajni
odkaz v Y na jeho potomka presun do X.c ke kliCi m.

\_ J
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B-strom -- asymptotické slozitosti operaci

Find O(b - logp n)
Insert O(b - logp n)
Delete O(b - logp n)

n je pocet klicll ve stromu, b je vétvici faktor, tj. Frad stromu t;j.
maximalni pocet potomku uzlu.

Poznamka: Nékteri autori (napr. CLRS) definuji rad (order) B-stromu
jako [b/2], tj. minimalni pocet potomku vnitiniho uzlu razného od
korene. Terminologie neni ustalena, je treba vzdy vztahy interpretovat
v patfi€énych souvislostech.
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