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Kapitola 1

Znaceni a zakladni pojmy

1.1 Znaceni

Pokud potkate ve skriptech slovo vysazené tuéné, jde o nové zavedeny pojem, ktery mate po-
chopit a zapamatovat si. Ve skriptech tedy nepotkate slovo ‘definice’, protoze vSechna tucéna
slova jsou definice. Slova vysazena kurzivou znamenaji bud’ zduraznéni, nebo novy avsak vse-
obecné znamy pojem. Odstavce, véty, dukazy, priklady a cviceni oznacené hvézdickou (%) jsou
rozsitujici (a ¢asto zajimavé) a neni nezbytné umét je ke zkousce. Je-li za néjakym tvrzenim v
zavorce pokyn odvod’te!, proved’te!, ovérte! ¢i otazka proc?, znamena to, ze spravnost tvrzeni
neni patrnd na prvni pohled, ale snadno ho dokéazete, kdyz se nad nim zamyslite nebo si to
napisete na papir.

Zopakujme nejdiive matematické znaceni, které se pouziva v celych skriptech a které by
¢tenal mél bezpecné ovladat.

1.1.1 Mnoziny

Nazvy mnozin budeme psat velkymi sklonénymi pismeny, napt. A nebo X. Budeme pouzivat
standardni mnozinové znaceni:

{ai, ..., a,} mnozina s prvky aq,...,a,

aeA prvek a patii do mnoziny A (neboli a je prvkem A)

ACB mnozina A je podmnozinou mnoziny B, tj. kazdy prvek z A patii do B
A=B mnozina A je rovna mnoziné B, plati zaroven A C Ba B C A

{a€ A | p(a)} mnozina prvki a z mnoziny A, které spliuji logicky vyrok ¢(a)

AUB sjednoceni mnozin, mnozina {a | a € Aneboa € B}

ANB prunik mnozin, mnozina {a |a € A, a € B}

A\ B rozdil mnozin, mnozina {a |a € A, a ¢ B}

(a1,...,a,) usporadand n-tice prvku aq, ..., a,

Ay x---x A, kartézsky souc¢in mnozin, mnozina { (ay,...,a,) | a1 € Ay,...,a, € A, }
A" kartézsky soucin n stejnych mnozin, A" = A x --- x A (n-krat)

0 prazdna mnozina

Ciselné mnoziny budeme znacit takto:



mnozina prirozenych ¢isel

mnozina celych cisel

mnozina racionalnich ¢isel

mnozina realnych cisel
" mnozina nezapornych realnych ¢éisel {x e R [z >0}
4t mnozina kladnych redlnych ¢éisel {x e R |z >0}
[x1,25] uzavieny redlny interval {x e R | z; <z < x5}
(x1,22) otevieny redlny interval {z € R | 2y <z <y}
[z1,29) polouzavieny redlny interval {z € R | xy <z < x9}
C mnozina komplexnich ¢isel

AAEAONZ

Desetinna ¢isla budeme psat jako v angli¢tiné s desetinnou teckou, napt. 1.23 namisto 1,23.

1.1.2 Zobrazeni

Zobrazeni (angl. mapping, map) z mnoziny A do mnoziny B zna¢ime
fiA—B (1.1)

nebo (méné casto) A 4 B. Zobrazeni si mizeme predstavit! jako ‘Cernou skifiiku’, kterd kaz-
dému prvku a € A (vzoru) pritadi pravé jeden prvek b = f(a) € B (obraz). Slovo funkce
(angl. function) znamend presné totéz jako zobrazeni, obvykle se v8ak pouziva pro zobrazeni
do ¢iselnych mnozin (tedy B = R, Z, C apod.). Transformace je zobrazeni néjaké mnoziny do
sebe, tedy f: A — A.

Obraz mnoziny A’ C A v zobrazeni f: A — B znacime
fA)={f(a)lac A} ={beB|b= f(a),ac A"} (1.2)

(¢arka v definici pravé mnoziny znaci konjunkci, tedy jde o mnozinu vsech b € B které splnuji
b= f(a) a zdrover a € A’). Napt. je-li A’ = {1,3,4, —1} C Z azobrazeni f: Z — 7 je definované
predpisem f(a) = a?, je f(A) = {a®> | a € A} ={1,9,16}. Je-li A’ = {a € A | ¢(a)} a
f: A — B, pouzivame zkratku

f(A)={f(a)|ac A ¢la)} ={beB|b= f(a), a € A p(a)} (1.3)

nebo jen { f(a) | ¢(a) }, pokud je A jasné z kontextu. Napi. {2? |z € R, -1 <x <1} =10,1).
Zobrazeni se nazyva
e injektivni (neboli prosté), jestlize kazdy vzor ma jiny obraz, tj. f(a) = f(d') = a=d'.
e surjektivni (neboli A na B), jestlize kazdy obraz ma aspon jeden vzor, tj. f(A) = B.
e bijektivni (neboli vzdjemné jednoznacné), jestlize je zéroven injektivni a surjektivni.
Méjme dvé zobrazeni f: A — B a g: B — C, neboli A 5 B % C. Slozent zobrazent fag
je zobrazeni g o f: A — C definované jako (g o f)(a) = g(f(a)) pro kazdé a € A.

!Pfesn4 definice je nasledujici: zobrazeni f: A — B je podmnozina kartézského soucinu A x B (tedy relace)
takovd, ze (a,b) € f a (a,b') € f implikuje b=1V".



1.1.3 Funkce a zobrazeni vice realnych proménnych
Usporadané n-tici x = (21,...,2,) € R" redlnych ¢isel fikdme (n-rozmérny) vektor. Zapis
f: R" - R™ (1.4)
oznacuje zobrazeni, které vektoru x € R" priradi vektor
f(x)="1F(x1,...,2,) = (fi(x), ..., (%)) = (f1(z1, ..., 20), -, frn(X1, . 20)) € R™,

kde fi,..., fm: R" — R jsou slozky zobrazeni. Piseme také f = (f1,..., fi). Obrazek ilustruje
zobrazeni f: R® — R%:

T1 ——»

— fi(z1, 22, 23)
Ty ——> f
r3—p > f2(.’1§1,113’2,$3)

Pro m = 1 jsou hodnotami zobrazeni skaldry a budeme psat jeho jméno kurzivou, f. Pro
m > 1 jsou hodnotami zobrazeni vektory a proto jméno budeme psat tucné, f. I kdyz slova
‘funkce’ a ‘zobrazeni’ znamenaji jedno a to samé, je casto zvykem pro m = 1 mluvit o funkci a
pro m > 1 o zobrazeni.

Je-li n € {1,2,3}, casto budeme proménné zobrazeni f: R" — R™ znacit x,y, z misto
T1, T2, x3. Napi. pro f: R? — R je pohodInéjsi psat f(z,y) = #?—xy misto f(z1,12) = 22 —z125.

1.2 Minimum a infimum

Pro mnozinu Y C R definujeme tyto pojmy (opakovani z analyzy):
e Dolni mez mnoziny Y je kazdé ¢islo a € R, pro které a < y pro vsechna y € Y.
e Infimum mnoziny Y je jeji nejvétsi dolni mez. Znacime jej inf Y.
e Nejmensi prvek (neboli minimum) mnoziny Y je jeji dolni mez, kterd v ni lezi. Pokud
takova dolni mez existuje, je ur¢ena jednoznacné. Znac¢ime min Y.
Horni mez, nejvétsi prvek (maximum, maxY’) a supremum (sup Y') se definuji analogicky.
Minimum ¢i maximum podmnoziny redlnych ¢isel nemusi existovat. Je hlubokou vlastnosti
realnych ¢isel, ze v nich existuje infimum [supremum]| kazdé zdola [shora] omezené podmnoziny.

Tato vlastnost mnoziny R se nazyva tplnost.
Zaved'me dva prvky —oo a +o0o (které nepatii do mnoziny R) a definujme —oo < a < +00

pro kazdé a € R. Pokud mnozina Y je zdola [shora] neomezend, definujeme infyY = —oo
[supY = +o0]. Pro prédzdnou mnozinu definujeme inf () = 400 a sup ) = —oco.
Priklad 1.1.

. Mnozina vsech hornich mezi intervalu [0, 1) je [1, +00).

. Mnozina vSech hornich mezi mnoziny R je ().

1

2

3. Mnozina vSech hornich mez{ mnoziny () je R.

4. Interval [0, 1) nem& nejvétsi prvek, ale mé& supremum 1.
5

. Minimum mnoziny { 1/n | n € N} neexistuje, ale infimum je rovno 0.



6. Maximum mnoziny {z € Q | 22 < 2} = [-v/2,v2] N Q neexistuje, ale supremum je
TOVIO \/Q

7. max{1,2,3} = sup{1,2,3} = 3 (minimum a maximum kazdé konetné mnoziny existuji a
jsou rovny infimu a supremu)

8. Mnozina R nemd nejmensi prvek, tedy min R neexistuje.

9. Prdzdna mnozina () nemd nejmensi prvek, tedy min ) neexistuje. O

1.3 Extrémy funkce na mnoziné

Méjme funkci f: X' — R a mnozinu X C X’. Necht’ z € X je takové, ze f(x) < f(2') pro
vsechna 2’ € X. Pak x nazveme minimum funkce f na mnoziné X, nebo také rikame, ze funkce f
nabyvda minima na mnoziné X v prvku x. Chceme-li byt presnéjsi, takovy prvek z nazyvame
minimalizujici argument nebo argument minima (angl. minimizer) funkce na mnoziné. Cislo
f(x) nazyvame minimdlni hodnotou funkce f na mnoziné X a piSeme

f(z) = min f(z). (1.5)
z'eX
Pokud navic je f(z) < f(2') pro vSechna 2’ € X \ {z}, mluvime o ostrém minimu. Mnozinu
vSech minimalnich argumentu funkce f na mnoziné X znacime

argmin f(z) = {z € X | f(z) < f(2/) Vo' € X } C X. (1.6)
reX

Podobné definujeme maximum funkce na mnoziné. Minima a maxima funkce se souhrnné
nazyvaji jeji extrémy nebo optima. Pokud odkaz na mnozinu X chybi, mysli se X = X',

Je uzitecné se k minimu funkce na mnoziné postavit ponékud abstraktnéji. Necht’ Y C R.
Prvek y € Y nazveme nejmensi prvek (nebo také minimdlni prvek) mnoziny Y, jestlize y < ¢/
pro vsechna y" € Y. Nejmensi prvek zna¢ime min Y. Ne kazdd mnozina Y C R mé nejmensi
prvek (napf. interval (0, 1] ho neméd). Na druhou stranu, Y m4 nejvyse jeden minimdlni prvek.

Oznacéme nyni

J(X)={f(@)[ze X} CR

obraz mnoziny X funkci f. Pokud mnozina f(X) mé nejmensi prvek, definujeme

min f(z) = min{ f(z) | 2 € X } = min f(X). (1.7)

zeX

Funkce nemusi mit na mnoziné minimum, coz plyne z toho, ze ne kazdd mnozina ¥ C R
mé minimalni prvek. V tom pfipadé je mnozina (1.6) prazdna.

Priklad 1.2.
e Necht’ X' = X = [1,00) a f(x) = 1/z. Mdme f(X) = (0,1]. Ale mnozina (0, 1] nemd
minimalni prvek, proto funkce f na mnoziné X nema minimum.

o miﬂg|x—1| =min{|r— 1| |z € R} =minR; =0, argmin |z — 1] = {1}
x€ z€R

e Necht’ f(x) = max{|z|,1}. Pak argmin f(x) = [-1,1].



o Necht' (ar,as, ..., as) = (1,2,3,2,3). Pak? m%leal- =3, argmaxa; = {3,5}. [
= i=1

1.4 Uloha spojité optimalizace

Matematickou optimalizaci rozumime hleddani minima néjaké funkce f: X’ — R na néjaké
mnoziné X C X'. Tato formulace je velmi obecna, nebot” mnozina X muze byt zcela libovolna.
Tento kurs se zabyva spojitou optimalizaci, ve které X’ = R™ a mnozina X ma nespocetny
pocet prvku a je popsana jako mnozina feSeni soustavy rovnic a nerovnic. Tedy X je mnozina
viech vektoru (z1,...,x,) € R™ spliujicich

gi(z1, ... x,) <0, i=1,...,m (1.8a)
hi(ZEl,...,l‘n): y 1= ,...,l (18b)

pro dané funkce gi,...,9m, h1,..., s R — R. Funkce f, g;, h; jsou obvykle spojité a casto i
diferencovatelné a mnozina X je obvykle nespocetnd a souvisld (nebo je aspon sjednocenim ma-
1ého poétu souvislych mnozin). Rikdme také, ze minimalizujeme funkci f(x) za podminek (1.8)
ptip. (1.10). To lze psat také jako

min  f(z1,...,7,)
za podminek g;(z1,...,2,) <0, i=1,...,m (1.9)
hi(ZL'l,...,ZL'n)ZO, Z:]_,,l
T1,...,Ty € R
Podminka xy,...,z, € R neni vlastné omezenim, casto se ale pise, aby bylo jasné, co jsou

proménné ulohy. Toto je tedy wuloha spojité optimalizace v obecném tvaru.
Soustavu (1.8) lze napsat kratceji ve vektorovém znaceni jako

g(x) <0, (1.10a)
h(x) = 0, (1.10b)

kde g: R" — R™, h: R” — R! a 0 znaéf nulové vektory piislusné dimenze. Tedy
X={xeR"|g(x) <0, h(x)=0}.
Ve shodé se znacenim (1.3) se pak tloha (1.9) muze zapsat jako
min{ f(x) | x € R", g(x) <0, h(x) =0}. (1.11)

V matematické analyze se fesenim tlohy (1.9) ¥ika extrémy funkce f vdizané podminkami (1.8).
Pokud omezeni chybi, mluvi se o volngch extrémech funkce f. V matematické optimalizaci se
vzilo ponékud odlisné nézvoslovi:

e Funkce f se nazyva tcelovd (také pokutovd, cenova, kriteridlni) funkce.

5
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e Prvky mnoziny X se nazyvaji pripustnd reseni, coz je vlastné protimluv, protoze nemusi
byt fesenimi tlohy (1.9). Prvkim mnoziny argmin,y f(x) se pak fika optimdlni resent
nebo optimdlni argumenty lohy. Cislu minye x f(x) se tikd optimdIni hodnota tlohy.

e Rovnice a nerovnice (1.8) se nazyvaji omezujici podminky, kratce omezend.

e Omezeni (1.8a) prip. (1.8b) se nazyvaji omezeni typu nerovnosti prip. typu rovnosti. Pokud
omezeni chybi (m =1 =0), jedna se o optimalizaci bez omezen.

e Pokud je omezeni typu nerovnosti g;(x) < 0 splnéno s rovnosti, tedy ¢;(x) = 0, fikdme, ze
je v bodé x aktivni.

e Pokud X # (), tloha se nazyva pripustnd, v opacném piipade (X = ) je nepripustnd.
Déle uvedeme nékolik piikladu formulace (a Casto i feseni) tloh ve tvaru (1.9). Nékteré z

nich byste méli byt schopni fesit znalostmi a dovednostmi ze stiedni skoly ptip. z analyzy, jde
tedy o opakovani. Jiné predesilaji, co prijde v pozdéjsich kapitolach.

Priklad 1.3. Pastevec vlastni 100 metru pletiva a chce z néj udélat ohradu pro ovce o co
nejvetsim obsahu. Ohrada bude mit tvar obdélnika, z néhoz tii strany budou tvoreny plotem a
zbyla strana fekou (ovce neplavou, feka tedy slouzi jako plot).

Oznaé¢me strany obdélnika jako x,y. Obsah obdélnika je zy a jeho obvod (bez strany tvorené
fekou) 22 + 5. Resime tilohu

max zy
za podminek 2z +y = 100
z,y 20

neboli
max{xy | x>0, y >0, 20+ y = 100 }.

To je dloha s n = 2 proménnymi, m = 2 omezenimi typu nerovnosti a [ = 1 omezenim typu
rovnosti.

I kdyz jde o ilohu s omezenimi, bylo by extrémné nesikovné snazit se ji Tesit formalismem
Lagrangeovych multiplikdtoru ¢i KKT podminek (pokud je nékdo znd). Misto toho z podminky
2z +y = 100 vyjadiime y (presnéji: rovnice 2z 4+ y = 100 je ekvivalentni rovnici y = 100 — 2z)
a dosadime do puvodni tlohy. Tim dostaneme tlohu s jednou proménnou

max{ z(100 — 2z) | 0 < x < 50 },

coz néekdo radéji pise jako max x(100 — 2x) nebo max x(100 — 2z).
0<z<50 2€[0,50]

Tu snadno vyfesime metodami analyzy funkei jedné proménné. Optimalni feseni muze byt
bud’ ve vnitinim bodé nebo v jednom z krajnich bodu intervalu [0,50]. Maximum vyrazu
(100 — 2x) na mnoziné R snadno najdeme pomoci derivace, nabyva se v bodé x = 25. Ten
zaroven spliuje podminku 0 < x < 50. Body na krajich intervalu maji mensi hodnotu kritéria,
tedy nejsou optimalni. Dosazenim dostaneme y = 100 — 2z = 50. U

Priiklad 1.4. Jste na pravém brehu feky Siroké 0.1km a chcete se dostat ke stanu na levém

biehu, ktery je 0.3km po proudu od bodu, ktery je na levém biehu nejblize vam. Reka tece

pomalu, zanedbatelnou rychlosti. Plavete rychlosti 1km/h a chodite rychlosti 3km/h (béhat

odmitate, protoze je vedro). Jaky je nejkratsi cas, za ktery se dokazete dostat ke stanu?
Optimalni draha bude mit tvar jako na obrazku:



0.3

0.1

-

T Yy

Tedy nejdiiv jdeme kus x po pravém biehu, pak preplaveme sikmo do bodu na levém biehu
vzdaleném gy od stanu, nakonec dojdeme kus y po levém biehu.

Muze mit draha jiny tvar? Tézko, pokud prijmeme, ze draha, kterou se dostaneme nejrychleji
z bodu do bodu za predpokladu, ze v kazdém misté prostoru se pohybujeme stejné rychle, je
usecka spojujici tyto dva body.

Celkovy cas je t = %er V012 + (0.3 — 2 — y)2+ %y (hodin). Ten chceme minimalizovat pro
proménné z,y € R. VSimnéte si, ze nepotiebujeme omezeni z,y > 0 ani x + y < 0.3, nebot’ i
bez nich dostaneme pripustné drahy. Ovsem tyto drahy o¢ividné nejsou optimalni, protoze pro
x < 0 bychom na zacatku hloupé kréceli pry¢ od stanu, pro y < 0 bychom doplavali az za stan,
a pro x +y > 0.3 bychom zase plavali pry¢ od stanu. Takze kdybychom tato omezeni ptidali,
tloha by se nezménila (tj. omezeni jsou redundantni).

Mame tedy tlohu se dvéma proménnymi bez omezeni. Ovsem proménné se vyskytuji jen
v souctu, tedy oznacime-li z =z +y, je t = sz + v/0.12 + (0.3 — 2)? (samoziejmé vidime i z
obrazku, ze x nebo y muzeme uvazovat nulové bez ijmy na obecnosti). Pomoci derivace ziskdme
stacionarni bod z = 0.3 — v/2/40 km ~ 264.6 m. Minimélni ¢as je t ~ 0.19428 hodin, tedy asi
11.7 minut. U

Priiklad 1.5. Zlodéj ma zebtik délky 1 a potfebuje se dostat ptes svislou zed’ ze strany, kde
terén (v obrazku cervené) stoupd s konstantni (kladnou) smérnici k. Jak daleko od zdi musi
zlodéj zebiik zapichnout do zemé, aby jeho druhy konec dosdhl co nejvyse na zed'? Jaky bude
v tom pripadé ihel mezi zebiikem a terénem?

Nakreslime situaci (levy obrazek):

svisla zed svisla zed
C C
zebrik delky 1 zebrik delky 1
teren teren
Dl af b«
kxi A f(x)i
O« B O-— B
X X

Hleddme hodnotu z, kterd maximalizuje vysku vrsku zebiiku na zdi |OC| = kx + /1 — 22, za
podminky x > 0 (protoze zebiik nemuzeme zapichnout za zed’). Tuto podminku ale muzeme
ignorovat, protoze zjevné zadna poloha s z < 0 nebude optimdlni (vrsek bude niz nez pro
jakékoliv z > 0). Tedy opét analyza jedné proménné: podminka stacionarity je k = z/v/1 — 22,
z toho x = 1/4/1+ 1/k%. Jedna se o maximum, coz muzeme ovérit pomoci druhé derivace
(musi byt zdpornd), ale je to i vidét.

Ukézeme, ze pro optimalni = bude zebiik kolmy k terénu (tj. « = 7/2). Z podminky k =
x/V1—2? vidime, ze |AD|/|CD| = k, protoze |AD| = = a |CD| = v/1 — 2. Ale z definice
smérnice je také kx/x = |DO|/|AD| = |AB|/|BO| = k. Tedy pravotuhlé trojihelniky DCA,
BOA a DAO jsou si podobné. Protoze soucet tihlu v trojuhelniku je 7, thel CAO (tj. a) musi
byt pravy.



Tento vysledek jsme mohli uhodnout nasledujici ivahou: pokud a < 7, pak zmensenim x
K

vrsek Zebifku C' povyleze vzhiru. Podobné pro o > 7 a zvétseni x. Kdyz ale o = 7, pak
zmenseni i zvétSeni x zptusobi pokles bodu C. Jinymi slovy, z obrdzku vidime, ze o = 7 je
lokalni maximum.

Ulohu nyni zobecnime tak, Ze terén neméd tvar piimky f(x) = kz, ale obecné neklesajici
diferencovatelné funkce f(z) (viz obrazek nahote vpravo). Dosahuje-li zebfik na zdi (bod C)
nejvyse, jaky bude uhel (opét oznaceny «) mezi zebiikem a terénem? Minimalizujeme vyraz

f(x) + /1 — 22, Stacionarni podminka je f'(x) = x/+v/1 — x2. To opét znamend, ze je zebiik
kolmy k terénu (odvozeni podobné jako minule). U

Priiklad 1.6. Jdete chodbou o §itce 8 m, ktera zataci do pravého uhlu a zaroven se zuzuje na
sitku 1m (viz obrazek). Jakd je nejvetsi mozna délka rovné tuhé tyce, se kterou lze zatdckou
projit? Pozaduje se, abyste ty¢ drzeli stale vodorovné.

Nejdelsi ty¢, se kterou projedeme, se uré¢ité bude dotykat vnitintho rohu chodby (viz obra-

zek):

Uvazujme pravouhly trojihelnik, jehoz prepona je ty¢ (na obrézku ¢ervené) dotykajici se tohoto
rohu a odvésny jsou oznaceny x a y. Potfebujeme najit délky x a y, pro které bude délka odvésny
minimélni (to bude chvile, kdy bychom uz delsi ty¢ nepronesli). Trojihelnik mé vrcholy (0, 0),
(,0) a (0,y). Z podobnosti trojihelniki mame (x — 1)/1 = 8/(y — 8). Za této podminky
minimalizujeme ¢tverec délky odvésny x? + 32, Méli bychom pfidat jesté podminky x,y > 0,
ale opét se snadno ukéaze, ze v optimélnim teseni budou splnény.

Z podminky vyjadiime y = (8z)/(x — 1) = 8/(1 — 1/z) a dosadime do kritéria, takze
minimalizujeme x?+64/(1—1/z)?. Stacionarni podminka je 2z(z3 —3z*+3z—65)/(x—1)3 = 0,
coz je ekvivalentni 2x(x® — 322 + 3z — 65) = 0 za piedpokladu = # 1. BohuZel, to je rovnice
4. stupné. Jeji jediné realné feseni je x = 5, coz se da uhodnout nebo pouzit vhodny numericky
algoritmus. Z toho y = 10. Tedy nejvétsi mozna délka tyce je /22 + y2 = /52 + 102 = 5v/5 ~
11.18034.

Existuje jiny, jednodussi zpusob feSeni, kterym se navic vyhneme rovnici 4. stupné. Délku
tyce lze napsat jako 8/ cosa + 1/sina kde « je uhel mezi tyci a osou z. Hleddme «, pro které
je tato délka minimalni. Stacionarni podminka je 2 sin o = cos «, tedy tan o = % Lze ovérit, ze
jde o minimum. O

Priklad 1.7. Na zahradé vam rostou melouny. Dnes je jich tam 200 kg. Kazdy den melouny
narostou o 5kg, ale cena 1kg melounu na trhu klesne o 10 haléitu. Pokud dnesni cena 1kg
melount na trhu je 9 K¢, jak dlouho mate ¢ekat se sklizni, abyste dosahli co nejvétstho zisku?
Predpokladejte, ze melouny sklidite a prodate tentyz den.

Cena na trhu za ¢ dntu je (200 + 5¢)(9 —t/10) = —t?/2 + 25t + 1800. Chceme najit takové ¢,
pro které tato funkce bude maximélni. Porovnédnim derivace s nulou dostaneme stacionarni bod
t = 25, ktery je maximem.



Ovsem pozor: spravné jsme méli pozadovat, aby ¢ bylo nezdporné a celociselné, tedy ¢ > 0
at € 7Z. V nasem pripadé jsme méli stésti a optimalni feseni ¢ tyto podminky spliuje. I kdyby
je nesplnovalo, snadno bychom z néj spocetli optimdlni reseni, které by je splinovalo (jak?).

Prakticky zaméreny ¢tendr namitne, ze zadny zelinar by to takto nedélal. Hmotnost melounu
ani jejich vykupni cena nejsou linearni funkce casu a skutecné funkce neni snadné odhadnout.
I kdyby je zelinar znal, jeho kritériem neni jen velikost zisku z melounu, protoze napft. péstuje
i spoustu jinych véci a v den optiméalni sklizné melounu zrovna musi okopavat okurky.

Veétsina slovnich tloh v téchto skriptech bude takto nerealisticky zjednodusena (pujde o tzv.
toy problems). Skutecné ulohy z optimalizaéni praxe jsou obvykle piilis slozité na to, abychom
je v tomto kursu dokazali uvést a vysvétlit. Tato slozitost je ovSsem casto jen kvantitavniho razu
(vice proménnych a vice omezeni), typ ilohy je stejny jako u nasich zjednodusenych tloh. [

Piiklad 1.8. Najdéte nejmensi kruh, ktery obsahuje dané body ay, ..., a,, € R2
Kruh je mnozina {x € R? | ||x —c|| < r}, kde

Ix[l = (2 + -+ a7) '/

oznacuje eukleidovskou normu vektoru x € R”. Ulohu 1ze napsat jako

min r
za podminek |la;—c|| <r, i=1,...,m
| ﬂ c R (1.12)
reR

Mohla by tam byt jesté podminka r > 0, ta je ale zbytecna, protoze norma je nezaporna.

Tato tloha je konvexni a patii do tiidy programovani na kuzelu druhého fadu (SOCP),
coz si ovSem fekneme az mnohem pozdéji. Na teseni SOCP existuji numerické metody, které
bychom mohli mechanicky pouzit. Algoritmus tesici nasi tlohu lze ale vymyslet i se znalostmi,
které mate nyni, a to nasledujici ivahou.

Nejmensi kruh bude mit vzdy na své hranici (tj. kruznici) aspon jeden bod, protoze jinak
by ho bylo mozno zmensit a tedy by nebyl optimélni. Optimalni kruh muze mit na hranici
libovolny pocet bodu (tfeba vsechny, kdyz budou dané body lezet na kruznici; nebo jen jeden
kdyz bude m = 1, pak bude r = 0). Zaroven vime, ze kruznice je jednoznaéné urcena tiemi
(nekolindrnimi) body. Ulohu tedy fesf tento algoritmus: Projdi viechny jedno-, dvou- a tif-
prvkové podmnoziny danych bodu. Pro kazdou podmnozinu najdi nejmensi kruznici, kterd ji
prochazi a zjisti, jestli ostatni body lezi v tomto kruhu (jehoz hranici je ta kruznice). Nejmensi
z téch kruhu je optimalni.

Vidime, ze pro tuto ivahu jsme matematicky zapis tlohy (1.12) vlastné viibec nepotiebovali.

Zobecnéme nyni tilohu z roviny R? do n-rozmérného prostoru R”. Tedy hleddme nejmensi n-
rozmeérnou kouli, ktera obsahuje dané body ay, ..., a,;, € R". Protoze n-rozmérna koule je urcena
n+ 1 body v obecné poloze, museli bychom prochazet vsechny jedno-, dvou- az (n+ 1)-prvkové
podmnoziny. Pro velké n by tento algoritmus uz nebyl vhodny, protoze mnozstvi podmnozin
by bylo prilis velké. O

Priklad 1.9. Resme tuto linearni soustavu tfech rovnic o dvou neznamych:

r+2y==6
—r+ y=3
r+ y=4



Tato soustava neméd feseni (je preurcend). Chceme najit alespon priblizné reseni.

Termin ‘priblizné feSeni’ neni jednoznacny, ruzni lidé jim mohou myslet ruzné véci. Nejcas-
t&ji uzivana formulace je minimalizovat soucet ¢tvercti® zbytku (residui) jednotlivych rovnic.
Tedy minimalizujeme funkci

flr,y)=(x+2y — 6>+ (—x+y—3)*+ (z +y — 4)

na mnoziné R?. Je jasné, ze f(x,y) > 0 pro viechna z,y € R, kdyby totiz f(z,y) = 0 pak by
x,y bylo Teseni soustavy. Minimum funkce f najdeme snadno, protoze f je kvadraticka funkce
dvou proménnych. Nutnd (a zde i postacujici) podminka na minimum je nulovost parcidlnich
derivaci.

Jiny zpusob, jak formalizovat termin ‘priblizné feSeni’, je minimalizovat funkci

flz,y)=|lzr+2y—6|+|—x+y—3|+|zr+y—4|

Zde uz nam derivace nepomohou. Uvidime, Ze uloha je konvexni a da se prevést na linedrni
programovani. U

Piiklad 1.10. Vime, Ze redlnd velicina y z4visi na realné veli¢iné x kvadraticky, tj. v = ax? +
br + c. Nezname ovSem koeficienty a,b,c. Namérili jsme hodnoty veli¢iny y pro m hodnot
veliciny x, tj. mame dvojice (x;,y;)™,. Jak najdeme koeficienty a, b, c?

To je uloha na linearni regresi. Lze ji formulovat ve smyslu nejmensich ¢tvercu jako mini-

malizaci funkce
m

fla,b,c) = Z(aw? + bz + ¢ — y;)?
i=1
pres proménné a,b,c € R. Tato formulace ma statistické oduvodnéni (z principu maximélni
vérohodnosti) za predpokladu, ze ¢isla xq,..., 2, méfime presné a nepfesnosti méfeni ¢isel
Y1, - - -, Ym jsou i.i.d. normalni s nulovou stfedni hodnotou a stejnou varianci. Minimum kvad-
ratické funkce f opét najdeme porovnanim parcidlnich derivaci s nulou. O

Priiklad 1.11. Jsou dany body a; # by a ay # by v prostoru R”. Najdéte vzdalenost primky
prochéazejici body a;, by od piimky prochézejici body as, by (tj. vzdélenost mimobézek, neboli
délka pricky mimobézek).

Vime, ze i-t4 (kde i = 1,2) pfimka je mnozina {a; + a(b; — a;) | @ € R}. Hleddme bod
na prvni piimce a bod na druhé piimce tak, aby jejich vzdédlenost byla co nejmensi. Tedy
minimalizujeme funkci

f(ozl, Oég) = ||a1 + Ozl(bl — al) — g — Ozg(bg — a2)||2. (]_]_3)
Opét je to kvadraticka funkce dvou proménnych. O

Priklad 1.12. P4n* u stdnku proddvd lupinky za 120 Ké&/kg a hranolky za 76 Ké/kg. Na
vyrobu 1kg lupinku se spottebuje 2kg brambor a 0.4kg oleje. Na vyrobu 1kg hranolku se
spotiebuje 1.5 kg brambor a 0.2kg oleje. Je nakoupeno 100 kg brambor a 16 kg oleje. Kolik ma

3¢«Ctverec’ ¢isla znamend jeho druhou mocninu. Tento historicky termin je jednak hezky a jednak se pouzivé
tak ¢asto, ze ho budeme pouzivat i my.

4Tato tiloha je pfevzata z elektronickych skript Petr Hlinény: Optimalizacni ilohy. Kat. informatiky VSB-TU
Ostrava, 2006.
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pan vyrobit lupinku a kolik hranolku, aby co nejvice utrzil? Pritom nepocitame cenu surovin
a predpokladame, ze vSechny vyrobky se prodaji a nevyuzité suroviny se po pracovni dobé
vyhodi.

Tuto tlohu lze formalizovat takto:

max 1200 + 76h

za podminek 20 + 1.5h < 100
0.4l + 0.2h < 16

lLbh > 0
Optimalni feseni je [ = 20 kg lupinku a A = 40kg hranolki. V tomto piipadé omezeni z,y > 0
nejsou zbytecna. Kdybychom je vynechali, iiloha by byla neomezena. ([
Priklad 1.13. Jsou déana ¢isla cq,..., ¢, € R. Najdi ¢isla x4, ..., 2z, € R, ktera maximalizuji

vyraz y ., c;x; za podminek 0 <x; <1 (i=1,...,n).

Tato uloha patii do tfidy linedrniho programovani. OvSsem dokazeme ji vytesit jednoduchou
uvahou. Tvrdime, Ze optimum se nabyva tehdy, kdyz x; = 0 pro¢; < 0 a x; =1 pro ¢; > 0
(pro ¢; = 0 je x; libovolné v intervalu [0, 1]). Kdyby to tak totiz nebylo, mohli bychom ué¢elovou
funkci zveétsit zmensenim néjakého z; pro ¢; < 0 nebo zvétsenim pro ¢; > 0. Optimalni hodnota
je tedy > max{0, ¢}, tj. soucet kladnych cisel ¢;. O

Priklad 1.14. Jsou dany body ay, ..., a,, € R™ a hleddme vektor x = (z1,...,z,) € R", ktery
minimalizuje (bez omezujicich podminek) funkci

f(x) = ZHX—az|!2- (1.14)

Oznacime-li a; = (am, ..., @), je Y00 Ix —all> = D70, 30 (25 — ai;)?, tedy tcelovd
funkce je souc¢tem n funkei, z nichz kazdd zavisi jen na jedné soutadnici ;. Minimum funkce f
lze tedy najit tak, ze najdeme minimum kazdé funkce zvlast’ (dloha se nam tak ‘rozpadla’ na
m nezavislych optimaliza¢nich tloh). Jak snadno spoctete (a jisté jste ddvno uhodli), minimum
se nabyva v tézisti (a; + - - - + a,,)/m danych bodu. O

Priklad 1.15. jsou dana cisla aq, ..., a,, € R. Najdéte minimum funkce

@)= |o—a (1.15)

Seradime ¢isla aq, ..., a,, vzestupné, tedy predpokladame a; < as < -+ > a1 < Q.
Funkce f je po ¢astech linedrni (presnéji: je afinni), je diferencovatelnd vsude kromé bodu a;.
Derivace je konstantni pro kazdy interval (a;_1, a;). Najdéte hodnotu téchto derivaci (nejpozdéji
ted’ je nutno si nakreslit obrazek!). Z toho usoudime, kde je funkce klesajici, kde rostouci a kde
konstantni. Nyni je jasné, kde f nabyva minima: pro m liché je to v bodé a(y41)/2, pro m sudé
na intervalu [am/Q,am/QH]. Argument minima se oznacuje jako medidn cisel ay, ..., a, (pro
sudé m se konvenci bere ¢islo %(am /25 U /QH). O

Priklad 1.16. Jsou dany body ay,...,a, € R". Najdéte minimum funkce
Fx) = I —ayl. (1.16)
i=1

11



Pro n = 1 se funkce (1.16) redukuje na (1.15). Pro n > 2 je feseni ulohy zndmo jako geomet-
ricky medidan. OvSem na rozdil od oby¢ejného medidnu se minimum obecné nenabyva v zadném
z bodu ay, ..., a,,. Neexistuje algoritmus, ktery by pro n > 2 nasel minimum funkce (1.16) v
koneéném poctu krokiu. Dobra zprava ale je, Ze tloha je konvexni (patii do tiidy SOCP, o které
jsme se uz zminili).

Pro pifpad n = 2 m4 tloha jednoduchy mechanicky model®. Do vodorovného prkna vyvr-
tame diry o soutadnicich a;. Kazdou dirou provleceme provazek. Provazky jsou nahote svazané
uzlem do jednoho bodu a dole maji zavazi o stejné hmotnosti. Poloha uzlu je x. Hodnota f(x)
je potencidlni energie soustavy a ustaleny stav odpovidd minimu f(x). U

Priklad 1.17. Méjme m bodu agy, ..., a,, € R" v n-rozmérném prostoru. Ukolem je rozmistit
dalsich £ bodu x,...,x; € R" tak, aby prumérnd vzdalenost bodu a; k nejblizsimu bodu x;
byla co nejmensi. Tedy minimalizujeme tcelovou funkci

Tk
f(xl,...,xk):er]m{lHai—xjH (1.17)
po neznamé vektory xi,...,X; € R". Uloha je znama jako shlukovdani. Jako motivaci si pred-

stavme optimalni rozmisténi cisteren ve vesnici, kde obcas netece voda. Zde mame n = 2, a; jsou
souradnice domt a x; jsou soufadnice cisteren. Chceme, aby prumérna vzdalenost obyvatele
k nejblizsi cisterné byla co nejmensi.

Neni zndm (a pravdépodobné nikdy nebude) algoritmus, ktery by pro libovolny vstup (tedy
libovolné n,m,k € N a ay,...,a, € R") nasel globdlni minimum funkce (1.17) za prakticky
ptijatelny ¢as. Lze totiz dokazat, Ze tloha je tzv. NP-tézka®. V praktické situaci ¢asto pouzijeme
algoritmus, ktery najde pouze priblizné (typicky lokalni) optimum, napt. k-means. O

Priklad 1.18. Necht’ (V) E) je ohodnoceny neorientovany graf, tj. V' je konetnd mnozina,
E C (‘2/) je mnozina dvouprvkovych podmnozin V', a je ddno zobrazeni ¢: E — R (tedy kazdd

hrana {i,j} € F m4 piifazené ¢islo ¢;;). Uloha na maximding #ez (mazimum cut)” v grafu znf

max E Cij i

{i,j}eE 1 1
za podminek z? =1, i€V (1.18)

r, €eR, eV

Ucelové funkee je kvadraticks (dokonce bilinedrni) a mame |V| kvadratickych omezeni typu
rovnosti. Kazdé omezen{ 27 = 1 je ekvivalentni x; € {—1,1}, tedy mnozina ptipustnych feSenf
mé koneény pocet (21V1) prvki a jednd se tedy o kombinatorickou tilohu. Véimnéte si ze, piisné
vzato, omezeni nemuzeme psat jako z; € {—1,1}, protoze to neni ve tvaru (1.9). Jednd se o
klasickou NP-tézkou ulohu, proto uz pro nékteré pomérné malé ulohy je prakticky nemozné
najit globalni optimum. O

5Toto mechanické zaiizeni je zndmé jako Varignon frame a v minulosti se opravdu pouzivalo na feseni lohy.
Uloha m4 bohatou historii, je zndma také jako Fermat-Weberuv problém.

6Tento pojem patii do teorie sloZitosti algoritmii, kterou jste jesté nebrali. Zde jen fekneme, Ze pro NP-tézkou
tlohu jen mald nadéje, ze bude nékdy nalezen algoritmus, ktery by tlohu shlukovani fesil v polynomialnim ¢ase.
Algoritmus Tesi ilohu v polynomidlnim case, jestlize existuje polynom p takovy, ze pro kazdy vstup najde reSeni
v ¢ase mensim nez p(L), kde L je pocet bitu pottebnych k zdpisu vstupu.

"Uloha byla intenzivné studovana nejen v kombinatorické optimalizaci, ale také ve statistické fyzice pod
nazvem hleddani minimdini energie Isingova modelu.
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1.5 Cviceni

1.1. Vyteste nésledujici ulohy, ptricemz slovni tlohy nejdiive formulujte ve tvaru (1.9). Staci
vam k tomu papir, tuzka, zdravy rozum a analyza funkci jedné proménné. Vsimnéte si,
ze nékteré ulohy lze prevést na hledani extrému funkce jedné proménné na intervalu, coz
umite z analyzy funkci jedné proménné.

a) min{z? +y* |2z >0, 2y > 1}

b) min{ (z 22+ (y— 1 |22 <1, 42 <1}

¢) min{zx|z€eR, z>a;Vi=1,...,n} prodand ay,...,a, € R

d) Mate vyrobit papirovou krabici (véetné vika) o objemu 72 litru, jejiz délka je dvoj-
nasobek jeji sitky. Jaké budou jeji rozméry, ma-li se na ni spotifebovat co nejméné
papiru? Tloust’ka stén je zanedbatelna.

e) Jaké ma rozméry vélec s jednotkovym objemem a nejmensim povrchem?

f) Najdéte rozmeéry pullitru, na jehoz vyrobu je tteba co nejméné skla. Tloust’ka stén
je zanedbatelné.

g) Najdéte obsah nejvétsiho obdélnika vepsaného do kruznice s polomérem 1.

h) Obdélnik v roviné ma jeden roh v pocdtku a druhy na kiivee y = 22 + 272, piicemz

jeho strany jsou rovnobézné se souradnicovymi osami. Pro jaké x bude jeho obsah
minimalni? Muze byt jeho obsah libovolné veliky?

i) Najdéte bod v roviné na parabole s rovnici y = x? nejblize bodu (3, 0).

j) Hektarova oblast obdélnikového tvaru se ma obehnat ze tii stran zivym plotem, ktery
stoji 1000 korun na metr, a ze zbyvajici strany obycejnym plotem, ktery stoji 500
korun na metr. Jaké budou rozmeéry oblasti pti nejmensi cené plotu?

k) x,y jsou ¢isla v intervalu [1,5] takovd, ze jejich soucet je 6. Najdéte tato cisla tak,
aby xy? bylo (a) co nejmensi a (b) co nejvetsi.

1) Hleda se n-tice ¢isel xq, ..., 2, € {—1, 1} tak, ze jejich soucin je kladny a jejich soucet
minimdlni. Jako vysledek napiste (co nejjednodussi) vzorec, ktery udéava hodnotu
tohoto minimalniho souc¢tu pro obecné n.

m) Potkand biatlon. Potkan stoji na biehu kruhového jezirka o poloméru 1 a potiebuje
se dostat na protilehly bod biehu. Potkan plave rychlosti v; a bézi rychlosti ve. Chce
se do cile dostat co nejrychleji, pricemz muze bézet, plavat, nebo zvolit kombinaci
obojiho. Jakou drahu zvoli? Strategie potkana muze byt ruzné pro ruzné hodnoty v,
a vy, vyfeste pro vSechny kombinace téchto hodnot.

1.2. Necht’ X je libovolna mnozina a f: X — R. Necht’ g: R — R je rostouci funkce. Dokazte,

ze argmin f(x) = argmin g(f(x)).
zeX reX

1.3. Necht’ X je libovolna mnozina, Y C X, a f: X — R. Najdéte co nejobecnéjsi podminku,
za které plati argmin f(z) = Y Nargmin f(z).
reX

zeY
Napovéda a reseni

1.1.a) Vyfesime uvahou s pomoci obrizku. Mnozina piipustnych feseni je kladnd vétev hyperboly
xy = 1 a oblast nad ni. Utelové funkce flx,y) = 22 + y? je étverec (= druhd mocnina) vzdale-
nosti bodu (z,y) od pocatku, jeji vrstevnice jsou kruznice se stfedem v pocétku (0,0). Protoze
funkce /- je rostouci, tloha (pfesnéji, jeji mnozina argumentu minima) by se nezmeénila (viz
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Cvicen{ 1.2), kdybychom tcelovou funkce zménili na /a2 4+ y2, coz je vzdélenost od pocatku.
Optimalni hodnota se proto nabyva v bodé hyperboly nejbliz po¢atku, tedy v bodé (z,y) = (1, 1).

1.1.b) Vyfesime opét obrazkem. Protoze z? < 1 je ekvivalentni —1 < x < 1, mnozina piipustnych

feseni je ¢tverec (i s vnitikem) se sttedem v pocatku a stranou délky 2. Ucelové funkce je ¢tverec
vzdalenosti od bodu (2, %) Minimum se nabyvé v bodé ¢tverce nejblize bodu (2, %), tj. v bode
(1, 3)

1.1.c) Optimdlni feSeni je nejmensi ¢islo x, které neni mensi nez zadné z ¢isel ay,...,a,. O¢ividne,
takové ¢islo je r = max; a;.

1.1.d) Krabice je kvadr se stranami z,2x,y (v decimetrech). Minimalizujeme jeho povrch 6z + 2y za
podminek 2z%y = 72 a x,y > 0. Z této tlohy eliminujeme proménnou y. Prvni podminka je
ekvivalentni y = 36/x2. Véimneme si, ze podminka y = 36/2> > 0 je automaticky splnéna pro
x > 0. Tedy minimalizujeme 6z + 72/2? za podminky = > 0. To spad4 do analyzy funkcf jedné
proménné: polozeni derivace rovné nule da stacionarni bod z = /24 = 23/3, coz spliiuje x > 0.
Mohli bychom ovéfit, napi. pomoci druhé derivace nebo tivahou, ze je to globaln{ minimum na
intervalu [0, 0o).

1.1.h) Minimalizujeme obsah xy obdélnika za podminky y = z? + 272 ptes proménné z,y € R, z #
0 (posledni podminka je kvili x=2). Dosazenim za y pievedeme na minimalizaci funkce jedné
proménné z(z? + 272) = 23 + 1/ (bez omezeni, tedy na intervalu (—oo,c0)).

1.1.i) Minimalizujeme étverec vzdalenosti (z — 3)% + y? za podminky y = 22 pies proménné z,y € R.
Dosazenfm za y pievedeme na minimalizaci funkce (z — 3)% + 2 bez omezent.

1.1.k) Hleddme extrém funkce zy? za podminek = +y = 6 a z,y € [1,5]. Tuto tlohu pievedeme na
tlohu s jedinou proménnou eliminaci napt. y. Z z + y = 6 vyjadiime y = 6 — x. VSimneme si
(ovétte podrobneé!), ze podminka 6 — z € [1,5] je ekvivalentni x € [1,5], coz uz ale mame. Tedy
minimalizujeme z(6 — x)? na intervalu z € [1,5].

1.1.1) Minimalizujeme x1 + - - - + x,, za podminek 1 ---x, > 0 a z1,...,z, € {—1,1}. To neni tloha

ve tvaru (1.9), protoze omezeni z; € {—1,1} nejsou v (1.9) dovolena. To ovSem snadno spravime,
protoze je muzeme nahradit ekvivalentnimi omezenimi ﬂ:ZQ = 1, které uz tvar (1.9) dovoluje. Stejné
ale jde o netypickou ulohu spojité optimalizace, protoze kazda proménnd muze nabyvat jen dvou
hodnot a tedy mnozina ptipustnych feseni mé koneény pocet prvku (jedna se tedy spiSe o tilohu
kombinatorické optimalizace).
Ulohu vyTesime jednoduchou tdvahou. Aby x - - -z, > 0, zdpornou hodnotu smi mit sudy pocet
proménnych. Chceme-li minimalizovat x1 + -+ 4+ x,, pro sudé n tedy nastavime vsechny (pro
sudé n) piip. véechny kromé jedné (pro liché n) proménné na —1. Optimalni hodnota bude tedy
—n (pro n sudé) a 1 —n (pro n liché).

1.2.  Ukolem je dokazat, ze pro kazdé x* € X plati nasledujici ekvivalence: pro kazdé x € X plati
f(x*) < f(z) préavé tehdy, kdyz pro kazdé = € X plati g(f(z*)) < g(f(x)). To je ale zjevné,
protoze pro kazdou rostouci funkci g: R — R a kazdé a,b € R plati a < b < g(a) < g(b).
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Cést I

Pouziti linearni algebry v optimalizaci
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Kapitola 2

Maticova algebra

Cilem této kapitoly je zopakovat si zdkladni maticové pojmy a naucit se manipulovat s mati-
covymi vyrazy a rovnicemi, aniz byste zatim museli mnoho védét o linedarni algebie.
Redlnd matice rozméru m x n je tabulka redlnych ésel s m fadky a n sloupcit,

@11 Aip
A = a4 = : s

Am1 - Qmn

kde a;; jsou prvky matice. Mnozinu vSech redlnych matic rozméru m x n znacime R™*".

Pouzivaji se tyto nazvy:

e Pro m = n se matice nazyva ¢tvercova a pro m # n obdélnikova, pticemz pro m < n
je siroka a pro m > n je tzka.

e Diagonalni prvky matice jsou prvky aiy,...,ay,, kde p = min{m,n}. Matice je dia-
gondlni, kdyz vSechny nediagondlni prvky jsou nulové, tedy a;; = 0 pro vSechna i # j.
Vsimnéte si, ze diagondlni matice nemusi byt ¢tvercova. Ctvercovou (m = n) diagonalni
matici znacime A = diag(ay1, a2, - - ., Anp)-

e Nulova matice ma vsechny prvky nulové. Znacéime ji 0,,x, (pokud jsou rozmeéry jasné
z kontextu, pak pouze 0).

e Jednotkova matice je ¢tvercova diagonalni, jejiz diagonalni prvky jsou jednicky. Znacime
ji I, (pokud jsou rozméry jasné z kontextu, pak pouze I).

e Horni [dolni] trojihelnikovd matice ma a;; = 0 pro vSechna i > j [i < j]. Vsimnéte
si, ze horni/dolni trojihelnikovd matice nemusi byt ¢tvercova.
2.1 Binarni operace s maticemi

V algebfe redlnych matic se redlna ¢isla nazyvaji také skalary 2. Na maticich jsou definovany
nasledujici operace:

'Formélnéji mizeme matice definovat jako zobrazeni {1,...,m} x {1,...,n} — R (podobné, vektor
(x1,...,2n) € R™ lze povazovat za zobrazeni {1,...,n} — R). Mnozinu R™*"™ muzeme vidét jako mnozinu
(R™)™. V kazdém piipadé ale musime dodat, ze matici znac¢ime tabulkou v hranatych zavorkach.

2Ptesnéji, pohlizime-li na mnozinu viech matic rozméru m x n jako na linedrni prostor, jedna se o skaldry
tohoto linedarniho prostoru.
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e Soucin skaldaru o € R a matice A € R™*" je matice A = Aa = [aa;;] € R™™.
1 A
Soucin —A piseme kratce jako — nebo A /a. Souéin (—1)A piseme krétce jako —A.
a a
e Soucet matic A,B € R™ " je matice A + B = [a;; + b;;] € R™". Rozdil matic je
A-B=A+(-B).
e Maticovy soucin matic A € R"™*? a B € RP*" je matice C = AB € R™*" s prvky

p
cij= Y awby, i=1..m j=1..n (2.1)
k=1

Vsimnéte si, ze nasobit lze jen matice, které maji vnitini rozmér (p) stejny.

Vlastnosti maticového soucinu:

e (AB)C=A(BC)

e (A+B)C=AC+BCaAB+C)=AB+AC

e A, =A=1,A

e (?A)B = A(aB) = a(AB)

Obecné neplati AB = BA (maticovy soucin neni komutativni)!

Poznamenejme, ze vyraz aA pro a € R nelze povazovat za maticovy soucin 'matice’ «
rozméru 1 x 1 a matice A, protoze vnitini rozmér matic by byl obecné ruzny. Tedy nasobeni
matice skalarem je jind operace, nez maticovy soucin.

Pro ¢tvercovou matici A znaéi A¥ maticovy soucin k£ matic A.

2.2 Transpozice a symetrie

Transpozici matice A = [a;;] € R™*" znaéime AT = [a;;] € R™™. Vlastnosti transpozice:
o (aA)T = AT
o (ATYT = A
o (A+B)T =AT 4 BT
o (AB)” = BTA”
Ctvercové matice se nazyva
e symetrickd, kdyz AT = A, tj. a;; = a;i,
e antisymetricka, kdyz AT = — A tj. a;; = —a;; (z ¢ehoz plyne a; = 0).

2.3 Hodnost
Hodnost matice je dimenze linedrniho obalu jejich sloupcu. Znacime ji rank A. Plati
rank A = rank(A”), (2.2)

tedy?® hodnost je také rovna dimenzi linedrnfho obalu fadki. Tato rovnost neni zdaleka ocividna,
dokdzeme ji v §3.2.3 (dukaz najdete také v kazdé ucebnici linedrni algebry).

VVVVVV ,

3Nékdo by radéji psal rank(A) nez rank A, ale pied rozmozenim pocitact bylo béznéjsi psat napi. sinx nez
sin(z).
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Z (2.2) plyne, ze pro matici A € R™*" je
rank A < min{m,n}. (2.3)

Kdyz rank A = min{m, n}, fikdme, Ze matice ma plnou hodnost. Je rank A = n prave kdyz
A ma linedrne nezavislé sloupce, a rank A = m prave kdyz A md linearne nezavislé radky.
Ctvercové matice s plnou hodnosti se nazyvé reguldrni. Ctvercovd matice, kterd nemé plnou
hodnost, se nazyva singularni.

Je uzitecné si pamatovat nerovnost (dukaz viz Cviceni 3.7)

rank(AB) < min{rank A rank B}. (2.4)

2.4 Inverze

Kdyz plati
AB =1, (2.5)

matice B se nazyva prava inverze matice A a matice A se nazyva leva inverze matice B.
Prava ¢i leva inverze nemusi existovat nebo nemusi byt jedina. Prava inverze matice existuje
prave tehdy, ma-li matice linedrné nezdvislé radky (dokdzeme to pozdéji ve Vété 3.5, zatim si to
pamatujte). Leva inverze matice existuje pravé tehdy, ma-li matice linedrné nezéavislé sloupce
(coz plyne z piedchoziho, kdyz si (2.5) napiSeme jako BT AT = T; viz také Véta 3.7).

Jestlize matice A je ¢tvercova a ma pravou inverzi, ma zaroven i levou inverzi a obé inverze
se rovnaji a jsou jediné. Opravdu: je-li AX =Ta YA =1 pak YAX =Y = X. Protoze
toto plati pro kazdou levou inverzi a kazdou pravou inverzi, jsou zaroven jediné. Pak mluvime
pouze o inverzi matice a znac¢ime ji A~!. Matice m4 inverzi, pravé kdyz je reguldrni. Vlastnosti

inverze:
e AA'=T=A'A
o (AH1=A
e (AB)"'=B'A!

2.5 Determinant

Determinant je funkce R"*" — R (tedy prifazuje ¢tvercové matici skaldr) definovand jako

det A = ngncrﬁaw(i), (2.6)
o =1

kde s¢itame pres vSechny permutace n prvku o: {1,...,n} — {1,...,n}, pricemz sgn o oznacuje
znaménko permutace. Nékteré vlastnosti determinantu:
e detI =1

e det(AB) = (det A)(det B)
e det A~' = (det A)~! (plyne z predchoziho pro B = A™!)
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o det AT = det A

e det A = 0 prave tehdy, kdyz A je singularni

e Determinant je multilinearni funkce sloupcu matice, tj. je linedarni funkei libovolného
sloupce, jsou-li vSechny ostatni sloupce konstantni.

e Determinant je alternujici funkce sloupcu matice, tj. prohozeni dvou sloupcu zméni zna-
ménko determinantu.

2.6 Matice s jednim sloupcem nebo jednim radkem

Matice s jedinym sloupcem (tedy prvek R™<1) se také nazyvd sloupcovy vektor?. Matice
s jedinym tadkem (tedy prvek R*") se také nazyva fadkovy vektor.

Linearn{ prostor R™*! viech matic s jedinym sloupcem je ‘skoro stejny’ jako linedrni pro-
stor R™ vsech usporadanych m-tic (z1,...,z,,). Proto je zvykem tyto prostory ztotoznit a bez
upozornéni prechazet mezi obéma vyznamy. Prvkum

x
. m
X= (T1,...,Tp) = : eR
—_——
uspordadana m-tice Tm

matice m X 1

tohoto prostoru budeme tikat kratce vektory. Jinak feceno, slovem wvektor (bez privlastku)
budeme rozumét sloupcovy vektor nebo také uspoidnou n-tici &fsel®.
Vsimnéme si ptipadu, kdy se v maticovém soucinu vyskytuji vektory:
e Pro matici A € R™" a vektor x € R", vyraz Ax je maticovy soucin matice m X n a
matice n x 1, coz je (sloupcovy) vektor délky m. Je to vlastné linedrni kombinace sloupcu
matice A s koeficienty x (viz §3.2).

e Pro matici A € R™ " a vektor x € R™, vyraz x! A je maticovy soucin matice 1 x m
a matice m x n, coz je fadkovy vektor délky n. Je to vlastné linearni kombinace radku
matice A s koeficienty x.

e Pro x,y € R" je x'y = xyy; + -+ + x,¥, je maticovy soucin fadkového vektoru x? a

sloupcového vektoru y, jehoz vysledkem je skalar. Je to standardni skaldrni soucin vektoru
x a'y (vice si o ném fekneme §4.1).

e Prox € R" ay € R" je xy! matice rozméru m x n, které se nékdy iiké vnéjsi souéin
vektoru x a y nebo dyada.
Symbol 1,, = (1,...,1) € R™ znadi (sloupcovy) vektor s jednickovymi slozkami. Pokud n
plyne z kontextu, piSeme jen 1. Pifklad: pro x € R" je 17x = 2y + - - - + z,.
Symbol e; = (0,...,0,1,0,...,0) € R" (jednicka na i-tém misté) znaci i-ty (sloupcovy)
vektor standardni baze, kde pocet n slozek vektoru e; je urcen kontextem. Standardni baze
tvori sloupce jednotkové matice, [el e en} =1,.

4V linedrni algebfe mé slovo vektor obecnéjsi vyznam nez v maticové algebfe: znamend prvek linedrniho
prostoru (ktery se nékdy také nazyva vektorovy prostor).
5Totéz bychom samozifejmé mohli udélat s fadky (a nékdo to tak i déld, napf. pocitacovi grafici).

19



2.7 DMatice sestavené z bloku

Matici je mozno sestavit z nékolika jejich podmatic (zvanych téz bloky), napt.

N

Rozmeéry jednotlivych bloku musi byt slucitelné, v prvnim ptikladu musi mit napt. matice A, B
stejny pocet fadku a matice A, C stejny pocet sloupctu. V poslednim piikladu jsou rozmeéry
jednotkové matice I a nulové matice 0 urceny rozméry matic A a D.

Pii ndsobeni matic sestavenych z bloku je uziteéné pravidlo, Ze lze formalné uzit obvykly
postup pro nasobeni matic, pouze misto prvku matice si predstavime bloky:.

Priiklad 2.1. Jsou-li a,b, ¢, d, z,y skalary, mame

a b| |z| |ax+by
c d||ly| |ex+dyl|’
Jsou-li A, B,C,D, XY matice vhodnych rozmeéru, mame tedy (ovéite dle vzorce (2.1)!)

lA B] {x} - {AX + BY} |

C D||Y CX + DY 0
Casto je uzitecné vnimat matici A € R™ " jako matici sestavenou z bloku
A=foy o al.
kde sloupcové vektory aj,...,a, € R™ jsou sloupce matice A. Matici lze také vnimat jako
sestavenou z bloku
T
a;
A = = [al am}T )
a,,
kde tadkové vektory al, ... al jsou fddky matice A, piicemz ai,...,a,, € R™.
Vyjadrime-li matici A € R"™*P pomoci tadku a matici B € RP*™ pomoci sloupcu, je
al a’B alb, --- alb,
AB= | :|[by .-+ by =[Aby -+ Ab,|=| : | = : : . (2.8)
al, al B alb, --- alb,
Vyjadrime-li matici A € R™*P pomoci sloupcu a matici B € RP*" pomoci radku, je
b
AB=[a; --- a)) | :|=ab]+ -+ apbg. (2.9)
bT
P
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2.8 Co je soustava linearnich rovnic?

Soustava rovnic je linedrnt, jestlize se v zadné rovnici proméné nevyskytuji v mocnindch (napf.
2?) ani v soucinech (napi. zy). Tedy, prava i levé strana kazdé rovnice je polynom nejvyse prv-
niho stupné (ale ve vice proménnych, viz zac. §6). Kdyz pojmenujeme proménné jako z1, . .., x,,
kazdou linearni soustavu m rovnic s n neznamymi jde zapsat jako

anzy + -+ apr, = by,

Am1T1 + + 0+ GppTp = bmu

neboli .

Zaijxj:bi, Z:L,m

j=1
neboli

Ax = b, (2.10)

kde A € R™" b € R™ x € R™ Soustava je homogenni pokud b = 0 (tj. kazdé z ¢isel
bi,...,by je nulové), v opaéném piipadé (aspon jedno z ¢isel by, ..., b, je nenulové) je neho-
mogenni.

Chceme-li Tesit linearni soustavu na pocitaci, prislusné algoritmy casto vyzaduji soustavu ve
tvaru (2.10), tj. vSechny neznamé jsou soutfedéné do jediného vektoru. Ovsem ne vzdy dosta-
neme linedrni soustavu v tomto tvaru. Prepisujeme-li takové soustavy do tvaru (2.10), muzeme
snadno udélat chybu. Existuji zpisoby, jak to délat elegantnéji a obecnéji®, viz nasledujici pii-
klady a Cviceni 2.5.

Priklad 2.2. Soustava

Ax =Db,
ATy =x,

kde x € R" ay € R™ jsou neznamé a A € R™"™ a b € R™ jsou dany. Je to linedrni soustava
m+n roviic s m—+n nezndmymi. Tuto soustavu muzeme napsat ve tvaru (2.10) (kde samoziejmeé
pismena A, b znamenaji néco jiného nez v nasi soustavé) takto:

vl :

Priklad 2.3. Homogenni linearni soustava

Ty _ L
ax=uoqb; Vi=1....m

6 Abychom fekli pfesné, co znamens ‘obecnéji’, musime rozlisovat mezi instancs linedrni soustavy, coz je jedna
konkrétni soustava, a nekonednou mnoZinou instanci linedrnich soustav v urcitém tvaru (kterou nékdy krétce
nazyvame problém nebo wloha). Napt. soustava { x — 2y = 1, —x +y = 3} je instance, ale (2.11) je nekonecnd
mnozina linedrnich soustav, jejiz kazdy prvek je urc¢en konkrétni trojic{ matic (A, B, C). Pfevodem tlohy (2.11)
do tvaru (2.10) pak rozumime algoritmus, ktery pro libovolnou (rozmérové kompatibilni) trojici (A, B, C) najde
dvojici (A’,b’) tak, ze soustava (2.11) bude ekvivalentni soustavé A’x = b’.
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kdex € R" a aq, ..., a,, jsou neznamé a ay, ..., a,, € R"aby,...,b, € R jsou dany. Oznacime-
i A= [al am]T e R™™ b = (by,...,bp) a @ = (av,...,q,), pak soustavu muzeme
psat jako Ax = (diag b)a, neboli

[A —diagb] m —0.

Priklad 2.4. Soustava
AX +X'BT = C, (2.11)

kde X € R™™ je nezndma a A, B € R™™ a C € R™" jsou dany. Je to linearni soustava
n? rovnic s mn nezndmymi. Nezndmé ovSem nejsou soutiedéné do vektoru, ale do matice, tedy
soustava neni ve tvaru (2.10). O

Priklad 2.5. Soustava

n
E Tijg=a;, t=1,...,m,
=1

m
E xij:bja jzl,...,n,
i=1

kde x11,..., Ty, € Rjsouneznamé a aq, ..., ay, by, ..., b, € R jsou dany. Je to linearni soustava
m + n rovnic s mn neznamymi. Tato soustava jde napsat v maticovém tvaru jako

X1 = a,
XT1 =,

kde a = (a,...,am) € R, b= (by,...,b,) € R" a X = [z;;] € R™*". To ale neni tvar (2.10),
nebot’ proménné jsou opét soustiedéné do matice X a nikoliv do vektoru. O

2.9 Maticové zlociny

Pti manipulaci s maticovymi vyrazy a rovnicemi délaji zacatecnici nékdy hrubé chyby, kterych
se lze pfi alespon minimalni pozornosti vyhnout. Takové chyby jsou neomluvitelné. Uved'me
typické priklady téchto zlocint.

2.9.1 Vyraz je nesmyslny kvili rozmérim matic

Jako prvni priklad uved’'me chyby, kdy vyraz nemda smysl kvuli rozmérum matic a vektoru.
Napft.:
e Pokud A € R*3 a B € R**3, tak nésledujici vyrazy jsou chybné:

A+B, A=B, [AB], ATB, A7! detA, A%

: A e :
e Zcela odstrasujici je pouziti zlomku pro matice, napf. B Zlomkova ¢ara’ neni pro matice

definovéna. Nebyla by totiz jednoznaénd, protoze muze znamenat bud’ AB~! nebo B~*A.
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e Inverze ¢tvercové, ale evidentné singuldrni matice. Napt. (ww’)~!, kde w € R3. Singula-
rita matice plyne napt. z (2.4).
e Predpoklad, ze existuje prava inverze uzké matice. Ale izkda matice ma linedrné zavislé

fadky, proto nemé pravou inverzi. Napiseme-li proto QQ” = I pro matici Q € R>*3, je to
zlocin.

Piiklad 2.6. Vidime-li vyraz (ATB)~!, musi ndm okamzité hlavou probéhnout tyto tivahy
o rozmérech matic A € R™" a B € R¥*P;

e Aby byly kompatibilni velikosti matic v ndsobeni, musi byt m = k. (Vyjimkou je ptipad,
kdy A je skalar nebo B je skalar — pak by ATB byl sice nezvykly ale korektn{ zapis.)

e Jelikoz soucin A”B je rozméru n x p, musi byt n = p, protoze invertovat muzeme jen
¢tvercovou matici. Ted’ tedy vime, ze obé matice musi mit stejny rozmeér.

e 7 mnerovnosti (2.4) je jasné, ze pokud by AT byla 1zkd nebo B sirokd, ATB by byla
singularni a tedy by nemeéla inverzi. Abychom se tomu vyhnuli, musi byt obé matice bud’
¢tvercové nebo uzké, m > n.

Zaver: Aby vyraz (ATB)~! mél smysl, je nutné, aby matice A, B mély stejny rozmeér a byly
¢tvercové nebo uzké. g

2.9.2 Pouziti neexistujicich maticovych identit

Pro manipulaci s maticovymi vyrazy je uzitecné mit v pameéti zdsobu maticovych identit. Ovsem
nesmi byt chybné. Typické priklady:
e (AB)T = ATBT (pokud v maticovém soucinu ATBT je vnitini rozmér rizny, je to chyba
uz kvuli rozmérum matic)
e (AB)™! = A7'B7! (pro nectvercové matice je to také syntaktickd chyba, pro ¢tvercové
ale singularni matice je to také chyba kvuli rozmérum matic)

e (A+B)?>= A%+ 2AB + B?. Tato identita se opird o velice uzitetnou (avsak neexistujici)
identitu AB = BA. Spravné je (A + B)> = A* + AB + BA + B2

2.9.3 Neekvivalentni tipravy (ne)rovnic

Zde pachatel udéla chybny tsudek pii neekvivalentni ipravée rovnice ¢i nerovnice. Ekvivalentni
a neekvivalentni upravy skalarnich rovnic zname jiz ze zakladni Skoly. Napf. tdprava ‘pricti
k rovnici jednicku’ je ekvivalentni, nebot’ a =b < a+1=0+ 1. Uprava ‘umocni rovnici na
druhou’ je neekvivalentni, nebot’ sice a = b = a? = 1?, ale neplati a®> = b* = a = b. Pifklady:

e Student si mysli, ze a’x = a’y = x =y (nenf pravda, ani kdyz vektor a je nenulovy).

e Student si mysli, Ze pokud A € R** a AX = AY, pak X =Y (nenf pravda, protoze A
nemd linedrné nezavislé sloupce, tedy nemd levou inverzi).

e Student si mysli, ze ATA = BB = A = B (nenf pravda dokonce ani pro skaldry).

e Student Fesi soustavu rovnic {a’x = 0, x'x = 1}, kde a € R" je ddno a x € R" je
neznama. Dél4 to tak, ze ‘vyjadii’ x z prvni rovnice a dosadi ho do druhé rovnice. To je
tézky zlo¢in, protoze rovnice a’x = 0 mé nekonecné mnoho feseni (alespoii pron > 1) a
tedy z ni neplyne, ze x je rovno jakémukoliv jednomu vektoru.
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2.9.4 Dalsi napady pro praci s maticemi

e Pod vyrazy s maticemi a vektory si malujte obdélnicky s rozméry matic, abyste méli jasnou

predstavu o jejich rozmérech.

e Vidite-li maticovou rovnici ¢i soustavu rovnic, spocitejte si skalarni rovnice a neznamé.

e Pracujte nejen s papirem, ale i s Matlabem. Upravy maticovych vyrazu lze ¢asto ovérit

na nahodnych maticich. Napi. chceme-li ovérit rovnost (AB)T = BT AT, zkusime napi.
A=randn(5,3); B=randn(3,6); (A*B)’-B’*A’. Samoziejmé to neni diukaz.

2.10 Cviceni

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

Vyfteste tyto rovnice a soustavy rovnic pro nezndmou matici X (predpoklddejte, ze kazda
potfebna inverze existuje):

a) AX + B = A2X
b) X — A =XB
) 2X — AX +2A =0

Resfme soustavu rovnic b; = Xa; (kde i@ = 1,...,k) pro nezndmou matici X € R™*™,
Napiste soustavu jako jedinou maticovou rovnici. Jaké musi byt k, aby soustava méla
stejny pocet (skaldarnich) rovnic jako neznamych? Za jaké podminky ma soustava jediné
reSeni?
Méjme soustavu rovnic pro nezndmé x a y:

Ax+By=a

Cx+Dy=b

a) Vyjadrete soustavu ve tvaru Pu = q.
b) Je-li a,x € R™ b,y € R", ukazte, 7e x = (A — BD!C)~!(a — BD"'b). Jakou to
ma vypocetni vyhodu oproti pocitani u piimo ze soustavy Pu = q?

V nasledujicich soustavach rovnic mald pismena znaci vektory a velkd matice. Jaké jsou
nejobecnéjsi rozméry matic a vektoru, aby rovnice byly syntakticky spravné? Jaky je pocet
rovnic a neznamych v kazdé soustavé? Které z téchto soustav rovnic jsou linearni?

a) Ax = b, neznama x.

b) xTAx = 1, nezndm4 x.

c¢) a’Xb = 0, neznam4 X.

d) AX + XAT = C, neznamd X

e) {XTY = A, XYT =B}, neznamé X, Y

Zobrazeni vec : R™*"™ — R™" (vektorizace matice, v Matlabu oznac¢eno A(:)) je definovano
tak, ze vektor vec A € R™ je matice A € R"™*" prerovnand po sloupcich do vektoru.

Napft. vec B i] = (1,3,2,4) = [1 3 2 4}T. Kroneckeruv soucin matic (v Matlabu
kron(A,B)) je definovan jako
CL11B cee CLlnB
A®B= : :
amB - 0,,B
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2.6.

2.7.

2.8.
2.9.

2.10.

2.11.
2.12.
2.13.
2.14.

2.15.
2.16.

Pro libovolné matice (s kompatibilnimi velikostmi) plati
vec(ABC) = (CT ® A) vec B. (2.12)

Pouzijte tohoto vzorce pro transformaci néasledujicich soustav rovnic s neznamou matici
X do tvaru (2.10). Predpokladejte, ze matice a vektory maji nejobecnéjsi mozné rozmeéry,
které jsou kompatibilni s maticovymi operacemi v soustave.

a) Soustava b!Xa, =0Vi=1,... k.
b) Soustava z Prikladu 2.4.
¢) Soustava z Piikladu 2.5.
Komutdatorem dvou matic rozumime matici [A, B] = AB — BA. Dokazte:
a) Komutétor symetrickych matic je antisymetrickd matice.
b) [A,[B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A, B]] = 0 (Jacobiho identita)
c) [A,BC|=[A,B|C + BJA,C]

Dokazte

a) wzorec Shermana a Morrisonové (kde A je regularnf a viA~lu+ 1 # 0)
A-luvTA?

A Ty—1 _ Afl o
(A+uv’) 14+ vIA-lu’

b) wzorec Shermana, Morrisonové a Woodburyho (kde I+ VT A~'U je reguldrni)
(A+UVH ' =A"-A'UT+ VAU 'VIATL
Dokazte pro reguldrni matice A, B, ze (AB)™! = B~1A~L

Dokazte, ze pro kazdou ¢tvercovou matici A plati:
a) A+ AT je symetrickd,
b) A — AT je antisymetrick4,
¢) existuje prave jedna symetrickd B a pravé jedna antisymetrickd C tak, ze A = B+C,
d) ATA je symetricka.
Dokazte, ze pro kazdé A € R™*" a B € R™" ma matice

I-BA B

L=1)A ABA AB_I

vlastnost L? =T (kde L? je zkratka pro LL). Matice s touto vlastnosti se nazyva involuce.
Kdy je diagonalni matice regularni? Co je inverzi diagonalni matice?
Ukazte, ze ¢tvercové diagonalni matice komutuji (tj. AB = BA).
Dokazte, Ze pokud je I — A regularni, pak A(I— A)~!' = (I—- A)~'A.
Dokazte, ze pokud A, B a A + B jsou regularni, pak
AA+B) ' B=(A"'"+B ) '=B(A+B)'A.

Dokazte, ze inverze regularni symetrické matice je symetricka matice.

(%) Necht’ ¢tvercové matice A, B, C,D jsou takové, ze ABT a CD? jsou symetrické a
plati AD?T — BCT = 1. Dokazte, 7e ATD — CTB =1.
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Napovéda a reSeni
2.1a) X=(A?-A)"'B=(A-1)"'A"'B
2.1.b) X =A(I-B)!
2.1c) X=2A-2)'A=(A/2-1)"'A
2.2.  Lze napsat jako B = XA, kde a; € R" jsou sloupce A € R"*¥ a b; € R™ jsou sloupce B € R™*F,

Neznamych je m x n, rovnic je m X k, tedy musi byt n = k. Pro jediné feSeni musi byt vektory
a; linearné nezavislé.

00 P-4 B a- [2].u [

24.a

) Rovnic je m, nezndmych n, kde A € R"™*™. Je linearni.
2.4.b) Rovnice je jedna, nezndmych je n, kde x € R™. Nen{ linedrni.

2.4.c) Rovnice je jedna, nezndmych je mn, kde X € R™*". Je linearni.

2.4.d) Vsechny tii matice A, C,X musi byt ¢tvercové velikosti n x n. Rovnic i neznamych je n?.

2.4.e) Rovnic je m? + n?, neznamych je 2mn, kde X, Y € R™*". Nenf linedrni.
al @ b?

2.5.a) Jeb!Xa; = vec(b! Xa;) = (al @b!) vec X. Tedy soustavu lze napsat jako : vec X = 0.
al ® bl

2.5.b) Je vec(AX) = vec(AXI,) = (I,®A) vec X a vec(XB”) = vec(I,,XB”) = (B®1,,) vec X. Tedy

soustavu muzeme napsat jako ((I, ® A) + (B ®1L,;,)) vec X = vec C.
2.5.c) Je vec(X1,) = vec(I,,X1,) = (1F @ I,,) vec X a vec(1L X) = vec(1,,X1,) = (I, ® 1,,) vec X.
I, --- I,
1791, 1,

L o1, vec X = Lﬂ . To konec-

Tedy soustavu muzeme psat jako [ ] vec X =

17,
koncu bylo mozno vymyslet i bez pouziti vzorce (2.12), ovéite ekvivalenci soustav piimo vynaso-
benim blokovych matic!
2.6.a) [A,B]Y = (AB-BA)T =BTAT - ATBT” = BA - AB = —[A,B]
2.6.c) Mame dokazat, ze ABC —BCA = (AB —BA)C + B(AC — CA), coz zjevné plati.

1+vTA-1u
vyrazu, ale nesmime se do toho zamotat a udélat chybu. Upravujeme:

2.7.a) Musime ukazat, ze (A+uv’) <A*1 - M) = I. To je pouhé cviceni na ipravy maticovych

(A + uvT)(A_l _ AluVTA1> o uv’A~! uvTA uv A tuvTA!
1+vTA-1u 1+vTA-1u 1+vTA-1u
1 uw’ +uw? uwluw?!
14+ wTu 1+wlu
1 uw! —uw’ — (wlu)uw? + uw’uw’
B 14+wlu ’

T T

kde jsme oznacili v A~! = wT. Vyraz uw?uw’ je maticovy soucin ¢ty matic. Ale vyraz w'u
je skalar, proto uw’ uw’ = (wlu)uw?’. Tedy ¢itatel zlomku je nulovy vektor a jsme hotovi.
2.8. 7 definice inverze staci ukazat, ze ABB™'A~! =1I. To je o¢ividné, protoze BB™! = AA~! =1
2.9.a) Mame dokézat, ze (A + AT)T = A+ AT, To je jasné, protoze (AT)T = A a tedy (A +AT)T =
AT + A

2.9.b) Analogické jako minule.
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2.9.c) Takové matice existujf, konkrétné B = (A + AT) a C = (A — AT). Nahoie jsme ukdzali, ze
B” = B a CT = —C. Jednoznaénost dokazeme takto: predpokladejme, Ze pro symetrické matice
B, B’ a antisymetrické C,C’ plati B+ C = B/ + C'. Z toho plyne BT + CT = BT + C'T, tedy
B — C = B’ — C'. Porovnanim s piedchozi rovnici dostaneme B =B’ a C = C'.

2.9.d) Plyne okamzité z identity (AB)T = BTAT (viz §2.2).

2.10.
2.11.

2.12.
2.13.
2.14.

2.15.

Opét pouhé cviceni na tipravy maticovych vyrazi.

Matice diag (a1, ..., a,) je reguldrni, pravé kdyz ay, . .

., ay, jsou vSechny nenulové. Je diag(aq, . ..

diag(1/ay,...,1/a,). Oboji plyne piimo z definic regularity, inverze a diagondlni matice.

Plyne snadno z definice diagonalni matice a maticového soucinu.

Rovnost A(I-A)~! = (I—-A)~!A vynésobte zleva a zprava matici (I— A) a roznasobte zavorky.
Staci dokézat prvni rovnost, druhé plati symetricky. Mame ukézat A(A+B)"'B(A~'+B~ 1) = 1.
Je AA+B) ' B(A'+B ) =AA+B)"'BA '+ AA+B) ' =AA+B)"{(BA 1 +1).
Vynasobeni rovnosti A(A + B)"!(BA~! +1I) = I zleva matici (A + B)A~! (coz je ekvivalentni
tiprava) dd (BA™! + 1) = (A + B)A ™!, coz zjevné plati.
Necht’ A je regularni a symetrickd (tedy ¢tvercova). Necht’ BA = I, tedy B je leva inverze A.
Z toho ATBT = AB” =1, tedy B” je pravé inverze A. Ale pro regularni matici jsou si levé a
pravé inverze rovny (viz §2.4), tedy BT = B.
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Kapitola 3

Linearita

3.1 Linearni podprostory

Mnozina R" spolu s operacemi séitani vektoru a nasobeni vektoru skalarem tvori linedrni prostor
nad télesem R. Zopakujte si z linearni algebry pojem linearniho prostorul!

Linearni kombinace vektoru xi,...,x; € R" je vektor
X = 1X] + -+ X (3.1)
pro néjaké skalary aq, ..., € R. Vektory jsou linearné nezavislé, kdyz plati implikace
X+ tauxy=0 = a;=---=q;=0. (3.2)

V opa¢ném pripadeé jsou linearné zavislé.

Véta 3.1. Jsou-li vektory Xy, . .., X}, linedrné nezavislé, koeficienty oy, . . ., ay, jsou vektorem (3.1)
urceny jednoznacné (tj. soustava (3.1) s neznamymi ay, ..., oy ma pravé jedno reseni).

Diikaz. Necht’ kromé rovnice (3.1) plati také x = [f1x; + - -+ + [rxg. Odectenim obou rovnic
mame 0 = (a3 — f1)x1 + - -+ + (ax — Br)xXk. Ale z (3.2) plyne a; — ; = 0, tedy a; = f;. O

Linearni obal vektoru xi,...,X; je mnozina
span{xy, ..., xx} = {agx; + -+ Xy | aq,...,ar ER}
v8ech jejich linedrnich kombinaci (zde predpokladdme, ze vektoru je konecny pocet).
Neprazdnd mnozina X C R™ se nazyvéa linearni podprostor (nebo jen podprostor)

linedrniho prostoru R", jestlize kazdd linedrni kombinace kazdé (koneéné) mnoziny vektoru z X
lezi v X (neboli Ze mnozina X je uzaviend vuci linedrnim kombinacim):

Xt,.., X, €X, a,...,q, €R = ax;+- - +ax; € X. (3.3)
Snadno se ukéaze, ze linearni obal libovolné mnoziny vektoru je linedrni podprostor.

Baze linearniho podprostoru! X C R” je linedrné nezavisld mnozina vektori, jejiz linedrni
obal je X. Plati nasledujici netrividlni tvrzeni (dukazy najdete v ucebnicich linearni algebry):

Vyrok ‘mnozina X C R" je linedrni podprostor’ je totéz jako ‘mnozina X je linedrni podprostor prostoru R™’.
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Véta 3.2.
e 7 kazdé mnoziny vektoru Ize vybrat bazi jejich linearniho obalu.
e Kazdou linearné nezavislou mnozinu vektori z linearniho podprostoru Ize doplnit na jeho
bazi.
e Kazdy linedarni podprostor ma (alespoii jednu) bazi.

e Kazda baze kazdého linearniho podprostoru ma stejny pocet vektorti.

Pocet vektoru béaze linearniho podprostoru X se nazyva jeho dimenze, znacime ji dim X. Je-li
{x1,...,Xx} baze podprostoru X a ayx; + -+ apX = x € X, potom (jednoznaéné urcené)
skalary aq, ..., ap se nazyvaji souradnice vektoru x v dané bazi.

Véta 3.3. Pro kazdé podprostory X,Y C R" plati:
e X CYVY implikuje dim X < dimY.
e X CY adimX =dimY implikuje X =Y.

Diikaz. Jestlize X C Y, kazdéa baze podprostoru X patii do Y. Dle Véty 3.2 1ze tuto bézi doplnit
na bazi podprostoru Y, odtud prvni tvrzeni. Jestlize navic dim X = dim Y, kazda baze X je uz
bazi Y (tedy doplnéni nepiidd zadny vektor), odtud druhé tvrzeni. O

Piiklad 3.1. Trividlne, prostor R? je svym vlastnim podprostorem. Jeho dimenze je 3. Jeho
béze je napt. {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} (standardni) nebo {(1,1,1),(1,—1,0),(2,0,0)}. O

Pfiklad 3.2. Mnozina X = span{(1,2,3)} = {@(1,2,3) | @« € R} C R? je podprostor R?
dimenze 1. Je to piimka prochézejici pocatkem. Jeji béze je napi. mnozina {(1,2,3)}, jind béze
je mnozina {(2,4,6)}. O

Priklad 3.3. Mnozina X = span{(1,2,3,0),(0,1,2,-1),(0,2,4,—2)} C R* je podprostor R*
dimenze 2. VSsimnéte si, ze vektory jsou linearné zavislé. Baze podprostoru X je napt. mnozina

{(1,2,3,0),(0,1,2, —1)}. [
Priklad 3.4. Vsechny mozné podprostory prostoru R? jsou tyto: pocatek 0 (dimenze 0), viechny
primky prochézejici pocatkem (dimenze 1), vSechny roviny prochazejici pocatkem (dimenze 2),
a konecné cely prostor R?® (dimenze 3). O
Piiklad 3.5. Mnozina X = { (1+a,a) | « € R} C R? (pfimka neprochdzejici pocétkem) nenf
podprostor R?, protoze napt. (1,0) € X ale 2(1,0) = (2,0) ¢ X. O
3.2 Linearni zobrazeni
Zobrazeni f: R — R™ je linearni, jestlize pro kazdé x;,...,xx € R" a aq,...,a; € R plati
flonxy + -+ apxy) = aaf(xy) + - - - + apf(xy). (3.4)
Véta 3.4. Zobrazeni f: R™ — R™ je linedrni, pravé kdyz existuje matice A € R™*" takova, Ze
f(x) = Ax (3.5)

pro vsechna x € R". Matice A je navic zobrazenim f urcena jednoznacné.
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Rikame proto, ze matice A reprezentuje linedrni zobrazeni f.

Diikaz. Dukaz jedné implikace je snadny: zobrazeni (3.5) je linedrni, nebot’

flanxy+- -+ axg) = Alapxy + -+ apXg) = 0 AXy + - - -+ apAxy = agf(x1) + - - -+ apf(xg).

Dokazme opacnou implikaci. Necht’ f: R” — R™ je linearni zobrazeni. Necht’ e, ..., e, € R"
je standardni baze prostoru R™. Pro kazdé x = (xy,...,x,) € R" mame x = z1e; + - - - + z,€,.
Z (3.4) plyne

f(x) =f(zie1 + -+ z,€,) = 21f(€1) + - - + x,f(e,) = [f(el) e f(en)} X.
Nynf oznacime [f(e;) --- f(e,)] = A. Tedy A je matice se sloupci f(e;),...,f(e,).

Dokazme jednoznacnost matice A. Plati-li Ax = Bx pro kazdé x € R", pak samoziejmeé

plati A = B, protoze staci dosadit za x postupné vektory eq,...,e,. (l

Priklad 3.6. Zobrazeni f: R? — R3 definované jako f(zy, 7o) = (21 + T2, 21 — T9,27;) je
linedrni. To bychom dokézali ovéfenim podminky (3.4). OvSem je to patrné na prvni pohled,
protoze jej lze vyjadrit ve tvaru (3.5):

= |21 — 22| = (1 + X2, 11 — 29, 227).

:| T+ X9
2.1’1 ]

1 1 .
fla1,20) = |1 —1 [xl
2 0o L7

Pokud m = 1, linearni zobrazeni je funkce f: R” — R tvaru
f(x)=alx=ax, + -+ anzy, (3.6)

kde a € R™. Této funkci se téz tika linedrni forma.
Podivejme se blize na vzorec (3.5). Vyraz Ax je maticovy sou¢in matice m X n matici n x 1
(viz §2.6). Ozna¢ime-li y = Ax, je tedy podle (2.1)

yi:Zaijxj, i1=1,...,m. (3.7)
j=1
Déle, vyjadiime-li matici A pomoci sloupcu, mame
I
Ax = [al an] | =xa + -+ apay, (3.8)
Tn

tedy vektor Ax je linedrni kombinace sloupcu matice A. Naopak, vyjadrime-li matici A pomoci
radku, mame

T T
Ax=| ' |x=]| : |, (3.9)
T T
a,, a, x

tedy slozky vektoru Ax jsou skaldrni souciny rddki matice A a vektoru x. Vsimnéte si, ze (3.8)
a (3.9) jsou specidlni piipady (2.8) a (2.9).
Slozeni linedrnich zobrazeni je opét linearni zobrazeni. Pro f(x) = Ax a g(y) = By mame
(g )(x) = g(f(x)) = B(Ax) — (BA)x — BAX,
tedy BA je matice slozeného zobrazeni g o f. Tedy matice slozeného zobrazeni je soucinem
matic jednotlivych zobrazeni. To je hlavni duvod, pro¢ je rozumné definovat maticové néso-

beni jako (2.1): ndsobeni matic odpovidd skladdni linedrnich zobrazeni reprezentovanych témito
maticemi.
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3.2.1 Prostor obrazu

S linedarnim zobrazenim jsou spjaty dva linearni podprostory, prostor obrazu a nulovy prostor
(jadro). Je-li zobrazeni reprezentovano matici jako f(x) = Ax, hovofime o prostoru obrazu a
nulovém prostoru matice A.

Prostor obrazt matice A € R™*" je mnozina

mgA={Ax|xeR"} CR™ (3.10)

Interpretace prostoru obrazu:
e Je to mnozina f(R™) vSech hodnot, jichz muze zobrazeni f(x) = Ax nabyt.
e Je to mnozina vSech vektoru y, pro které ma linearni soustava Ax =y TeSeni.
e Dle (3.8) je to linedrni obal sloupcu matice A. Tedy je to linedrni podprostor R™.

Dimenze linearniho obalu sloupcu se nazyva hodnost matice (uz jsme ji potkali v §2.3),
rank A = dimrng A. (3.11)

Véta 3.5. Pro matici A € R™*" jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
1. mgA =R™

2. Soustava Ax =y ma reseni pro kazdé'y.
3. rank A =m
4. Zobrazeni f(x) = Ax je surjektivni, tj. f(R") = R™ (viz §1.1.2).
5. Réadky matice A jsou linedrné nezavislé.
6. Matice A ma pravou inverzi, tj. existuje B tak, ze AB =1.
7. Matice AAT € R™™ je reguldrni.
Dikaz.

e 1 & 24 3 & 4 plyne primo z definic.
e 3 < 5 plyne z definice hodnosti a z (2.2).

e 2 = 6 plati, nebot’ soustava Ab; = e; ma teseni b; pro kazdé i (kde e; resp. b; je i-ty
sloupec matice I resp. B). Pro dukaz 6 = 2 polozime x = By.

e Tvrzeni 1 < 7 plyne z rovnosti (5.4a), uvedené pozdéji. O

Véta 3.6. Pro libovolné matice A, B plati

e mg(AB) C rng A.

e mg(AB) =rng A, jestlize radky matice B jsou linedrné nezavislé.
Diikaz. Prvni tvrzeni tika, ze jestlize soustava z = ABx ma teseni, pak i soustava z = Ay ma
feSeni. To je ale jasné, protoze muzeme polozit y = Bx. Druhé tvrzeni navic tika, ze jestlize

B ma linearné nezavislé radky a z = Ay ma feseni, pak i z = ABx ma teSeni. To plati, nebot’
dle implikace 5 = 2 ve Vété 3.5 ma soustava Bx = y feSeni pro kazdé y. O
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3.2.2 Nulovy prostor

Nulovy prostor matice A (také se nazyvé jddro zobrazeni f(x) = Ax) je mnozina
nll A ={xeR"|Ax=0} CR". (3.12)

Interpretace nulového prostoru:

e Je to mnozina vSech vektoru, které se zobrazi na nulovy vektor.

e Podle (3.9) je to mnozina vsech vektoru, které jsou kolmé na kazdy radek matice A. Z toho
je vidét, ze je to linearni podprostor R™.
Plati navic, ze kazdy linearni podprostor prostoru R™ je nulovym prostorem néjaké matice

A € R™™ (toto tvrzeni neni samoziejmé, lze ho dokézat napt. z pozdéjsi Vety 4.1). Tedy
linedrni podprostor X lze reprezentovat (napf. v poé¢itaci) dvéma zpusoby:

e jako linedrni obal kone¢ného poctu vektoru (tedy matici A takovou, ze X =rngA),

e jako mnozinu feseni homogenni linedrni soustavy (tedy matici A takovou, ze X = null A).

Véta 3.7. Pro matici A € R™*" jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:
1. null A = {0} (tj. nulovy prostor je trivialni).

Soustava Ax = 0 ma jediné feSeni x = 0.

rank A = n.

Zobrazeni f(x) = Ax je injektivni (viz §1.1.2).

Sloupce matice A jsou linearné nezavislé.

Matice A ma levou inverzi, tj. existuje B tak, ze BA = 1.

Matice ATA € R™" je reguldrni.

NS vk N

Diikaz.
e Ekvivalence 1 < 2 plyne z definice nulového prostoru (3.12).
e Ekvivalence 2 < 5 plyne z definice linedrni nezavislosti (3.2), tj. Ax =0 = x = 0.
e Ekvivalence 3 < 5 plyne z definice hodnosti (3.11).

e Tvrzeni 4 iika, ze pro kazdé x,y je Ax = Ay = x=y,tj. A(x—y)=0 = x—y =0.
Ale to je definice (3.2) linedrni nezavislosti sloupcti A. Tedy plati 2 < 4.

e Tvrzeni 6 je ekvivalentni tomu, Ze matice AT mé pravou inverzi, tj. ATB? = I. Tedy
3 < 6 plyne ekvivalence 3 < 6 ve Véte 3.5.

e Tvrzeni 1 < 7 je plyne z rovnosti (5.4b), uvedené pozdéji. O

Véta 3.8. Pro libovolné matice A, B plati:
e null(AB) O null B.

e null(AB) = null B, jestlize sloupce matice A jsou linedrné nezavislé.
Diikaz. Prvni tvrzeni tika, ze Bx = 0 = ABx = 0, coz plati vynasobenim matici A zleva.

Druhé tvrzeni tika, ze kdyz A ma linearné nezavislé sloupce, pak ABx = 0 = Bx = 0. To
plati, nebot’ dle implikace 5 = 2 ve Vété 3.7 mame Ay =0 = y =0. O
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3.2.3 Dveé véty o dimenzich

vvvvvv

Jako prvni uvedeme slibeny dukaz rovnosti (2.2). K tomu nejdiiv uvedeme pomocnou vétu,
ktera je zajimava sama o sobeé.

Véta 3.9. Pro kazdou matici A € R™*" hodnosti r existuji B € R™*" a C € R™" tak, ze
A =BC. (3.13)

Diikaz. Zvolme libovolnou bézi prostoru rng A. Necht’ vektory této baze tvori sloupce matice
B € R™*", kde r = dimrng A. Nyni j-ty sloupec a; matice A je linedrni kombinaci sloupct
matice B, neboli existuje vektor c; tak ze a; = Bc,. Plati tedy (3.13), kde matice C € R™*"
ma sloupce cq, ..., cC,. O

Rozkladu (3.13) se nékdy tika rozklad matice podle hodnosti (angl. rank factorization).
Lze na néj pohlizet jako na ‘kompresi’ matice A, coz pii r < min{m,n} muze byt znacéna
uspora. Napf.:

e Ulozeni matice A do paméti zabere mn ¢isel, ulozeni matic B a C jen (m + n)r ¢isel.

e Piimy vypocet maticového souc¢inu Ax vyzaduje mn operaci. Spocitame-li ale nejdiiv

vektor z = Cx a pak vektor y = Bz, potiebujeme jen (m + n)r operaci.

e Predstavme si zobrazeni f(x) = Ax jako prenosovy kanél, jehoz vstupem jsou proménné

X1,...,T, & vystupem yi,...,y,. Pfenos muzeme realizovat jen po r ‘dratech’ z,..., z..

A nyni muzeme dokézat rovnost (2.2), tj. ze dimenze linedrniho obalu sloupcu je rovna

dimenzi linearniho obalu radku:
Véta 3.10. Pro kazdou matici A plati
rank A = dimrng A = dimrng(A”) = rank(A7T). (3.14)

Diikaz. Pisme (3.13) jako AT = CTBT. Dle Véty 3.6 je rng(AT) C rng(CT). Dle Véty 3.3 tedy
dimrng(AT) < dimrng(CT). Protoze CT ma r sloupci, je dimrng(C?) < r = dimrng A. Tedy

dim rng(A”) < dimrng A. (3.15)

Ukézali jsme, ze pro kazdou matici A plati nerovnost (3.15). Nyni tuto nerovnost pouzijeme
na matici AT, coz d4 dimrng A < dimrng(AT). Obé nerovnosti dohromady daji (3.14). O

Jako druhou uvedeme vétu o vztahu dimenze prostoru obrazu, nulového prostoru, a ‘vstup-
niho” prostoru R" linearniho zobrazeni. Nékdy se ji tika rank-plus-nullity theorem, kde nullity
oznacuje dimenzi nulového prostoru matice:

Véta 3.11. Pro kazdou matici A € R™*" plati
dimrng A + dimnull A = n. (3.16)

Dukaz. (%) Necht’ bézi prostoru rng A tvoii sloupce matice B € R"*". Tedy existuje matice
C € R™" tak, ze B = AC. Necht’ bazi prostoru null A tvoii sloupce matice D € R™*9.

Protoze sloupce B tvoii bazi rng A, pro kazdy vektor x € R" existuje pravé jeden vektor
y € R" tak, ze Ax = By, to jest Ax = ACy, to jest A(x — Cy) = 0. To ale znamena
x — Cy € null A, proto existuje pravé jeden vektor z € R? tak, ze x — Cy = Dz.

A jsme hotovi. Ukazali jsme totiz, ze pro kazdy x € R" existuje praveé jeden y € R" a praveée
jeden z € R? tak, ze x = Cy + Dz. To ale znamend, ze sloupce matice [C D] € R0+ tyoif
béazi prostoru R"™. Tedy musi byt r + ¢ = n, coz je rovnost (3.16).
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Interpretace vety 3.11:

e Kazdd dimenze na vstupu zobrazeni f(x) = Ax se bud’ ‘smackne’ do nulového vektoru
nebo se objevi na vystupu.

e Pocet linedrné nezavislych teseni linearni homogenni soustavy Ax = 0 je n — rank A.

e Protoze rank A = rank(AT), rovnost (3.16) lze psét také jako
dimrng(A”) + dimnull A = n. (3.17)

Protoze rng(A”) je linearn{ obal fadki matice A a null A je mnozina vSech vektorii kol-
mych na radky A, rovnost (3.17) iikd, Zze soucet dimenzi téchto dvou podprostoru pro-
storu R™ je n. O tom si vice fekneme v ¢dsti o ortogondlnim doplinku (§4.2).

3.3 Afinni podprostor a zobrazeni

Afinni kombinace vektoru xi,...,x; € R" je linearni kombinace a;x; + - - - + Xy, ve které
koeficienty kombinace splnuji
o+ F+ap=1.

Afinni obal vektoru x1, ..., X, je mnozina vsech jejich afinnich kombinaci. Mnozina A C R" je
afinni podprostor? linearniho prostoru R", jestlize kazdd afinni kombinace kazdé (konecné)
mnoziny vektoru z A lezi v A (neboli mnozina A je uzaviend vuci afinnim kombinacim):

Xt,.., X, €A, oy +--+ap=1 = ax1+--+ax,€A. (3.18)

Afinni kombinace nezdvisi na pocdtku. To znamen4, ze afinni kombinace vektoru posunutych
o libovolny vektor x je rovna afinni kombinaci neposunutych vektoru posunuté o xy. To snadno
dokazeme:

ap(x1—Xg)+- - Fag(Xp—Xo) = X1+ Fauxp— (1 +- -+ ag)xo = (X1 +- - -+ XE) — Xo.

Na rozdil od toho, obecné linearni kombinace na pocatku zavisi.

K tomu (mirné neformdlni) pozndmka: Jestlize s prvky vektorového (pod)prostoru pro-
vadime operace afinni kombinace, tyto prvky si sta¢i predstavovat/kreslit jako body. Poloha
pocatku neni dulezita, protoze afinni kombinace na ném nezavisi. Afinni kombinaci bodu na
papife lze sestrojit pomoci pravitka a méritka bez znalosti polohy pocatku. Naproti tomu,
jestlize s prvky vektorového (pod)prostoru provadime operace linedrni kombinace, tyto prvky
si predstavujeme jako Sipky spojujici pocatek s koncovym bodem (ptesnéji jako volné vektory),
protoze linearni kombinaci vektori muzeme sestrojit pouze se znalosti polohy pocatku. To je
duvod, pro¢ se prvkum afinniho (pod)prostoru fika body zatimto prvkum pouhého vektorového
(= linedrniho) (pod)prostoru vektory.

Piiklad 3.7. Afinni obal dvou bodu x;, %, € R? je mnozina
aff{x1,x9} = {aux; + aoxe |y +ag =1},

Pokud x; # xs, je touto mnozinou piimka prochazejici body x;,x5. Tato primka je afinni
podprostor R3. Na obrazku dole vlevo je nékolik bodii na pifmece a pifslusné koeficienty (o, ).

2Vsimnéte si, ze definujeme afinni podprostor linedrniho prostoru, ale uz ne afinni prostor sém o sobé. Definice
afinnfho prostoru bez odkazu k néjakému linedrnimu prostoru (tj. pomoci axiomil) existuje, ale neuvddime ji.
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Naproti tomu, linedrni obal dvou vektoru x;,xy (pokud jsou linedarné nezavislé) je rovina
prochézejici témito dvéma body a pocatkem O.
Afinnf obal ti{ bod %1, X». X3 € R? je mnozina

aff{x1,x2,x3} = { a1x1 + aoXs + azXs | a1 + g + a3 =1 }.

Pokud body x1, X2, X3 nelezi v piimce, je touto mnozinou rovina jimi prochézejici. Tato rovina
je afinni podprostor R*. Na obrazku vpravo je nékolik bodii v této roviné a pifslusné koeficienty

(Oél, Qg, ()(3).

(Protoze afinni kombinace nezéavisi na poloze pocatku, do obrazku jsme pocétek ani nekreslili
a prvky prostoru R? jsme kreslili jako body, viz pozndmka vyse.) O

Pro mnozinu X C R" a vektor x € R™ oznacme
X+x={x+ylye X} (3.19)

Véta 3.12.
e Je-li X linearni podprostor R" a x € R", pak mnozina X + x je afinni podprostor R".

e Je-li A afinni podprostor R" a x € A, pak mnozina A — x je linearni podprostor R".

e Je-li A afinni podprostor ax,y € A, pak A —x=A—y.

Diikaz. Prvni tvrzeni: Chceme dokéazat, ze afinni kombinace bodu z mnoziny X + x lezi v této
mnoziné. Necht’ tedy a; + - - - + ax = 1 a chceme dokézat implikaci

X),...,. X0, EX+X = mX1+--+axp € X +x,
neboli?
X]—X,..., X, —XEX = uxi+--taxp—x=0a1(x; —x)+ -+ ap(x —x) € X.
Tato implikace plati diky linearité X.
Druhé tvrzeni: Chceme dokézat, ze linearni kombinace vektort z mnoziny A — x lezi v této

mnoziné. Necht’ tedy aq,...,ar € R a chceme dokézat implikaci

X1,.., X, €A = a(x1—x)+ -+ ap(xp—x) € A—x.

37de jsme pouzili skutecnost, ze k vyroku typu x € X miizeme piicist libovolny vektor a vyrok se tim
nezmeéni. Presnéji, pro kazdé X CR" ax,y € R" plati x € X & x+y € X +y. To snadno plyne z (3.19).
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Prava strana této implikace jde psat jako
ap(x) —X)+ - tap(xXp—xX)+x =X+ -+ auxp+ (1 —ag — - —ag)x € A.

To je ale pravda, nebot’ a; + -+ + (1 — a3 — -+ — ) = 1 a tedy posledni vyraz je afinni
kombinace vektoru z A, ktera podle predpokladu lezi v A.

Tteti tvrzeni: Oznac¢me X = A — x. Jelikoz y € A, je také y —x € A —x = X. Nyni piSme
A—y=A—-x+x—-y=X—(y—x) =X, kde posledni rovnost plyne z linearity X (kterou
jsme dokézali v druhém tvrzeni). O

Veéta 3.12 tikd, ze afinni podprostor neni nic jiného, nez ‘posunuty’ linearni podprostor
(tedy nemusi prochéazet pocatkem, na rozdil of linedarnitho podprostoru). Treti tvrzeni véty
navic ukazuje, ze tento linearni podprostor je afinnim prostorem urcen jednoznacné:

A:X+X0

X0

X

Dimenze afinniho podprostoru je dimenze tohoto linedrniho podprostoru. Afinnimu pod-
prostoru R™ dimenze 0, 1, 2 a n — 1 se fika po fadé bod, pfimka, rovina, a nadrovina.

Véta 3.13. Mnozina A C R" je afinni podprostor pravé tehdy, kdyz je mnozinou reSeni néjaké
linedrni soustavy!, tj. existuji A a b spliujici A ={x € R" | Ax=b}.

Diikaz. Predpoklddejme, ze mnozina A je neprazdnd (pro A = () véta zjevné plati, protoze
prazdnd mnozina je afinni podprostor a je to také feseni néjaké linearni soustavy).

Dikaz <: Necht’ A = {x € R" | Ax =b}. Necht' x;,...,x, € Aaa; +---+ap = L.
Dokazme, ze a1Xy + -+ - + apX;, € A:

A(anxy + -+ 4+ apXy) = agAxy + -+ apAxy = agb+ -+ axb = b.

Jiny dukaz <: Necht’ X = null A a x; je libovolny bod splaujici Axy = b (tzv. partikuldrni
reseni soustavy Ax = b). Pak

A={x|Ax=b}={x|Ax—%0) =0} ={x'+x0| AX' =0} = X + xq. (3.20)

Tedy dle Veéty 3.12 je A afinni podprostor.
Dukaz =-: Necht’ A je afinni podprostor a necht’ x, € A. Pak (dle Véty 3.12) je mnozina
X = A — xq linedrni podprostor, tedy (viz poznamka v §3.2.2) existuje matice A tak, ze

X =null A. Necht’ b = Axy. Pak dle (3.20) je X +xo={x| Ax=Db}. O

4Proto se afinnimu podprostoru iiké také linedrni varieta. Je to specidlni piipad algebraické variety, coz je
mnozina feSeni soustavy polynomidlnich rovnic. Jejich studiem se zabyva algebraickd geometrie.
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Shrime: kazdy linearni podprostor lze reprezentovat bud’ jako rng A pro néjakou matici A,
nebo jako null A (tj. mnozinou feseni soustavy Ax = 0) pro néjakou (jinou!) matici A. Kazdy
afinni podprostor lze reprezentovat bud’ jako x+ X pro néjaky vektor x a linedrni podprostor X,
nebo jako mnozinu feSeni soustavy Ax = b pro néjaké A, b.

Body x1,...,x; € R" jsou afinné nezavislé, jestlize zadny neni afinni kombinace ostatnich.
Afinni nezavislost lze ovsem definovat i jinak (dukaz véty neuvadime, i kdyz neni tézky):

Véta 3.14. Pro body Xi,...,X; € R" jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

1. Zadny bod neni roven afinni kombinaci ostatnich bodii.
2. Plati (srov. se (3.2))

a1+...+ak20’ 041X1+"'+Oéka:O E alz"':akzo- (321)
3. Vektory xo — X1,X3 — X1, ..., X — X1 jsou linearné nezavislé.
4. Vektory [}il} s {Xlk] jsou linedrné nezavislé (kde {ﬂ € R™*! zna¢f vektor x s pridanou

jednic¢kou jako (n + 1)-ni soufadnici®).

Piiklad 3.8. Dva body x1,xs € R" jsou afinné nezavislé, pravé kdyz x; # X, (neboli nejsou
identické). Tii body x1,Xs,x3 € R™ jsou afinné nezavislé, pravé kdyz nelezi v jedné piimce
(neboli nejsou kolinedrni). Viz Priklad 3.7. Ctyfi body X1, Xa, X3, X4 € R” jsou afinné nezavislé,
praveé kdyz nelezi v jedné roviné (neboli nejsou koplandrni). O

Zobrazeni f: R" — R™ nazveme afinni, pokud (3.4) plati pro vSsechna ay +---+ay = 1. Lize
dokazat (proved'te!), ze zobrazeni f je afinni, pravé kdyz existuje matice A € R"™*™ a vektor
b € R™ tak, ze

f(x) = Ax+b. (3.22)

Pro m = 1 se zobrazen{ (3.22) nazyvd také afinni funkce® f: R" — R a m4 tvar
f(x)=alx+b=ax, + - +ayz, +0, (3.23)
kdeac R"abeR.

Priklad 3.9. Zobrazeni f: R? — R? definované jako f(xy,z9) = (21 + 2o + 1,21 — 2 — 2,211)
je afinni. To bychom mohli dokédzat ovérenim podminek (3.4) pro a; + -+ + o = 1. Ale je to
patrné i z toho, ze zobrazeni lze vyjadrit ve tvaru (3.22):

L1y, 1
flzy,20) = |1 —1 Lcl} + | =2
2 0] L™ 0 O

5Tento vektor dobie znaji poéitacovi grafici jako homogenni soufadnice bodu x.

6V linedrni algebie znamens ‘linedrni funkce’ néco jiného nez v matematické analyze. Napi. funkci jedné
proménné f(x) = ax + b znéte ze zékladni skoly jako linedrni, v linedrni algebie vsak linedrni neni — je afinni.
Ovsem soustavé rovnic Ax = b se fika ‘linearni’ i v linedrni algebte.
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Priiklad 3.10. Pro dané body x1,...,x; € R a y1,...,yrx € R™ mame za kol najit afinni
zobrazeni f takové, aby platilo y; = f(x;) pro viechna i = 1,... k. Redfme tedy linedrni
soustavu y; = Ax;+b,i=1,...,k, pro neznamé A € R™*" a b € R™. Tuto soustavu muzeme
napsat v maticovém tvaru

X . e X
i - v =[A b] |7 ‘.
|
Je-li k =n+1abody x1,...,x; jsou afinné nezavislé, matice lxll Xlk} je regularni a tedy
soustava ma jediné TeSeni. O

Shriime: kazdé linedrni zobrazeni lze reprezentovat jako f(x) = Ax pro néjakou A a kazdé
afinni zobrazeni jako f(x) = Ax + b pro néjaké A, b.

3.4 Cviceni

3.1. Rozhodnéte, zda nésledujici mnoziny jsou linearni nebo afinni podprostory R™ a kdyz ano,
urcete jejich dimenze:
a) {xeR"|al’x =0} pro dané a € R"
b) {xeR"|alx=0} prodané a € R", b€ R
c) {xeR"|xI'x=1}
d) {xeR"|ax’ =1} pro dané a € R"
e) {xeR"| ¥ 2;,=0}
3.2. Je ddno zobrazeni f(x) = x x y, kde y € R? je pevny vektor a x oznacuje vektorovy

soucin. Jde tedy o zobrazeni R?* — R3. Je toto zobrazeni linearni? Pokud ano, najdéte
matici A tak, aby f(x) = Ax. Cemu je rovno AT? Jakou hodnost ma A?

3.3. Mame zobrazeni f: R? — R? definované jako f(z,y) = (x + y,2x — 1,2 — y). Je toto
zobrazeni linedarni? Pokud ano, napiste ho ve forme (3.5). Je toto zobrazeni afinni? Pokud
ano, napiste ho ve formé (3.22). Obé odpovedi dokazte z definic.

3.4. Méjme nehomogenni linedrni soustavu

rT+2y+ z=1
—r+ y+2z2=2

dvou rovnic o tiech neznamych. Napiste mnozinu fesenf soustavy jako X +xg, kde X C R3
je linearni podprostor (napiste jeho bazi) a xo € R3.
3.5. Najdéte bazi prostoru obrazu a bazi nulového prostoru nasledujicich linearnich zobrazeni:
a) f(x1, 19, 23) = (71 — T, T3 — T3 + 211)
b) f(x1,22) = (221 + @2, 11 — X2, 279 + 1)

3.6. Mate matice A a B se stejnym poctem fadku. Jak byste ovérili, zda rng A = rmgB,
umite-li spocitat hodnost libovolné matice?

3.7. Dokazte, ze pro libovolné dvé matice plati rank(AB) < min{rank A, rank B}.
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3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

Necht’” X je linedarni podprostor R” a f: R™ — R™ je linedrni zobrazeni. Je mnozina f(X)
linearni podprostor R™? Odpoved’ dokazte.
Navrhnéte postup, jak spoéitat afinni zobrazeni f: R? — R?, které zobrazi trojihelnik

s vrcholy pi, p2, 3 € R? na trojihelnik s vrcholy qi, qs, q3 € R2. Zobrazeni mé zobrazit
bod p; do bodu q; atd.

Zjisti, zda existuje linearni funkce f splnujici tyto podminky:

a) f(1,2) =2, f(3,4) = 3.

¢ f(1,0,1)=-1, f(0,1,2) =1, f(1,1,3) = 2.
Méme podprostor X C R3 s bazi tvorenou vektory (1,2,3) a (—1,0,1). Necht’ x = (2,2, 2).
Plati x € X7 Pokud ano, najdéte souradnice vektoru x v této bazi.

Necht” A ma linedrné nezavislé sloupce. Ukazte, ze kazda baze podprostoru rng A je tvo-
fena sloupci matice AB pro néjakou regularni matici B.

Které z téchto vyroku jsou pravdivé? Kazdy vyrok dokazte nebo najdéte protipiiklad.
Neékteré vyroky mohou platit jen pro urcité rozméry matic — najdéte co nejobecnéjsi pod-
minky na rozmeéry matic, aby vyroky byly pravdivé.
a) Pokud AB ma4 plnou hodnost, pak A a B maji plnou hodnost.
b)
¢) Pokud A a B maji trividlni nulovy prostor, pak AB m4 trividlni nulovy prostor.
)

d) (%) Pokud A a B jsou 1izké s plnou hodnosti a plati ATB = 0, pak matice [A B] je
uzka s plnou hodnosti.

e) (x) Pokud matice lﬁ ](3)',} ma plnou hodnost, pak A i B maji plnou hodnost.

Pokud A a B maji plnou hodnost, pak AB ma plnou hodnost.

(%) Méjme vektory xi, ..., x,. Vektor x; nazveme klicovy, je-li linedrné nezavisly na pred-
chozich vektorech x1, ..., x;_1. Dokazte, ze mnozina klicovych vektoru je baze podprostoru
span{xy, ..., X }. Vsimnéte si, ze vlastné dokazujete treti tvrzeni Véty 3.2.

(x) Mame linedrné nezavislé vektory ay, ..., a,, € R" a hleddme vektory a,, 11, ...,a, € R”
tak, aby vektory ai,...,a, byly linedrné nezavislé. Dokazte, ze to jde udélat nasledovné.
Necht’ A € R™" je matice s fadky al, ... al . Vybereme mnozinu J C {1,...,n} linedrné
nezavislych sloupcti matice A (viz predchozi cviceni). Pak zvolime vektory a,.1,...,a,
jako n —m vektoru standardni baze e; € R" kde j € {1,...,n}\ J. Viimnéte si, ze vlastné
dokazujete ¢tvrté tvrzeni Véty 3.2.

(x) Dokazte Vétu 3.14.

Napovéda a reseni

3.1.a) Linedrni podprostor, dimenze n — 1 pro a # 0 a n pro a = 0.

3.1.b) Afinni podprostor dimenze n — 1 proa# 0 an proa =0,b=0. Pro a= 0, b # 0 je mnozina

prazdnd (tedy neni afinni podprostor).

3.1.c) Neni linedrni ani afinni podprostor (je to sféra).

3.1.d) Pron =1 aa # 0 je mnozinou jediny bod, tedy afinni podprostor prostoru R. Pron =1aa=20

je mnozina prazdnd (tedy neni afinni podprostor). Pro n > 1 je mnozina také prézdnd, protoze
soustava ax’ = I nem4 feseni pro z4dné a,x (mozny ditkaz: je rank I = n, ale rank(ax’) < 1).
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3.1.e) Linearni podprostor dimenze n — 1.

0 ys —u2
3.2, Je linedrni, A = |—y3 0  y1| je antisymetrickd hodnosti 2 pro y # 0.
Y2~ 0
1 1 0 .
3.3. Jeafinni. Je f(x) = Ax+b,kde A= |2 0f b=(0,-1,0)= [—-1|,x=(z,y) = [y}
1 -1 0

3.4. Napr. (1,-1,2) +span{(1,-1,1)} ={(1+a, -1 —a,2+a) |a e R }.
3.5.a) rng A = R? a tedy baze rng A je napi. Iy. Baze null A je napt. (1,1, 3).
3.5.b) Béze rng A je napi. (2,1,1),(1,—1,2). Béze null A je napt. (0,0).

3.6. rngA = rngB je ekvivalentni rank A = rank[A B| = rank B.

3.7. 7 Véty 3.6 je rank(AB) < rank A. Dle (2.2) je rank(AB) = rank((AB)7) = rank(BTAT) <
rank(B7) = rank B.

3.9.  Viz Priklad 3.10.

3.10.a) Je f(x1,z2) = a1x1 + aswe. Resime soustavu aj + 2a9 = 2, 3a; + 4az = 3. Tato soustava ma
feSeni, tedy linedrni funkce existuje.

3.10.b) Ano.
3.10.c) Ne.

40



Kapitola 4

Ortogonalita

4.1 Standardni skalarni soucin

Na prostoru R™ lze ptirozené definovat standardni skalarni souéin'
X'y =z 4+ Ty =y X

Skaldrn{ soucin spliiuje Cauchy-Schwarzovu nerovnost (x’y)? < (x'x)(yTy).
Standardni skaldrni soucin indukuje eukleidovskou normu

Ixll = VxTx = (af + -+ 27)"%, (4.1)

Norma spliiuje trojihelnikovou nerovnost |x+y|| < ||x||+ ||y||. Ta snadno plyne z Cauchy-
Schwarzovy nerovnosti (umocnéte a roznasobte). Norma méii délku vektoru x.
Uhel ¢ dvojice vektoru se spocita jako

XTy

Iyl (4.2)

cos p =

Specidlné, vektory jsou ortogondlni neboli kolmé, jestlize x’y = 0, coz znaéime také x L y.
Eukleidovska norma indukuje eukleidovskou metriku

d<X7 y) = ”X - yH7 (43)

ktera meéri vzdalenost bodu x a y.

Protoze pro n = 3 takto definované pojmy délky, tihlu a vzdélenosti dobie modeluji prostor,
ve kterém zijeme, prostoru R" se standardnim skaldrnim soucinem se casto tika Fukleidovsky
prostor.

4.2 Ortogonalni podprostory

Vektor y € R™ je ortogondlni na podprostor X C R" (coz znac¢ime y L X nebo X 1 y),
je-li y L x pro kazdé x € X. Pro testovani této podminky staci ovérit, ze y je kolmy na kazdy
bazovy vektor podprostoru X, nebot’ (dokazte!)

y Lspan{xy,....,xx} <= yLlx;, ...,yLlx. (4.4)

!Pro skaldrni sou¢in prvki x,y z abstraktniho vektorového prostoru se uzivaji znaceni x -y, (x,y) nebo
(x,y). Protoze my ale mdme x,y € R", vystac¢ime s maticovym zépisem xy.
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Podprostory X, Y C R” jsou ortogonalni (zna¢ime X L Y), je-li x Ly pro kazdé x € X
ay €Y, neboliy L X pro kazdé y € Y. Plati

X1lY = XnY={0} (4.5)

nebot’ jediny vektor kolmy sdm na sebe je 0 (rozmyslete!).
Ortogonalni doplnék podprostoru X C R” je mnozina

Xt={yeR"|y LX)} (4.6)
vsech vektoru z R™ kolmych na podprostor X. Mnozina (4.6) je podprostor R" (dokazte!).

Piiklad 4.1. Dvé na sebe kolmé pifmky v R?® prochdzejici pocatkem jsou ortogonalni pod-
prostory, jedna piimka neni ale ortogonalnim doplikem druhé piimky. Ortogondlni doplnék
k piimce v R? prochdzejici pocatkem je rovina prochézejici poc¢atkem, kterd je na tuto pifmku
kolma. U

Priiklad 4.2. Pozor, sténa mistnosti neni kolméa na podlahu. Opravdu, existuje dvojice vektoru,
jeden z podlahy a jeden ze stény, které nejsou na sebe kolmé (kde jsou?). O

S ortogonalnim dopliikem jsme se vlastné uz setkali v §3.2.2: nulovy prostor matice je tvoten
vSemi vektory kolmymi na vSechny fadky matice. Ale (dle (4.4)) vektor je kolmy na vSechny
iddky matice pravé tehdy, je-li kolmy na linedrni obal fadkii matice. Tedy je-li X = rng(AT),
pak X+ = null A. Kratce

(rmg(AT))* = null A. (4.7)

Piiklad 4.3. Ortogondlni doplnék podprostoru X = span{(1,2,3), (0,1, —1)} je mnozina vsech

vektort (zy, T, x3) splijicich ; + 22y + 3x3 = x5 — 23 = 0, neboli X+ = null [(1) ? _ﬂ O
Véta 4.1. Pro kazdé podprostory X,Y C R" plati:

1. dim X + dim X+ = n,

2. X LY adimX +dimY = n implikuje Y = X+,

3. (XYt =X.

Diikaz.
1. Tvrzeni 1 je rovnost (3.17), kde X = rng(AT) a X+ = null A.
2. Plati X L Y & Y C Xt (nebot’ Y C Xt znamena, 7e kazdy vektor z Y je kolmy na X).
Dle tvrzeni 1 tedy dim(X1) =n — dim X = dimY. Dle Véty 3.3 proto Y = X .

3. Necht’' Y = X*. Z toho plyne X L Y adim X +dimY = n. Z toho ale dle tvrzeni 2 plyne
X =Y+= (X4t O

Dle tvrzeni 3 je Y = X+ & X = Y. Proto tikdme, Ze podprostory X a Y jsou ortogo-
ndlnim doplnkem jeden druhého.

Zformulujme podrobnéji nase pozorovani vyse, které vedlo k rovnosti (4.7). Pro kazdou
matici A € R™*" je jasné, ze:

e mgA ={Ax|x € R"} CR™ je linedrni obal sloupcu A,
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e null A = {x € R"| Ax =0} C R" je prostor viech vektoru kolmych na rddky A,
e mg(AT) ={ATx | x € R™} C R" je linedrni obal tadku A,
e null(AT) = {x e R™ | ATx = 0} C R™ je prostor vsech vektorti kolmych na sloupce A.
Rovnost (4.7) plynula z druhého a tretitho vyroku. Déle plati tato véta:
Véta 4.2. Pro kazdou matici A plati
(rmg A)* = null(A”), (4.8a)
(null A)* = rng(AT). (4.8b)
Diikaz. Rovnost (4.8a) plyne z prvniho a ¢tvrtého pozorovéani vyse. Je to vlastné rovnost (4.7)

pouzitd na matici A”. Rovnost (4.8b) se ziska pouzitim rovnosti (4.8a) na matici A7 a rovnosti
(X1 = X. O

4.3 Ortonormalni mnozina vektoru

Vektor u € R™ nazveme normalizovany, pokud mé jednotkovou délku (||uf = 1 = u’u).
Mnozinu vektort {uy,...,u,} nazveme? ortonormalni (trochu nepiesné® ifkdme, ze vektory
ui, ..., u, jsou ortonormdlni), jestlize kazdy vektor z této mnoziny je normalizovany a kazda
dvojice vektoru z této mnoziny je ortogonalni, tedy
uju; = i = {0 kdy% ' ’ 7 (4.9)
1 kdyzi=j.

Véta 4.3. Ortonormalni mnozina vektoru je linearné nezavisla.
Diikaz. Vynasobme levou stranu implikace (3.2) skaldrné vektorem u;, coz da

o = aiuiTui = ozluiTul 4+ 4 anuiTun = uiTO = 0.

To plati pro kazdé i, tedy oy = -+ = a,, = 0. To je prava strana implikace (3.2). U
Véta 4.4. Necht’ jsou vektory uy,...,u, ortonormalni. Necht’
X =y + -+ apuy,. (4.10)

Pak o; = ul'x.
Diikaz. Vynéasobenim rovnice (4.10) zleva skaldrné vektorem u; mame u! x = u! wa; = ;. O

Pripomenme (§3.1), ze skaldry aq, ..., q, jsou souradnice vektoru x v ortonormdlni bazi
{uy,...,u,} podprostoru span{uy,...,u,}. Ze stfedni skoly vite (zopakujte a odvod'te!), ze
ulx je délka ortogonalni projekce vektoru x do (normalizovaného) vektoru u;. Uvédomte si roz-
dil oproti situaci, kdy vektory uy, ..., u, jsou linedrné nezavislé, ale ne ortonormélni (Véta 3.1):
v tom piipadé koeficienty «; musime pocitat fesenim linedrni soustavy (4.10).

Dosazeni a; = ul x do (4.10) ukdze, 7ze pro kazdé x € span{uy,...,u,} mame

x = (ulx)u; + -+ (ulx)u,. (4.11)

Podotknéme, ze ortonormélni baze linedrniho (pod)prostoru odpovida tomu, co ze zakladni
skoly znate pod pojmem ‘kartézsky souradnicovy systém’. Souradnice bodu (pod)prostoru vuéci
jeho ortonormélni bazi (viz §3.1) pak zname jako jeho ‘kartézské souradnice’.

2Pro vektory z ortonormélni mnoziny je obvyklé pouzivat pismena u,v,q a ne x,y,a, jak jsme zvykli.
Podobné, matice s ortonormélnimi sloupci (§4.4) je obvyklé znacit U, V, Q misto A, B.
3Nepfesné proto, ze ortonormalita neni vlastnost jednoho vektoru, ale mnoziny vektord.
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4.4 Matice s ortonormalnimi sloupci

Necht’ sloupce matice U € R™ " tvori ortonormalni mnozinu vektoru. Dle Véty 4.3 jsou
sloupce U linedrné nezavislé, tedy nutné m > n (tj. U je ¢tvercovd nebo tzkd). Podminku
ortonormality (4.9) sloupct matice U lze psat struéné jako (proc?)

U'u=1 (4.12)

To také znamena, ze U7 je leva inverze matice U a U je pravé inverze matice UT (viz §2.4).
Dle Véty 4.4 pro kazdé x € rng U plati UUTx = x, coz je rovnost (4.11) v maticovém tvaru.
Linearni zobrazeni f(x) = Ux (zobrazeni z R™ do R™) zachovava skaldrni soucin, nebot’

f(x)'f(y) = (Ux)"(Uy) = x"U"Uy =x"y. (4.13)

Pro x =y dostaneme ||f(x)| = ||Ux| = ||x||, neboli zobrazeni zachovava také eukleidovskou
normu. Zobrazeni f tedy zachovavéa délky a thly. Takova zobrazeni se nazyvaji isometrie?.

Véta 4.5. Pro kazdou c¢tvercovou matici U plati
U'U=1 < U'=U"' «— UU'=L (4.14)

Diikaz. Necht’ plati leva rovnost. Pak jsou sloupce U ortonormalni a tedy linearné nezavislé.
To ale znamend, Ze U je reguldrni, protoZe je ¢tvercova. Vynasobenim levé rovnice matici U1
zprava ziskame prostiedni rovnici. Vynasobenim prostiedni rovnice matici U zleva ziskame
pravou rovnici. Zbylé implikace dokazeme podobné. 0

Véta tika, ze ma-li ctvercova matice ortonormaélni sloupce, méa ortonormaélni i radky, a inverze
takové matice se spocitd jednoduse transpozici. Ctvercové matici spliujici podminky (4.14) se
iika ortogonalni matice.

Zduraznéme, ze pokud U je obdélnikovd s ortonormdlnimi sloupci, neplati UUT =T (plati
pouze UUTx = x pro kazdé x € rng U). Dale, pokud ma U ortogonalni (ne vSak ortonormdlnf)
sloupce, nemusf mit ortogonalni fadky”.

Necht’ U je ortogonalni matice. Vezmeme-li determinant obou stran rovnice UTU = I,
méme det(UTU) = det(UT) det U = (det U)? = 1. Tedy det U € {—1,1}.

e Pokud det U = 1, matici se tika specialni ortogonalni nebo také rotacni, protoze

transformace f(x) = Ux (zobrazeni z R™ do sebe) znamend otoc¢eni vektoru x okolo
pocatku. Kazdou rotaci v prostoru R” lze jednoznacné reprezentovat rotaéni matici.

e Pokud det U = —1, transformace f je slozenim otoceni a zrcadleni (reflexe) kolem nadro-
viny prochézejici pocatkem.

Priklad 4.4. Vsechny rota¢ni matice 2 x 2 lze napsat jako

U — {C(‘)sgo — sin cp}
sinp  cosyp

pro néjaké ¢. Nasobeni vektoru touto matici odpovida otoceni vektoru v roviné o thel ¢.
Zkontrolujte si, ze UTU =1 =UU? adet U = 1. U

40becnéji, isometrie je zobrazenf mezi dvéma metrickymi (ne nutné linedrnimi) prostory, které zachovava
vzdalenosti. V nasem piipadé bychom mohli ptesnéji mluvit o linedrni isometrii, tedy o isometrii, ktera je
zaroven linearni zobrazeni.

°To je mozna diivod, pro¢ se étvercové matici s ortonormalnimi sloupci (tedy i faddky) nefikd ‘ortonormdlni’
ale ‘ortogondlni’. Obdélnikovd matice s ortonormélnimi sloupci a ¢tvercovd matice s ortogondlnimi (ne vsak
ortonormdlnimi) sloupci zvlastn{ jména nemaji.
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Priklad 4.5. Zrcadleni (neboli reflexe) v R? kolem pifmky prochédzejici pocdtkem a smérnici
tan(y/2) je reprezentovano ortogonalni matici

{cos @ sin go}

siny —cosy O

Piiklad 4.6. Permutac¢ni matice je ctvercova matice, jejiz sloupce jsou permutované vektory
standardni baze. Napft.

[63 (S5} 82] =

_ o O
o O =
O = O

Permutacni matice je ortogondlni (dokazte!) a jeji determinant je rovny znaménku permutace.[]

4.5 QR rozklad

Véta 4.6. Kazdou matici A € R™*" Ize rozlozit na soucin
A =QR, (4.15)
kde matice Q € R™*™ je ortogonalni a matice R € R™*" je horni trojihelnikova.

Rozkladu matice (4.15) se fikd QR rozklad matice A. QR rozklad se pocita (coz zaroven
dokdze Vétu 4.6) pomoci algoritmu zalozenych na Gramm-Schmidtové ortogonalizaci, House-
holderovijch reflexich nebo Givensovych rotacich (tyto algoritmy neuvadime). V Matlabu jej
spocitate piikazem [Q,R]=qr(A).

Véta 4.6 popisuje tzv. plnou verzi QR rozkladu. Pokud m > n, je poslednich m — n radku
matice R nulovych (protoze R je horni trojihelnikovd). Tyto fadky jsou ndsobeny poslednimi
m — n sloupci matice Q. Vynechame-li tedy z matice R poslednich m — n tadku a z matice Q
poslednich m—n sloupct, soucin QR se nezméni. Pro m > n lze tedy kazdou A € R™*" rozlozit
jako A = QR kde Q € R™*™ mé ortonormalni sloupce a R € R™" je horni trojuhelnikova.
Toto je redukovana verze QR rozkladu, v Matlabu [Q,R]=qr(A,0). Pro m < n obé verze
splyvaji. Zkoumejte v Matlabu piikaz help qr!

Necht” A = QR je redukovany QR rozklad. Dle Véty 3.6 je rng A = rng(QR) C rng Q.
Pokud rank A = n (napi. A m4 linedrné nezavislé sloupce), tak dle Véty 3.3 je rng A = rng Q.
Takze sloupce matice Q tvori ortonorméalni bazi podprostoru rng A. 7Z Véty 4.6 tedy plyne, ze
kazdy podprostor md ortonormdalni bdzi (coz je netrividlni tvrzeni!).

QR rozklad je velmi uzitecny. Typické je jeho uziti na Feseni linedrnich soustav. Resfme-li
soustavu Ax = b, rozlozime A = QR a vynasobime soustavu zleva Q7 coz da

Rx = Q"b. (4.16)

Toto je ekvivalentni iprava, nebot’ Q je regularni (v piipadé plného QR rozkladu). Ale protoze
je R trojuhelnikova, soustavu jsme velmi zjednodusili. Napi. pokud je A c¢tvercova regularni,
jediné feseni soustavy (4.16) lze levné najit zpétnou substituci.
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4.6 Ortogonalni projekce

Ortogonalni projekce vektoru z € R™ na podprostor X C R™ je vektor x € X takovy, ze
(z—x) L X. Viz obrazek:

X+ = (rngU)*+ = null(UT)

X =mgU

>~ z=x+y

T xl = U

Ukazeme, jak ortogondlni projekci spocitat, je-li ddna ortonormalni béze podprostoru X,
tedy je-li ddna matice U € R™*™ takova, 7ze X = rngU a UTU = I. Protoze (viz §4.5) kazdy
podprostor ma ortonormalni bazi, dokazeme tim zaroven i existenci a jednoznacnost ortogonalni
projekce. Piipadem, kdy podprostor X je zadan libovolnou (ne nutné ortonormalni) bazi, se
budeme zabyvat pozdéji v §5.1.1.

Véta 4.7. Necht’ matice U € R™ " se sloupci uy, . .., u, € R™ spliiuje UTU = 1. Ortogonalni
projekce vektoru z € R™ na podprostor rng U je vektor

x=UU"z = (ulz)u; + - + (ulz)u,. (4.17)

Dukaz. Hledame vektor x € rng U splaujici (z — x) L rmg U. Dle (3.10) je x € rng U préve
kdyz x = Ua pro néjaké a. Podminka (z — x) L rmgU 1ika, ze vektor z — x = z — Ua je
kolmy na sloupce matice U. To lze psit jako U (z — Ua) = 0 neboli UTz = UTUa. Protoze
UTU =1, tato rovnice mé pravé jedno feseni o« = U”'z. Po dosazeni x = Ua = UU”z.
Druhd rovnost v (4.17) je jen otdzka znaceni. Uvédomime si°, ze uu’z = (u’z)u, a pak

UU'z=uulz+ - +uulz = (ulz)u +- -+ (ulz)u,. H

Poznamky k véte:
e Podle Véty 4.4 pro kazdé z € rng U mame UU”z = z (pozor: ve (4.11) mdme x misto z).

e Skaldry o; = ulz v (4.17) jsou soufadnice vektoru x v ortonormalnf bdzi {uy,..., u;}
podprostoru X (srov. Véta 4.4). ReGeno maticové, a = Ulz € R™ jsou soufadnice vektoru
x = Ua v ortonormélni bazi tvorené sloupci U.

e Piidame-li k vektorum uy, ..., u, vektory u,.1,...,u,, tak, aby mnozina uy,...,u,, byla
ortonormalni, dostaneme ortonormalni bazi prostoru R™. Dle (4.11) tedy pro kazdé z € R™
mame

z=(ujz)u; + -+ (0}, z)u,. (4.18)

Vidime, ze (4.17) je vlastné ‘zkracend’ suma (4.18), ze které jsme vzali jen prvnich n ¢lenu.

6Pozor:, zavorka ve vyrazu (u”'z)u je nutnd, protoze soucin vyrazii u’'z a u nenf maticovy souéin, ale nasobenf

vektoru skaldrem (viz poznamka v §2.1). Oproti tomu, vyraz uu’z je maticovy soucin tif matic u, u”, z, takze
zavorky v ném byt nemusi.

46



e Ma-li matice U jediny sloupec (oznaé¢me ho U = u € R™), pak
x=uu'z = (u'z)u. (4.19)

To je tedy vzorecek pro projekci vektoru z na primku X = rngu = span{u} prochazejici
pocéatkem (kde ||ul| = 1), ktery méate znat ze stfedni skoly. Stredoskolské odvozeni: skalarni
sou¢in u’'z je délka (se znaménkem) prumétu a (4.19) je vektor této délky ve sméru u.
Zobrazeni dané vzorcem (4.17) (za predpokladu UTU = 1) je linearni zobrazeni reprezen-
tované matici

P =UU7, (4.20)

které se proto fikd ortogonalni projektor (na podprostor X = rng U). Z (4.20) ihned plynou
(overte!) dveé vlastnosti ortogonalniho projektoru:

P?=P="P7 (4.21)

(kde P? je zkratka pro PP). Vlastnost P? = P (f{ka se ji idempotence matice P) tikd ocivid-
nou veéc: kdyz vektor jednou promitneme na néjaky podprostor, tak opétovné promitnuti na
tentyz podprostor ho uz nezméni. D4 se ukazat (dukaz neuvadime), ze kazd4 ¢tvercovd matice
s vlastnostmi (4.21) je ortogonalni projektor (na néjaky podprostor).

4.6.1 Projekce na ortogonalni doplnék

Pohled na ortogonalni projekci se stane 1plnéjsi, zahrneme-li do néj kromé podprostoru X i
jeho ortogonalni doplnék X1 (viz obrdzek vyse). Vlastné jsme ukdzali, ze pro kazdy vektor
z € R™ existuje pravé jedna dvojice vektori x € X ay € X' tak, ze x +y = z. Opravdu,
podminku y € X lze psit jako y L X neboli (z —x) L X (domyslete do konce!).

Co je prostorem obrazu a nulovym prostorem ortogonalniho projektoru? Uvahou (Kam se
promitne kazdy vektor? Které vektory se promitnou do po¢atku?) snadno vidime, ze

mgP = X, (4.22a)
nullP = X+ (4.22b)

Algebraicky to také plyne z Vét 3.6 a 3.8.
Dile z obrazku vidime, ze je-li P projektor na X, tak I — P je projektor na X*. Vskutku:

y=z—-x=z—-UU'z2=2—-Pz=(1-P)z. (4.23)

Rozved'me tuto myslenku: zkoumejme ortogonalni matici [U V} e R™ ™ ktera je slozena
ze dvou bloki U € R™" a V € R™(m=) 7 ortonormality sloupcii mame UTU = I a
VTV =1, a ddle UTV = 0 neboli rng U L rng V. Plat{ oviem dokonce

(mg U)* =mgV, (4.24)

coz plyne z Véty 4.1, nebot’ dimrmg U + dimrng V = n + (m — n) = m. Vidime, Ze rozdéleni
sloupcu ortogondlni matice do dvou bloku generuje rozklad prostoru na podprostor a jeho
ortogondlni doplnék. Navic z Véty 4.5 mame

U V][u Vv]"=uU" +VvVT =1, (4.25)
jak ovérime rozndsobenim blokovych matic (proved’te!). To souhlasi, protoze projektor na pod-
prostor X je P = UU7 a tedy projektor na podprostor X+ je VVT =1 - UU” =1 - P.
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4.6.2 Vzdalenost bodu od podprostoru

Z obrazku na zacatku §4.6 je intuitivné jasné, ze projekce x = Pz je bod podprostoru X
nejblizsi bodu z. Tato vlastnost ortogonalni projekce je dulezita pro optimalizaci, vyuzijeme ji
napt. v §5. Dokazme ji presné:

Véta 4.8. Je-li x € X ortogonalni projekce vektoru z na podprostor X, pak pro kazdé x' € X
plati ||z — x|| < ||z — X/|.

Diikaz. Protoze X je podprostor a x,x" € X, je x — x' € X. Protoze (z — x) L X, plati
(z —x) L (x —x). Z Pythagorovy véty tedy ||z — x'||> = ||z — x[|* + ||x = X/||* > ||z — x||*>. O

7Z toho plyne, 7e vzddlenost bodu z od podprostoru X+ = (rng U)*+ = null(U7?) je rovna
délce projekce bodu z na podprostor X = rng U, tedy

x|l = [UU"z|| = [U 2], (4.26)

kde jsme pouzili, ze zobrazeni reprezentované matici U zachovava eukleidovskou normu (viz §4.4).
Samoziejmé stale predpokladame, ze U ma ortonormalni sloupce.

Jako v §4.6.1, doplnme matici U na ortogondlni matici [U V}, tedy X+ = rng V. Pak
vzdélenost bodu z od podprostoru X je |ly| = [|[V'z]|. Z (4.25) mame

Ix|1> + |yl = U 2|]> + | V'2||? = 2" UUTz + 2" VVTz = 2 (UUT + VV!)z = 27z = ||z|*.
(4.27)
To neni nic jiného nez Pythagorova véta.

Vzorec (4.26) pocitd vzdalenost bodu od linedrniho podprostoru X+ = null(U7), tj. tento
podprostor je tvofen fesenimi homogenni soustavy UTx = 0. Casto potfebujeme spocitat vzdé-
lenost bodu of afinniho podprostoru. Jak to udélame? Reprezentujme tento afinni podprostor,
A C R™ mnozinou fegen{ linearn{ soustavy UTx = b (viz Véta 3.13), tedy

A ={xcR"|U'x=b}={xcR"|U'(x—x0) =0} = X" +x, (4.28)

kde x je libovolny bod spliiujici UTx, = b. Vidime, Ze vzdalenost bodu z od afinniho podpro-
storu A je rovna vzdélenosti bodu z — x( od linedrniho podprostoru X+, coz je

IU"(z — xo)|| = [ U"z - b]. (4.29)

Specidlné, necht’ nas afinni podprostor je nadrovina {x € R" | alx = b}, kde piedo-
pkladdame a # 0 (jinak by podprostor nebyl nadrovinou, tj. nemél by dimenzi n — 1). Jestlize
|a|| = 1, vzdalenost bodu z od nadroviny je rovna |a’z — b||. Obecné je tato vzdalenost rovna
laTz — b||/||a]|. Vidime zde geometricky vyznam vektoru a a ¢isla b: a je normalovy vektor
nadroviny a |b|/||al| je vzdalenost nadroviny od pocatku.

4.7 Cviceni

4.1. Mame vektory x = (1,2,3) ay = (—1,0, 1). Spocitejte (a) délku vektoru x, (b) vzdalenost
bodu x a y, (c) thel mezi vektory x a y.

4.2. Najdéte bézi ortogonalniho dopliiku prostoru span{(0,1,1),(1,2,3)}.
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4.3.

4.4.
4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.
4.13.

4.14.

Najdéte ortonormalni bazi podprostoru span{ (1,1,1, —1), (2,-1,—-1,1), (-1,2,2,1) } po-
moci QR rozkladu (pouzijte Matlab).

Dokazte, ze soucin ortogonalnich matic je ortogonalni matice.

Pro jaké n je matice diag(—1,) (tedy diagondlni matice se samymi minus jednickami na
diagonadle) rota¢ni?

Pocet nezavislych parametru (“stupnu volnosti”) ortogonalni matice n x n se ziskd jako
rozdil poc¢tu prvki matice (n?) a poc¢tu nezdvislych (v nasem piipadé ruznych) rovnic
v podmince UTU = I. Neformalné feceno udava, kolika ‘knofliky’” mtizeme nezavisle ‘krou-
tit” pfi rotaci v n-rozmérném prostoru. Jaké je toto cislo pro n = 2, 3,47 Najdéte vzorec
pro obecné n.

Pokud ||x|| = |ly||, dokazte, ze (x +y) L (x —y). V prostoru R? nakreslete vektory x +y
ax—y.

Mame vektory x; = (1,—1,0,2), xo = (1,1,1,0), x3 = (-1, —1,2,0).

a) Overte, ze vektory X, Xy, X3 jsou po dvojicich ortogondlni.
b) Najdéte libovolnou bazi podprostoru span{x;, x», x3}*.

c¢) Najdéte ortogonalni projektory na podprostory span{x;,Xs, X3} a span{xi, Xy, x3}+.

Najdéte dva ortogonalni vektory x,y takové, ze span{x,y} = span{(0,1,1), (1,2,3)}.

-1 2 2
Spoctéte co nejjednodussim zpusobem inverzi matice = | 2 —1  2|. Je tato matice
2 2 -1

ortogonalni projektor?

(x) Necht” X,Y jsou podprostory R™. Definujme X +Y = {x+y |x€ X, y € Y }.
Dokazte:

a) XCY = X+tDvyh

b) X +Y je generovan sjednocenim libovolné béze X a libovolné béaze Y. Tedy je-li
{x1,...,xx} bdze X a{y1,...,y;} baze Y, pak X +Y = span{xy, ..., Xx, ¥1,--., ¥}

c) (X+Y)t=Xtnyt

d) (XNY)t=X+4y?t

Jak byste levné spocitali absolutni hodnotu determinantu matice z jejitho QR rozkladu?

Pro UTU = I reprezentuje matice H = I — 2UU? zrcadleni (reflexi) vzhledem k podpro-
storu X = (rng U)*, proto této matici budeme ifkat reflektor.

a) Odvod’te vzorec pro reflektor geometrickou ivahou, podobnou jako pro projektor.
b) Dokazte, ze H™* = H = HT (srov. s (4.21)).
¢) Co je Hx kdyz x € X7 Ukazte algebraicky a oduvodnéte geometricky.

)

d) Co je Hx kdyz x 1 X7 Ukazte algebraicky a oduvodnéte geometricky.

Poznamenejme, Ze zndméjsi je piipad, kdy U m4 jediny sloupec, tedy H = I — 2uu’ kde
u’u = 1. Tato matice reprezentuje zrcadleni kolem nadroviny s normélovym vektorem u
a je znama jako elementdrni reflektor nebo Householderova matice.

(%) RQ rozklad rozlozi matici A = RQ, kde R je horni trojuhelnikova a Q je ortogonélni.
Jak byste spocitali RQ rozklad z QR rozkladu?
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4.15.
4.16.

4.17.

4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

4.22.

4.23.
4.24.

4.25.

Existuje isometrie f: R?* — R* takovd, ze f(1,—1,2) = (1,2, —1,1)a f(1,1,0) = (0,1, —1,0)?

Dokazte: Jestlize sloupce matice U tvoii ortonormalni bazi néjakého podprostoru, pak
sloupce matice V = UC tvorii ortonormalni bazi téhoz podprostoru pro kazdou ortogonalni
matici C.

Necht’ UTU = I. Najdéte co nejjednodussi vzorec pro

a) vzdalenost bodu x od podprostoru rng U,

b) vzdélenost bodu x od podprostoru null(U7) = {x | UTx =0},
c) vzdalenost poc¢étku 0 od afinnfho podprostoru {x | U'x =b},
d) vzddlenost bodu x od afinnfho podprostoru {x | U'x =b }.

Necht” X, Y C R"™ jsou podprostory takové, ze X C Y. Tvrdime, ze kdyz vektor ortogo-
nalné promitneme nejdrive na Y a potom na X, dostaneme stejny vysledek, jako kdyz ho
ortogonalné promitneme rovnou na X. Dokazte toto tvrzeni algebraicky nebo ho vyvrat’te.

Necht’ UTU = I. Dokaite, 7ze
a) Prvky matice U spliuji |u;;| < 1.
b) Pro kazdy iddek u’ matice U plati |jul| < 1.
Necht’ P je ortogonalni projektor (na néjaky podprostor). Dokazte, ze
a) Prvky matice P splauji |p;;| < 1.
b) Diagondlni prvky matice P jsou nezaporné.
Obecnou projekei se v linearni algebre rozumi kazdé linearni zobrazeni f(z) = Pz, které je

idempotentni, tedy f(f(z)) = f(z) neboli P? = P. Projekce nemusi byt ortogondlni, muze
byt sikméa — pak promitame ve sméru podprostoru null P na podprostor rng P.

a) Dokazte, ze pro kazdy vektor z plati z — Pz € null P.

b) Projekce je ortogondlni, pravé kdyz PT = P. Dokaite, 7ze potom (rng P)* = null P.
Necht’ A, B jsou libovolné matice spliujici AB = I (tedy A je leva inverze B a B je prava
inverze A, viz §2.4). Dokazte, ze:

a) P = BA je (obecny) projektor dle Cviceni 4.21, tedy plati P? = P.

b) nullP = null A a rng P = rng B.

c¢) Co jsou matice A, B v pripadé ortogonalni projekce?

Pro jaké vektory x,y plati trojihelnikovd nerovnost ||x + y|| < ||x]| + ||y]| s rovnosti?
Dokazte Pythagorovu vétu: x Ly = ||x+y|* = ||x|*+|ly[|*>. Dokazte jeji zobecnéni: jsou-
li vektory xi,...,X; po dvojicich ortogonalni, pak ||x; + -+ x3||* = ||x1||* + - - - + ||xx ||
Zobrazeni F: R™™ — R™" je dané vzorcem F(A) = (I — A)(I + A)~!. Piedpokladejte,
ze A je takovd, ze I + A je regularni. Dokazte, ze:

a) Pro kazdou A je I—A)I+A)=(TI+A)I—-A).

b) Pro kazdou A je I—A)I+A)t=T+A){(I-A).

¢) Pro kazdou antisymetrickou A je F(A) ortogondlni.

d) Pro kazdou ortogonalni A je F(A) antisymetricka.
e) Zobrazeni F je inverzi sama sebe, tedy F(F(A)) = A pro kazdé A.

Pred dukazy na papite se presvedcte v Matlabu, ze tvrzeni plati pro nahodné matice.
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Napovéda a reSeni
4.2. Napt. (1,1,-1)
4.3. Bézeje {(1,1,1,-1)/2, (3,—1,-1,1)//12, (0,1,1,2)//6 }
4.5.  Musi byt detdiag(—1,,) = (—=1)" > 0, tedy pro suda n.
4.6. Podminka UTU =1 je soustava rovnic uZTuj = ;5 proi,j =1,...,n, kdeuy,...,u, jsou sloupce

matice U. Tato soustava obsahuje jen (g) +n raznych rovnic (napiste si ji napt. pron = 4). Tedy

pocet stupiiil volnosti je n* — (5) —n = () = n(n —1)/2.

4.9. Zvolimey = (1,2,3) —rx, kde r € R spocitdame z xy = 0. Tedy r = g ay = (1, —%, %) (V duchu
Gram-Smidtovy ortogonalizace, jestli ji znate.)

4.10. Nenf matice ndhodou ortogonalni? Ort. projektor to neni, protoze nespliuje P2 = P.

4.11.c) Plyne z (b).

4.11.d) Plyne z (c) s pouzitim (X+)+ = X.

4.13.c) Jex € X = (g U)* = null(UT), tedy UTx = 0, tedy Hx = x. Geometricky to znamen4, ze
kdyz vektor lezi v roviné zrcadleni, tak ho zrcadleni nezméni.

4.13.d) x L X je to samé jako x € X+ = ((rngU)1)*+ = mgU, tedy x = Ua pro néjaké a. Tedy
UU”x = UUTUa = Ua = x (taky to lze vidét z (4.22a), protoze UUT je projektor na X). Tedy
Hx = —x. Geometricky: zrcadleni vektoru kolmého k roviné zrcadleni vektoru obrati orientaci.

4.15. Ne, protoze isometrie zachovava eukleidovskou normu, ale ||(1,—1,2)|| # [|(1,2,—1,1)].

4.16. Vime, ze U € R™" a C € R™", kde m > n, a UTU =1, CTC =1 = CC”. Sloupce matic U
a 'V tvoii baze stejného podprostoru, nebot’ dle Véty 3.6 je rng U = rng V (C je matice pfechodu
k jiné bézi). Sloupce matice V jsou ortonormélni, nebot’ V'V = CTUTUC = CTC =1.

4.17.a) ||(I-UUT)x]||, vic to uz zjednodusit nejde.
4.17.b) ||[UTx]|, viz §4.6.2.

4.17.c) ||b||, viz §4.6.2.

4.17.d) |[UTx — b||, viz §4.6.2.

4.18. Je pravdivé. Dukaz: Necht’ [U V] je matice s ortonormalnimi sloupci takova, ze X = rngU
ayY = rng [U V]. 7 toho plyne X C Y. Vsimnéte si (pouzijeme pozdéji), ze UTU =1 a

UTV = 0. Ozna¢me P = UU7 projektor na X a Q = [U V] [U V]T
dokézat, ze pro kazdé z plati PQz = Pz, neboli PQ = P. Plati PQ = UU” [U V] [U V]T =
U[uTu uTVv][U v]'=Ul o][U V] =UUT =P

4.19.b) Doplime matici U na ortogonalni matici W = [U V]. RA4dek této matice je w
7 ortogonality W je viak w/w = u’u +v’v =1. Z toho u’u < 1.

projektor na Y. Méme

T = [l V1.

4.20.a) Z P = UUT méme p;; = ul'u;, kde u; je i-ty fadek U. Protoze ||u;|| < 1, musf byt [ulu;| < 1.
4.20.b) Mame p;; = u;fpui >0

4.21.a) z — Pz € nullP znamend P(z — Pz) = P(I-P)z=0. Ale PI-P)=P-P2=P-P=0.
4.21.b) Dle (4.8a) je (rng P)* = null(P?) = null P. Srov. s Cviéenim 5.16.

4.22.2) P2=PP=BABA=BA =P

4.22.b) B m4 levou inverzi a tedy dle Véty 3.7 mé Ln. sloupce. Dle Véty 3.8 tedy null P = null(BA) =

null A. rng P = rng B dokazeme podobné z Vét 3.5 a 3.6.
4.22.c) A =TU a B =UT, kde U m4 ortonormalni sloupce.
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Kapitola 5

Nehomogenni linearni soustavy

Méjme soustavu m linedrnich rovnic o n neznamych
Ax =b, (5.1)

kde A € R™*" x € R", b € R™. Soustava ma (aspor jedno) reseni, pravé kdyz b € rng A (tedy
b je linedrni kombinaci sloupcu A), coz lze psat také jako rank[A b] = rank A (Frobeniova
véta). Pokud je mnozina feseni soustavy neprézdnd, je to afinni podprostor R” (dle Véty 3.13).
V této kapitole se zamérime pouze na nehomogenni soustavy (tj. b # 0). Rozlisme tii
pripady:
e Soustava nemd feseni. To nastane pravé tehdy, kdyz b ¢ rng A. Takova soustava se nazyva
preurcena. V tom piipadé muzeme chtit Tesit soustavu priblizné, coz je tématem §5.1.
e Soustava ma pravé jedno teseni. To nastane pravé tehdy, kdyz b € rng A a matice A ma
linedrné nezévislé sloupce (tedy jeji nulovy prostor je trivialni).
e Soustava ma nekonecné mnoho teseni. To nastane prave tehdy, kdyz b € rng A a matice
A ma3 linedrné zavislé sloupce. Takova soustava se nazyva nedourcena. V tom piipadé
muzeme chtit z mnoziny teseni vybrat jediné, ¢cimz se budeme zabyvat v §5.2.

5.1 Priblizné reSeni ve smyslu nejmensich ¢tvercu

Pokud soustava (5.1) nemd feSeni, FeSme ji priblizné (coz muzeme znacit Ax ~ b). Hledejme
takové x, aby eukleidovskd norma vektoru r = b — Ax zbytku (neboli rezidu?) byla co nejmensi.
Uloha se nezménf (proc?), kdyz misto eukleidovské normy budeme minimalizovat jeji ctverec
|r||> =rTr =r? + - + 12 Tedy fesime tlohu

min ||Ax — bl (5.2)
x€R?
Protoze minimalizujeme soucet ¢tvercu rezidui, mluvime o priblizném reseni soustavy ve smyslu
nejmensich ¢tvercu (least squares solution)®.

Priiklad 5.1. Soustava trech rovnic o dvou neznamych

r+2y==6
—r+ y=3
r+ y=4

IPiesné by se mélo ifkat least sum of squares, protoze je i metoda zalozend na least median of squares.
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je preurcend. Jeji priblizné feseni ve smyslu nejmensich ¢tvercu znamena najit takova cisla x, y,
kterd minimalizuji ¢islo (z 4+ 2y — 6)? + (—z +y — 3)* + (v +y — 4)°. O

Ulohu (5.2) vytesime nésledujici uvahou, patrnou z obrazku:

X+ =null(AT)

Ax =PDb

b-Ax=(I-P)b

Pokud vzdalenost ||Ax—b|| bodiu Ax a b m& byt minimalni, musi byt vektor b — Ax kolmy na
podprostor rng A. To je intuitivné jasné a presné jsme to dokazali ve Vété 4.8. To ale znamena
(viz (4.4)), ze vektor b — Ax musi byt kolmy na kazdy sloupec matice A. Tuto podminku lze
zapsat jako AT(Ax — b) = 0, tedy

ATAx = A"b. (5.3)
Tedy mame tento vysledek: x je optimélni feseni optimalizacni tlohy (5.2) pravé tehdy, kdyz
x je TeSenim soustavy (5.3). Soustava (5.3) se nazyvd normadlni rovnice (protoze norméla
= kolmice). Je to soustava n rovnic o n neznamych. Abychom mohli zkoumat jeji fesitelnost,
uvedeme nasledujici vétu.

Véta 5.1. Pro kazdou matici A plati

mg(ATA) = mg(AT), (5.4a)
null(ATA) = null A. (5.4b)

Diikaz. Dokazme nejprve rovnost (5.4b), tj. ATAx = 0 & Ax = 0. Implikace < je jasna,
vynasobenim Ax = 0 zleva matici A”. Implikace = se dokaze takto:

ATAx =0 = x"ATAx=(Ax)"(Ax)=0 = Ax=0,

nebot’ pro libovolny vektor y plati y’y =0 = y = 0 (proc?).
Dokazme (5.4a). Z definice (3.10) je jasné (viz Véta 3.6), ze rng(ATA) C rng(AT). Nyni
pouzijeme Vétu 3.11 jednou na matici A a jednou na matici ATA:

dimrng A + dimnull A = n = dimg(A”A) + dim null(ATA).

Diky (5.4b) z toho mdme dimrng(ATA) = dimrng A = dimrng(AT), kde druhd rovnost
je (2.2). Ale pokud je podprostor podmnozinou jiného podprostoru a oba maji stejnou dimenzi,
jsou stejné (dle Véty 3.3). O

ZMatice tvaru ATA ¢ AAT se objevuji v riiznych situacich. Ozna¢me jako ai,...,a, € R™ sloupce ma-
tice A. Matici ATA € R™ " se i{kd Gramova matice vektorti ay, ..., a, a jeji prvky jsou skaldrnf souciny a! a;
(viz (2.8)). Matici AAT € R™*™ lze zase vidét (az na skalarnf ndsobek) jako empirickou kovarianén{ matici
n pozorovani ay, ..., a, m-tice ndhodnych proménnych.
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Soustava (5.3) ma feSeni, pravé kdyz ATb € rng(ATA). Alez (5.4a) jerng(AT) = rng(ATA).
Protoze ATb € rng(AT) pro libovolné A, b, vidime, Ze soustava ma vZdy feseni. Je zajimavé,
ze pro dukaz tohoto tvrzeni jsme potiebovali rovnost (5.4a), jejiz dukaz neni snadny (pouziva
Vétu 3.11). Zd4a-li se vam, ze musi existovat elementarnéjsi dukaz, schvalné ho zkuste najit!

Zkombinujeme-li (5.4a) (pouzité jednou na matici A a jednou na matici A”) a (2.2), mame

rank(AA”) = rank A = rank(A”) = rank(ATA). (5.5)

Dle (5.5) je matice AT A regularni, pravé kdyz A m4 linearné nezdvislé sloupce. V tom piipadé
muzeme soustavu (5.3) fesit pomoci inverze. Resenim je vektor x = A*b, kde

AT = (ATA)IAT, (5.6)

Matice (5.6) se nazyva pseudoinverze matice A s linedrné nezavislymi sloupci. Je to jedna
z levych inverz{ matice A, nebot’ AtA = (ATA)'ATA =1.

Ma-li matice A linedrné zavislé sloupce, vzorec (5.6) nelze pouzit (zkratka proto, ze matice
AT A nem4 inverzi). V tom piipadeé soustava (5.3), a tedy i uloha (5.2), maji nekoneéné mnoho
(afinni podprostor) feseni (pozor, to je néco jiného, nez ze soustava (5.1) ma nekoneéné mnoho
feseni!).

5.1.1 Ortogonalni projekce na podprostor dany obecnou bazi

Pokud x je feseni normalni rovnice, vektor Ax je ortogondlni projekci vektoru b na podpro-
stor X = rng A (viz obrazek vyse). Pokud A mé linedrné nezavislé sloupce (tj. tyto sloupce
tvori bazi podprostoru X), z (5.6) mdme Ax = Pb, kde

P=AAt = A(ATA) AT, (5.7)

Toto je tedy projektor na podprostor X s bzl (ne nutné ortonormélni) tvofenou sloupci ma-

tice A. Zduraznéme, ze projektor (5.7) vyjde stejny pro libovolnou bézi podprostoru X (viz

Cviceni 5.11). Pokud je béze ortonormalni, je ATA =T a (5.7) se redukuje na (4.20).
Projekce na X+ m4 pfirozenou tilohu v problému (5.2): hodnota jeho minima je |b—Ax||? =

Ib — Pbl* = [[(I - P)b|*.

5.1.2 Reseni pomoci QR rozkladu

[ kdyz ma matice A linedarné nezdavislé sloupce, feseni pomoci pseudoinverze (5.6) nemusi byt
vhodné pro numerické vypocty, kdy nezbytné pouzivame aritmetiku s konecnou piresnosti.

Piiklad 5.2. Resme soustavu Ax = b pro

36 9
A= {1 2.01} , b= {3.01] '

Matice A je regularni. Dejme tomu, Ze pouzivame aritmetiku s pohyblivou radovou ¢arkou
s presnosti na 3 platné cifry. Gaussova eliminace najde presné reseni soustavy x = (1,1). Pokud
ovSem Vv této aritmetice zformulujeme normélni rovnici AT Ax = ATb, dostaneme

7, [10 20 . [ 30
AA_[QO s0)° AP 60

o4



I kdy# v pfesné aritmetice je matice AT A reguldrni, v nasf pfiblizné aritmetice doslo v soucinu
ATA k zaokrouhleni a vyslednd matice je singuldrni. Tedy soustava ATAx = ATb nem4
feSeni. g

Numericky vhodnéjsi zpiisob je fesit normalni rovnici bez explicitniho vypoétu soucinu AT A.
To lze udélat pomoci redukovaného QR rozkladu A = QR. Po dosazeni do norméalni rov-
nice mame RTQTQRx = RT7Q”b neboli R'TRx = RTQ”b. Jestlize A m4 linedrné nezavislé
sloupce, matice R. je reguldrni. Vyndsobenim matici R~ zleva (coZ je tedy ekvivalentn{ tiprava)
mame

Rx = Q'b. (5.8)

Zduranéme, ze pokud A neni ¢tvercovd, pak soustava (5.8) neni ekvivalentni puvodni soustavée
Ax =b.

rozkladu. V Matlabu je feseni nehomogenni linearni soustavy implementovédno v operatoru \
(zpétné lomitko). Pokud je soustava preurcend, vysledkem je ptiblizné feseni ve smyslu nejmen-
sich c¢tvercu, pricemz pouzity algoritmus pouziva QR rozklad. Pochopte vsechny funkce opera-
toru lomitko a zpétné lomitko pomoci studia prikazu help mrdivide a help mldivide!

5.1.3 Linearni regrese

Regrese je modelovani funkéni zavislosti néjaké proménné na jiné proménné. Modelujme za-
vislost proménné y € R na proménné x € X (kde X je libovolnd mnozina) regresni funkei

Y= f(a:,O),

ktera je zndma az na parametry @ € R". Je dédn soubor dvojic (z;,v;), 7 = 1, ..., m, kde méfeni
y; € R jsou zatizena chybou. Ukolem je najit parametry 6, aby y; ~ f(x;,0) pro vSechna 1.
Minimalizujeme soucet ¢tvercu rezidui, tedy fesime tilohu

m

i > (0= 121 0) (5.9

Casto je regresni funkce takové, ze pro kazdé x je linedrn{ funkef parametr 0. V tom pifpadé
mluvime o linearni regresi. Takova funkce jde vzdy napsat jako linearni kombinace

[(@,0) = 01po1() + - + Ouipn() = (2)" 0 (5.10)

néjakych danych funkef® ¢;: X — R. Pak

m

> (v — f(a:,0))° = [ly — A6,

i=1
kde y = (y1,...,Ym) a prvky matice A = [a;;] € R™" jsou a;; = ¢;(x;) (odvod’te!). Tedy
vyjadrili jsme tlohu (5.9) ve tvaru (5.2).

Priklad 5.3. Nejjednodussi pripad je pro n = 1 a konstantni funkei ¢;(z) = 1. Funkece (5.10)
je tedy f(z,0) = 6. Uloha (5.9) zni minger ), (y; —0)*. Snadno spocitdme (udélejte!), ze fesenim
je aritmeticky prumeér 0 = % oy cisel yr, .. Y O

3Funkce ¢, se ¢asto nazyvaji bdzové funkce (pokud jsou oviem linedrné nezavislé).
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Priklad 5.4. Prolozeni bodi polynomem®. Necht’ X =R a ¢;(x) = 277!, Pak regresn{ funkce
f(2,0) =0, + Oy + Os2° + - - + O™ !

je polynom stupné n — 1 proménné x. Matice

1z 22 !
1 xy 22 !
A =
2 n—1
1 xy 2, -+

je znama jako Vandermondova matice.
Tento piipad jde snadno zobecnit na polynomy vice proménnych: mame 7' = R? a béazové
funkce jsou monomy proménnych 1, ..., x4 (viz §6) az do néjakého stupné. U

5.1.4 Statistické odtivodnéni kritéria nejmensich ¢tverci

Mozna se ptate, pro¢ se ma nalezeni priblizného reseni preurcené soustavy formulovat zrovna
jako (5.2). Uvedeme statisticky duvod, odkud se kritérium nejmensiho souctu ¢tvercu vzalo.

Odhadujme skryté parametry x néjakého systému z méreni b na systému. Budiz vazany
znamou linearni zavislosti b = Ax. Méfeni jsou zatizena chybami, které jsou zpusobeny sumem
senzori, nepresnostmi métreni, nedokonalou znalosti modelu, apod. Tedy

b=Ax+r, (5.11)

kde r = (ry,...,7,) jsou ndhodné proménné modelujici chyby méteni b = (by,...,b,,). Metoda
nejmensich ¢tvercu fikd, ze mame minimalizovat [[r||3 = >, 77, ale neifkd proc.

Duvod odvodime statistickou tivahou. Metoda ¢ini dva predpoklady:

e Néhodné proménné r; maji normélni (neboli Gaussovo) rozdéleni s nulovou stfedni hod-

notou a smérodatnou odchylkou o, s hustotou pravdépodobnosti

p(ri) = ce /7,
kde ¢ = (a 27‘(‘)71 je normaliza¢ni konstanta.
e Nihodné proménné ry,...,r, jsou na sobé nezavislé. Tedy sdruzena hustota pravdépo-

dobnosti je rovna soucinu

p(r) =p(ri, . rm) = [ [ p(ri) = [[ ee /. (5.12)
i=1

i=1
Dale pouzijeme princip mazima vérohodnosti. Ten tika, ze parametry x se maji najit tak, aby
p(r) = p(b — Ax) bylo maximalni. Je pohodlnéjsi minimalizovat zaporny logaritmus

m

—logp(r,...,Tm Zlogp T :Z<

i=1

— log c).

Jelikoz o je konstanta, je to totéz jako minimalizovat Y, r?.

4Nedejte se zmdst tim, ze polynom nenf linedrni funkce a piesto jde o linedrni regresi. Diilezité je, Ze regresni
funkce (5.10) je linedrni v parametrech 6.
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5.1.5 Vicekriterialni nejmensi ¢tverce, regularizace

V nékterych tlohach se hodi minimalizovat vice kritérif tvaru ||[Ax — b|| ‘soucasné’. K tomu se

da pristoupit tak, Ze minimalizujeme (nezdporné) vazeny soucet kritérii®, tedy funkci®
pal|Arx = byl + - - gl Apx — by |)® (5.13)

kde pu; > 0, A; € R™*" a b; € R™. Minimalizace této funkce neni nic nového pod sluncem,

protoze se dé prevést na tvar (5.2). Opravdu, vyraz (5.13) je roven (viz Cviceni 5.18)

2 2
\//T1(A1X - b1) \/M_lA1 \/[lel

= X —

: : : = [|A'x — b'||?, (5.14)
Vie(Arx — by) VHEAR VHibr

kde A’ € R™*" a b’ € R™ kde m' = my + - - - + my. Jestlize jsou sloupce matice A’ linedrné
nezavislé, optimalni x je rovno (ovérte rozndsobenim blokovych matic!)

x = (ATA)TATY = (ATA + -+ o ATAL) (AT + -+ 1 Alby).  (5.15)

Specialné, nékdy chceme priblizné tesit soustavu Ax = b a zaroven chceme, aby norma
feSeni x nebyla moc velka. To 1ze formulovat jako

. Cnl2 2
min (|| Ax = b|[* + px||*). (5.16)

pro zvolenou vdhu p > 0. Pridan{ ¢lenu p||x||? se ikd (Tichonovova) regularizace tlohy (5.2).
Dosazenfm do vzorecku (5.15) ukdzeme (proved'te!), ze optimdlni fesenf je rovno x = A b kde

T —1 AT
Af = (ATA +pul) A (5.17)

je ‘regularizovana pseudoinverze’” matice A. Dulezité je, ze matice ATA + ul reguldarni pro
kazdé > 0 a A € R™ " (viz Cviceni 5.19), tedy A;: je vzdy definovana. Viz také Cviceni 5.20.

5.2 Reseni s nejmensi normou

Predpoklddejme nyni, ze soustava (5.1) je nedouréend, neboli mé nekoneéné mnoho reseni. Je
casto uzitectné z této mnoziny feseni vybrat jediné podle néjakého kritéria. Prirozenym kritériem
je minimalizovat eukleidovskou normu (tedy vzdalenost od pocatku) Feseni, coz vede na tilohu

min{ x> | x € R", Ax =b}. (5.18)

Misto normy ||x|| opét minimalizujeme jeji ¢tverec. Tato tloha je znama jako feSeni nehomo-
genni linedrni soustavy s nejmensi normou (least norm solution). Podotknéme, ze nékdy je
vhodné pouzit jina kritéria nez nejmensi eukleidovskou normu, viz napt. Cviceni 10.18.

®Minimalizac{ vice kritérif soucasné se zabyva obor vicekriteridini optimalizace (multiobjective optimization,).

6Matematicky elegantnéjsi by samoziejmé bylo ‘schovat’ skaldry p; do matic A; a vektorii b; a tedy je tam
nepsat. Odvozeni minima funkce (5.13) by pak bylo kratsi.

7Symbol AI zde neoznacuje pseudoinverzi néjaké matice A, takova matice A, totiz neexistuje.
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Priiklad 5.5. Soustava dvou rovnic o tfech neznamych

r+2y+ z=1
-+ y+2z=2

je nedourcena, tj. ma nekoneéné mnoho teseni. Jeji feSeni s nejmensi normou je takové fesent,
které minimalizuje &fslo a2 + y? + 22 O

Mnozinu feseni soustavy (5.1) lze psat (viz dukaz Véty 3.13) jako
{x€eR"| Ax=b} =null A + x, (5.19)

kde xq je libovolné (partikuldrni) feseni soustavy, tedy Axy = b. Mnozina (5.19) je afinni
podprostor R™, je to linearni podprostor null A posunuty o x,. Viz obrazek:

{x|Ax=Db}

(null A)+ = rng(AT)

nullA ={x| Ax =0}

Vektory x a xg jsou dvé riuznd feseni soustavy, ale pouze x mé nejmensi normu. ReSeni x
m4 nejmensi normu pravé tehdy, kdyz x L null A, neboli x € (nullA)* = rng(AT), kde
posledn{ rovnost je (4.8b). Neboli musf existovat vektor y € R™ tak, ze x = ATy. Pro vyieseni
tlohy (5.18) tedy musime vyftesit soustavu rovnic

ATy =x, (5.20a)
Ax =b. (5.20b)

To je soustava m + n rovnic o m + n neznamych (x,y).

Vytesme tuto soustavu. Dosazenim x do druhé rovnice obdrzime AATy = b. Tato soustava
m4 vzdy feseni, protoze b € tng A = rng(AAT). Predpoklddejme, ze matice AAT m4 plnou
hodnost, coz dle (5.5) nastane prave kdyz A ma linedrné nezavislé iddky. Potomy = (AAT)"'b.
Dosazenim do prvni rovnice dostaneme x = A*b, kde

AT = AT(AAT)! (5.21)

se nazyva pseudoinverze matice A s linedrné nezavislymi radky. Je to jedna z pravych inverzi
matice A (ovérte!).

Je poucné odvodit tento vysledek i trochu jinou tivahou. Z obrazku je patrno, ze feSeni x ma
nejmensf normu pravé tehdy, kdyz je ortogonalni projekef vektoru x¢ na podprostor (null A)+ =
rmg(AT). Ortogondlni projektor na podprostor reprezentovany svou bazf je dan vztahem (5.7),
zde oviem promitdme na rng(AT) a tedy musime vzorec pouzit s AT misto s A. Tedy

x = AT(AAT)Ax) = AT(AAT)'b = A™D. (5.22)

Vzorce (5.6) a (5.21) dohromady definuji pseudoinverzi libovolné matice (¢tvercové, uzké
nebo §iroké) s plnou hodnosti (tedy rank A = min{m,n}).
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5.3 (») Pseudoinverze obecné matice

Zatim jsme oddélené diskutovali pripady, kdy soustava ma zadné, jedno, nebo nekonec¢né mnoho
feSeni. Prekvapive, tyto tii pripady lze spojit do jediné formulace. Zopakujme, ze optimalni
feseni ulohy (5.2) jsou pravé feseni soustavy normalnich rovnic (5.3). Co kdyz je ale sama
soustava (5.3) nedourcena? Pak muzeme hledat jeji feseni s nejmensi normou, tj. fesit ulohu

min{ [|x||? | x € R", ATAx = A"b}. (5.23)

Protoze iloha (5.18) mé pro kazdou matici A pravé jedno optimélni feseni, ma i tloha (5.23)
pro kazdou A pravé jedno optimélni feseni. Toto feseni, x*, ma tedy nasledujici vlastnosti:
e Pokud soustava Ax = b ma jediné feseni, x* je toto Teseni.

e Pokud soustava Ax = b nemad fesSeni, x* je jeji priblizné teSeni ve smyslu nejmensich
¢tvercu, tj. feSeni problému (5.2). Pokud ovsem problém (5.2) mé vice nez jedno (tedy
nekoneéné mnoho) feseni, x* je feSeni problému (5.2) s nejmensi normou.

e Pokud soustava Ax = b ma nekonecné mnoho feseni, x* je feSeni této soustavy s nejmensi
normou, tj. feSeni problému (5.18).
Lze ukézat, ze feSeni tlohy (5.23) lze opét psat jako x = A'b kde matici A" nazyvdme
pseudoinverze (presnéji Moore-Penroseova pseudoinverze) matice A. Kdyz A ma linearné
nezavislé sloupce, pseudoinverze je rovna (5.6). Kdyz A m4 linearné nezdvislé fadky, pseudoin-
verze je rovna (5.21). Kdyz ovsem A nemd plnou hodnost, pseudoinverzi je nutno pocitat jinak.
Elegantné se to udéla pomoci SVD, coz neuvadime.

Je nékolik jinych zpusobu, jak definovat pseudoinverzi obecné matice. Zminime jesté jeden
zajimavy. Vsiméte si, ze dloha (5.16) je ‘néco mezi’ ulohami (5.2) a (5.18). Neformadlné, (5.18)
je minimalizace ||x||? + u/|Ax — b||? pro velmi velké p. To je ale totéz jako (5.16) pro velmi
malé (kladné) u. Lze ukazat, ze pseudoinverze obecné matice je rovna

At = lim AT (5.24)

pn—0+

5.4 Cviceni

5.1. Mame soustavu Ax = b, kde A € R™*"™ a b # 0. Jsou tyto vyroky pravdivé? Odpovédi
dokazte.

a) Pokud m < n, pak soustava ma vzdy teseni.
b) Pokud m > n, pak soustava nemd nikdy feseni.
¢) Pokud m < n a A md plnou hodnost, pak soustava mé vzdy nekonetné mnoho feseni.

5.2. Vyfeste (mozno pouzit pocitac) soustavu

10 -1 1
12 1 [Y 1
11 =3| ™~ |1
01 1] L' 1

ptiblizné ve smyslu nejmensich ¢tvercu pomoci (a) pseudoinverze, (b) QR rozkladu.
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5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

2.7.

Formulujte jako ptiblizné feseni soustavy Pu = q ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy jako
tilohu min, ||Pu — q||%. Jako vysledek napiste matice P, q, u. Pokud existuje jednoduchy
vzorec pro feseni (jak pro optimdlni hodnotu tak optimélni argument), napiste je.

a) Priklad 1.14.
b) Hledd se vzdélenost bodu y € R" od piimky {a+ts|t € R} kde a,s € R™.

)

c) Priklad 1.11.

d) Mdme mnozinu m piimek v R", kde i-t4 piimka je mnozina {a; +ts; | t € R} pro
dané a;,s; € R™. Hleda se bod y € R", jehoz soucet ¢tvercu vzdéalenosti k piimkam
je minimalni.

e) Mame m nadrovin v prostoru R, kde i-t4 nadrovina mé rovnici alx = b; pro dané
a; € R" ab; € R. Hledd se bod y € R”, ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vzdalenosti
od jednotlivych nadrovin.

f) V prknu je n dér o soutadnicich zy,...,z, € R, vSechny v jedné piimce. Naméiime
metrem vzddalenosti d;; = x; — x; pro vybrané dvojice (4, j) € E, kde mnozina E C
{1,...,n} x{1,...,n} je dana. Pfitom dvojice jsou vybrané tak, ze vzdy z; > z;. Ze
vzdélenosti d;; chceme spocitat souradnice 1, ..., z,. Odpovézte dile na otdzky:

1. Kolik feseni mé soustava Pu = q? Odpovéd’ dokazte a interpretujte.

2. Jsou sloupce P linearné nezavislé?
Diskutujte obé otazky pro ptipad, ze méreni jsou presnd, a pro pripad, ze méfeni jsou
zatizend nepresnostmi.

g) Zavislost vykonu P kotle na prutoku G plynu a prutrezu S diry na piivod vzduchu
je modelovédna funkef P(G, S) = G(ay + aS + az109+ + a41079). Odhadujeme
koeficienty ay, ..., as z namérenych trojic (G, S1, P1), ..., (Gn, S, Pp).

h) Znamy prubéh ceny akcie jisté firmy po dnech je dany posloupnosti py, . .., px. Chceme
predpovidat cenu akcie den doptredu. Tuto cenu modelujeme autoregresni funkci
Dir1 = B1 + Bapr + Papi—1. Odhadnéte koeficienty f; tak, aby celkova chyba predikce
Zf:g (p: — P¢)? byla na onom zndmém pribéhu ceny minimdlni.

V problému vazenych nejmensich étverci chceme najit x = (x1, ..., x,) € R" minimalizu-
jici funkci
m n 2
f(X) = Z w; ( Z aijxj — bz)
i=1 j=1

kde w; jsou nezaporné vahy. Napiste funkci v maticovém tvaru, k cemuz zaved’te diagonalni
matici W = diag(wy, . .., w,,). Napiste normélni rovnici a pseudoinverzi pro tento pripad.

Mame vektory u = (2,1,—-3) a v = (1,—1,1). Najdi ortogondlni projekci vektoru (2,0, 1)
na podprostor (a) span{u} (b) (span{u})t, (c) span{u, v}, (d) (spanfu,v})*.

Necht” X = span{ (—2,0,%,0), (0,0,0,1), (3,0,2,0) }. Najdi projektory na podprostor X
a podprostor XL

2 0

Méame A = 2 4 1. Najdi ortogonalni projekci vektoru (1,1,1) na podprostory (a)
1 20
r

rng A, (b) null A, (c) rng(A d) null(AT).
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5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

5.13.
5.14.

0.15.

5.16.

5.17.

5.18.

5.19.
5.20.

Nulovy prostor projektoru je typicky netrivialni, tedy projektor P je singularni matice. Kdy
je P regularni? Jaka je v tom piipadé matice A ve vzorci (5.7) a podprostor X = rng A?
Jaky je geometricky vyznam této situace?

Dokazte nésledujici vlastnosti pseudoinverze ze vztahu (5.6) a (5.21) pro libovolné (tizké,
siroké nebo ¢tvercové) matice plné hodnosti:

a) AT = A1 kdyz A je ctvercovd
b) (AT)T=A
) (AT)* = (A)T
d) AATA=A ATAAT =A"

)

) A

o

(AA+) = AAY, (ATA)T = ATA
= ATAAT = ATAAT
) (ATA)+ — A+(AT)+, (AAT)+ — (AT)+A+

e
f

Spocitejte pseudoinverzi nenulového skaldru (tj. matice s jednim rddkem a jednim sloup-
cem), nenulového sloupcového vektoru (tj. matice s jednim sloupcem) a nenulového fad-
kového vektoru (tj. matice s jednim faddkem).

Uvazujme projektor (5.7). Baze podprostoru X, na ktery promitdme, je tvotrena sloupci
matice A. Projektor P se nesmi zménit, vezmeme-li jinou bazi podprostoru. Ruzné baze
podprostoru jsou dany sloupci matice AC pro ruzné regularni matice C € R™*" (tedy C
je matice prechodu k jiné bézi), viz Cviceni 3.12.

Jaké bude teseni normélnich rovnic (5.3) v pfipadé, ze A mé linedrné nezdvislé sloupce a
b L rng A? Vyfeste geometrickou ivahou (vzpomerite si na orgogonélni projekci a koukejte
na obrazek v §5.1!) a pak zkuste dokazat algebraicky.

Dokazte, ze pokud ATA = BTB, pak existuje C tak, ze A = CB.

Najdéte co nejjednodussi vzorec pro

a) vzdalenost po¢dtku 0 od nadroviny {x | al’x =10},

b) vzdalenost poc¢atku 0 od afinntho podprostoru {x | Ax = b} (kde A ma linedrné
nezavislé radky),

¢) vzdalenost bodu x od nadroviny {x | alx =b}.

Neformalné je jasné, ze nedourcend soustava bude mit vzdy jen jedno feSeni s nejmensi
normou. Dokazte toto formalné, tj. dokazte, ze jestlize soustava Ax = b ma alespon jedno
feseni pak soustava (5.20) ma pravé jedno feseni.

Ctvercova matice A se nazyvé normdlni, kdyz ATA = AAT. Pitkladem je symetricks
nebo antisymetrickd matice. Dokazte, 7e pro normélni matice plati (rng A)+ = null A.

Ukéazali jsme (viz §4.6), ze ortogondlni projektor (4.20) na podprostor reprezentovany
ortonormalni bézi spliiuje P? = P = PT. Dokaite tyto rovnosti i pro ortogonélni projek-
tor (5.7) na podprostor reprezentovany obecnou bézi.

Bl

Pro vektory a,b € R" ukazte, ze = [|al|* + ||b|)*.
Dokazte, ze matice AT A + I je regularni pro kazdou matici A a kazdé p > 0.

Uvazujme ‘regularizovanou pseudoinverzi’ (5.24). Dokazte, ze pro kazdou matici A a kazdé
p >0 plati (ATA +ul)PAT = AT(AAT + uI)~t. Dumejte nad vyznamem této rovnosti.
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5.21. (%) Dokazte, ze pro kazdé matice A, B takové, ze matice [A B] je ¢tvercova regularni a
ATB =0, plati A(ATA)"'AT + B(B'B)'B” = 1. Vysvétlete rozdil oproti (4.25).

Napovéda a reseni
5.1.a) Neplati. Piiklad: m =1, n =2, A = [0 0}, b=1.
5.1.b) Neplati. Piiklad: m =2, n=1, A = [ﬂ, b= [ﬂ

5.1.c) Plati. Matice A m4 hodnost m, tedy linedrné nezavislé radky, tedy rng A = R™, tedy soustava
ma TeSeni. Navic ma A netrividlni nulovy prostor, tedy ma nekonetné mnoho feseni.

5.2. (x1,w2,23) = (2,1,0)/3

5.3.a) Zbyva napsat funkci (1.14) ve tvaru f(u) = ||[Pu — q|>. To je snadné (srov. s (5.14)): mdme

2 2
X —a I, aj I, a

Zgl”x_aiHQ: = X = ’tedyu:X’P: , 4 =
X — am In Ay, In Am

5.3.c) Zbyvé napsat funkci (1.13) ve tvaru f(u) = |[Pu — q|?>. To je opét snadné: u = (a1, ),
P=[b—a; a;—by|, q=a —ay.

5.3.d) Minimalizujte ptes proménné y,tq,...,tp,.

5.3.¢) Nejprve si vzpomeiite ¢i odvod’te, jak se spoéitd vzdalenost bodu y od nadroviny a’x = b.
54. f(x) = (Ax —b)TW(Ax —b) = |[W!/2Ax — W/2b|]2.

5.5. (a) (2,1,-3)/14, (b) (26,—1,17)/14, (c) (62,—-35,17)/38, (d) (14, 35,21)/38

5.6.  Nejsou nahodou vektory ortonormélni?

5.6. Projektor na X je P = diag(1,0,1,1). Projektor na X+ je P = diag(0, 1,0,0).

5.7. (a) (1,1,1), (b) (0.4,—0.2,0), (c) (0.6,1.2,1), (d) (0,0,0). Pozor, A nema plnou hodnost.
5.8. A jeregularni, tedy X = R™. Projektor je identita.

5.9.b) Kdyz A m4 Ln. sloupce, dle (5.6) je AT = (ATA)"1AT. Protoze (ATA)~! je reguldrni, A* m4
Ln. Fadky. Dle (5.21) tedy AT+ = ATT(ATATT)~L = A(ATA)"T[(ATA)TATA(ATA) 7)1 =
AATA)T(ATA) Tt = A(ATA) T(ATA)T = A. Kdyz A m4 Ln. fadky, udéld se to po-
dobné.

511. A(ATA)"'A" = AC(CTATAC)'CTAT = ACC(ATA)'C-TCTAT = A(ATA) AT

512. x=0

5.13. Dle (5.4a) je rng(AT) = rng(BT). Tedy kazdy iddek A je linedrni kombinaci fadkia B. Dle
Cviceni 7?7 to jde napsat jako A = CB pro néjaké C.

5.14.a) |b]/|lall

5.14.b) Ctverec vzdélenosti je roven optimdlni hodnoté tlohy (5.18), tedy
(A*b)T(A*b) = b7 (AAT)"TAAT(AAT) b = b7 (AAT) b.

5.14.c) |aTx —b|/||a|

5.16. Dle (4.8a) a (5.4b) je (rng A)* = null(AT) = null(AAT) = null(ATA) = null A.

5.17. Thned plyne z toho, ze kazdy podprostor ma ortonormélni bézi (coz jsme fekli v §4.5), tedy staci
rovnosti dokdzat pro (4.20). Ale muzeme také dokézat primym dosazenim:
P2=PP = A(ATA)TATAATA) AT = A(ATA)1AT,
PT = [A(ATA)TATIT = A(ATA)"TAT = A(ATA)1AT,
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5.19.

5.20.

5.21.

A
Je ATA + I = BTB, kde B = L‘UQ I} Matice B ma l.n. sloupce, protoze uz matice ,u1/2 Ije

ma. Tedy dle (5.5) m4 BTB plnou hodnost, tedy je reguldrni.

Rovnici vynasobte zleva matici AT A + uI a zprava matici AAT + I a pak roznasobte zavorky.

1 [AT] TN [AT AT “HAT

Cww o ] i wm o)

ATA 0 ]7'JAT (ATA)"! 0 AT

-1 B Y o) (] - w0 e ]
= AATA)'AT + B(B"B)'B”.

Vyznam: [A B] regularni a A”B = 0 implikuje tngB = (rng A)*. To souhlasi s tim, ze

A(ATA)"'AT je ort. projektor na rng A a B(BTB)~!B7 je ort. projektor na rng B = (rng A)*.

63



Kapitola 6

Spektralni rozklad a kvadratické funkce

Ze zakladni skoly znate polynomy jedné proménné, co jsou ale polynomy vice proménnych?
Monom (angl. monomial) k-tého stupné n proménnych je vyraz

kn

n

k1
:El ---:E

kde ki,...,k, € {0,...,k} splnuji ky + --- + k, = k. Polynom (angl. polynomial) n pro-
meénnych je linearni kombinace monomu, pricemz stupen polynomu je stupen jeho monomu
(s nenulovym koeficientem) nejvyssiho stupné. Napf. funkce

flz,y) =2y + a2y — 2z + 1 (6.1)

je polynom dvou proménnych tfetiho stupné, kde napf. 22y je monom tiettho stupné a zy je
monom druhého stupné. Polynom je homogenni, pokud stupné vSech jeho monomu jsou stejné.
Polynom (6.1) neni homogenni, ale napt. f(z,y) = 2%y — 5y je homogenn{ stupné tii.
Vidime, ze afinni funkce (3.23) je jen jiny nazev pro polynom prvniho stupné a linedrni
funkce (3.6) (také zvana linedrni forma) je jiny nazev pro homogenn{ polynom prvniho stupné!.
Polynom druhého stupné se nazyva kvadratickda funkce a homogenni polynom druhého stupneé
kvadratickd forma?. Cilem této kapitoly je porozumét extrémim kvadratickych forem a funkei.

6.1 Vlastni cisla a vektory

Necht’ pro ¢tvercovou matici A € R™™ nenulovy vektor v € C" a skalar A € C plati
Av = \v. (6.2)

Pak A se nazyva vlastni ¢islo matice a v vlastni vektor matice prislusny vlastnimu ¢islu .
Vlastni ¢isla a vektory mohou byt obecné komplexni.
Rovnici (6.2) lze prepsat jako
(A —A)v=0. (6.3)

Pokud je A zndmé, je to soustava homogennich linedrnich rovnic pro v. Ta mé netrividlni (tj.
nenulové) reseni pravé tehdy, kdyz matice A — I je singuldrni. Tedy vlastni ¢isla splnuji

pa(\) = det(A — \I) = 0, (6.4)

VVVVVV

!Tohle plati jen pro funkce na vektorovém prostoru R™. I kdyz polynomy lze definovat (i kdyz slozitéjsim
zpusobem) na abstraktnim (tedy definovanym axiomy) vektorovém prostoru, obvykle se jim tak netika.

2Nézvoslovi neni zcela konzistentni, coz je opét ddno tim, ze néktera jména pochézeji z linearni algebry a
nékterd z matematické analyzy.
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kde funkce p4: R — R se nazyva charakteristicky polynom matice A.

Vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A pak spocitame ze soustavy (6.3). Vlastni vektor
neni svym vlastnim ¢islem urcen jednoznacné, vlastni vektory ptislusné vlastnimu ¢islu A tvori
cely podprostor null(A — AI) (kromé pocatku 0). Specidlné, velikost vlastnich vektoru nehraje
roli a je proto zvykem je normalizovat, ||v|| = 1.

Priiklad 6.1. Vlastni ¢isla matice A = B i] jsou fesenimi rovnice

1—A 2

det(A—)\I):det[ 5 4

]:(1—)\)(4—)\)—3-2:)\2—5>\—2:O.

Tato kvadratickd rovnice ma dva koteny A = (5 £+/33)/2, coz jsou tedy vlastni ¢isla matice A.
Vlastni vektory prislusné kazdému A najdeme fesenim homogenni linedrni soustavy

e

34— U

Z definice determinantu (2.6) plyne (promyslete!), ze charakteristicky polynom ma stuper n.
Podle zakladni vety algebry ma tedy pravé n komplexnich kofenu, poc¢itame-li k-ndsobny koren
k-krat. Oznacime-li koteny Ay, ..., A,, je tedy

n

pa(N) =T =)

i=1

V tomto smyslu ma matice pravé n vlastnich ¢isel, z nichz néktera mohou byt stejnd kvli
nasobnosti. Tomuto seznamu vlastnich ¢isel se fika spektrum matice.
Necht’ Ay, ..., A, jsou vlastni ¢isla matice a vy, ..., v, jim prislusné vlastni vektory. Rovnice

Av, = \v,, i=1,....n

muzeme napsat jako jedinou maticovou rovnici (rozmyslete!)

AV = VA, (6.5)
kde diagondlni matice A = diag(\y,...,\,) € R™™ m4 na diagondle vlastni ¢isla a sloupce
¢tvercové matice V.= [vy -+ v, ] € R™™™ jsou vlastni vektory.

Ruzné podmnoziny vlastnich vektori mohou byt linearné zavislé. Otazka, kdy se tak stane a
co to znamend, neni jednoduchd a podrobné ji zde diskutovat nepotiebujeme. Rekneme jen, ze
existuje dobry duvod vlastni vektory vybrat tak, aby hodnost matice V byla co mozna nejvétsi.

Jak se pocitaji vlastni ¢isla a vektory? Charakteristicky polynom je hlavné teoereticky na-
stroj a pfimé hleddni jeho koienti neni vhodné pro numericky vypocet®. Pro vétsi matice se
pouzivaji numerické itera¢ni algoritmy, pricemz pro matice ruzného typu jsou vhodné ruzné
algoritmy. Zasadni rozdil oproti napi. QR rozkladu je v tom, ze vlastni ¢isla (jakozto kofeny
polynomu n-tého stupné) obecné nejdou presné spocitat konetnym poctem operaci {+, —, X, /,
k-t4 odmocnina}. Matlabska funkce [V,D]=eig(A) spocitd matice V a A spliaujici (6.5).

3Naopak, hledan{ kofent libovolného polynomu lze prevést na hledani vlastnich éisel matice, kterd se nazyva
doprovodnd matice (companion matriz) polynomu.
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6.1.1 Spektralni rozklad

Pokud je V regularni (tj. matice A ma n linedrné nezavislych vlastnich vektoru), je invertova-
telnd a (6.5) 1ze psét jako
A=VAV (6.6)

Vztahu (6.6) se pak iikd rozklad matice podle vlastnich ¢isel nebo spektralni rozklad.
V tom pifpadé je matice A podobna* diagondlni matici (neboli diagonalizovatelnd), protoze

z (6.6) plyne V7IAV = A.

Véta 6.1. Necht’ A € R™*". Nasledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:
e Matice A je symetricka.

e Vsechna vlastni c¢isla matice A jsou realna a A ma n vlastnich vektoru které jsou po
dvojicich ortogonalni.

Dukaz véty neuvadime. Vété 6.1 se nékdy iika spektralni véta. Podle ni pro kazdou
symetrickou A je v (6.5) matice A redlna a V mize byt zvolena ortogondlni (V—1 = V7). Tedy

A =VAV?T = \jvivl +- 4\, v, Ve, (6.7)

Zaroven jsme vpravo uvedli i druhou formu rozkladu jako soucet dyad (viz §2.6) (presvédcte se
rozndsobenim souc¢inu VAV dle pravidel z §2.7, Ze druhd rovnost v (6.7) plati!).
Vsimnéme si, ze (napi. dle Véty 3.6, pouzité dvakrat na vyraz VAVT) mdme

rank A = rank A. (6.8)

Ale hodnost diagonalni matice A je jednoduse pocet jejich nenulovych prvku, tedy pocet nenu-
lovych vlastnich cisel. Kdyz rank A < n, néktera vlastni ¢isla jsou nulova a muzeme vynechat
jim odpovidajici sloupce+tadky matice A a sloupce matice V. To znamena vynechani nulovych
scitancu v sumé dyad v (6.7).

Priklad 6.2. Zde je spektralni rozklad matice 3 x 3 hodnosti 2:

2 3 -2 [1/v/2 1/V/18 —2/31[5 0 0] [1/vV2 1/v2 0
32 20 =|1/vV2 —1/v/18 2/3 | |0 =9 0| [1/V/18 —1/V/18 4/V18
-2 2 -8 0 4/v/18 1/3 ][0 0 0] [ -2/3  2/3 1/3

1/vV2 1/V18 5 01[1/vV2 1/V2 0

— _1/(;/5 _41/\/\%_8 {0 —9] L/\/E —-1/V18 4/V/18
1/v/2 1/4/18

=5 |1/v2| [1/v2 1/vZ 0] =9 |-1/VI8| [I/VI8 —1/VI8 4/VI8] O
0 4/4/18

Vlastni ¢isla a vektory jsou rozsahlé téma, které jsme zde zdaleka nevycerpali. To ale neni
ani tfeba, protoze dale budeme potrebovat jen spektralni rozklad symetrické matice.

4Matice A a B jsou si podobné, pokud existuje reguldrni matice C tak, ze B = CAC~!. To méte znit z
linearni algebry.
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6.2 Kvadraticka forma

Kvadraticka forma na R" je homogenni polynom f: R® — R druhého stupné. Je pohodlné
ji zapsat v maticovém tvaru

f(x) =x"Ax = Z Z Q;T;%; (6.9)

j=1 i=1

pro néjakou matici A € R™™". Protoze x;x; = x;z; (ndsobeni ¢isel je komutativni), mame

xTAx = Z Z Tty = 3 Z Z(azj +aj)rir; = §XT(A + AT)x. (6.10)

j=1 i=1 j=1 i=1

Vidime, ze funkce f zdvisi jen na souctech a;; + aj;. Je proto zvykem piedpokladat a;; = a;s,
neboli Ze matice A je symetrickd (AT = A). V tom piipadé tedy %(A +AT) = A.

Abychom si procvicili maticovou algebru, dokédzeme rovnost (6.10) i jinak. Kazdou ¢tver-
covou matici lze jednozna¢né napsat jako soucet symetrické a antisymetrické ¢dsti (viz Cvi-
¢eni 2.9):

1
AZQ(A+AT)+ (A - AT).

(1o | —

4 4

vV Vv
symetricka antisymetricka

Ale pro kazdé x mame
xT(A - AD)x = xTAx — x"ATx = xTAx — (xTAx)T =0,

kde jsme pouzili skutecnost, ze transpozice skalaru je tentyz skalar. Tedy kdyz A neni symet-
ricka, muzeme ji nahradit jeji symetrickou ¢asti a kvadratickd forma se nezmeéni.

Priklad 6.3. Prikladem kvadratické formy dvou proménnych je funkce

fla,y) =222 =22y +y* = [z o] [(2) _ﬂ m = [¢ ] {_f _ﬂ m .

Vsimnéte si, ze prvni matice neni symetrickd a druhda ano. O

6.2.1 Definitnost kvadratické formy / jeji matice

Ctvercovou matici A nazyvime

e positivné [negativné] semidefinitni, kdyZ pro kazdé x plati x’ Ax > 0 [xTAx < 0],

e positivné [negativné] definitni, kdyz pro kazdé x # 0 plati x’ Ax > 0 [x? Ax < 0],

e indefinitni, kdyz existuje x a y tak, ze x T Ax >0 ayl Ay < 0.

Matice muze mit i nékolik téchto vlastnosti najednou. Napt. positivné definitni matice je
zaroven positivné semidefinitni. Nulova matice je zaroven positivné i negativné semidefinitni.

[ kdyz definice dava smysl pro libovolné ¢tvercové matice, obvykle je zvykem hovofit o téchto
vlastnostech jen pro symetrické matice. Nékdy se tyto vlastnosti definuji ne pro matici, ale

abstraktnéji pro kvadratickou formu.
7 definice je jasné, mé-li kvadratickd forma extrém a ptripadné jaky:
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Véta 6.2. Necht’ funkce f je ddna jako f(x) = xT Ax.
e Je-li A positivné [negativné] semidefinitni, pak f v bodé 0 nabyvd minimum [maximum].
e Je-li A positivné [negativné| definitni, pak f v bodé 0 nabyva ostré minimum [maximum)|.

e Je-li A indefinitni, pak f nema minimum ani maximum.

Diikaz. Je-li A positivné semidefinitni, funkce f neni nikde zaporna a zaroven pro x = 0 je
nulova, proto v bodé x = 0 (i kdyz mozna i jinde) nabyva svého minima. Je-li A positivné
definitni, je forma nulova jen v poc¢atku a vsude jinde kladna, tedy pocéatek je ostré minimum. Je-
li A indefinitn{ a napt. x” Ax > 0, bod x nemiZe byt maximum protoze (2x)T A(2x) > x" Ax,
a zéroveil X nemuze byt minimum protoze pro néjaké y je y’ Ay < 0. O

6.2.2 Definitnost ze znamének hlavnich minoru

Uvedeme kritérium, které urci definitnost matice podle znamének determiantu jistych jejich
podmatic. Pro matici A € R™*" a neprazdnou mnozinu I C {1,...,n}, symbol A; = [a;;]i jer €
R oznacuje matici vytvorenou z prvki matice A v fadcich a sloupcich s indexy I.

e Hlavni minor matice A je ¢islo det A; pro néjakou nepréazdnou I C {1,...,n}.

e Vudéi hlavni minor matice A je jeji hlavni minor pro néjaké I = {1,... k}al <k <n.

Véta 6.3. Symetricka matice je
e positivné definitni, prave kdyz vSechny jeji vudci hlavni minory jsou kladné,

e positivné semidefinitni, pravé kdyz vSechny jeji hlavni minory jsou nezaporné.

Vétu nebudeme dokazovat. Prvni tvrzeni véty je znamé Sylvestrovo kritérium. Vsimnéte
si, ze druhé tvrzeni je prakticky pouzitelné jen pro malé matice, protoze pocet vSech hlavnich
minort matice nxn je 2" —1. Tato tvrzeni dovoli testovat i negativni [semi|definitnost (matice A
je negativné [semi]definitni, pravé kdyz matice —A je positivné [semi|definitni) a indefinitnost
(neni-li matice ani positivné semidefinitni ani negativné semidefinitni, pak je indefinitni).

Avsak pozor: véta netvrdi, ze kdyz ma matice napft. vSechny hlavni minory nekladné, tak

0
—1
minory nekladné. Problém je v tom, ze matice —A ma také vSsechny hlavni minory nekladné
(proc?) a tedy neni positivné semidefinitni.

. . . o y . 1] . . o L ,
je negativné semidefinitni. Napf. matice A = 0} je indefinitni, ale m& vSechny hlavni

6.2.3 Diagonalizace kvadratické formy

Definitnost matice lze ovSsem také snadno urcit pomoci jejich vlastnich cisel. Ze spektralniho
rozkladu (6.7) méme

f(x) = xTAx = xI'VAVTx = yT'Ay = Alyf 4+ )\nyi =g(y) = g(vTx). (6.11)

Vidime, Ze substituce x = Vy (tj. y = VTx) diagonalizovala matici kvadratické formy. Protoze
matice V je ortogondlni (a proto regularni), transformace x = Vy je isometrie a navic vzajemné
jednoznacnd (neboli bijekce, viz §1.1.2). Tedy funkce f a g se lisi jen otocenim piip. zrcadlenim.
Totéz muzeme Fict i v jazyce bazi: zatimco ve standardni (ortonormalni) bazi (tvorené sloupecky
jednotkové matice I) mé kvadratickd forma matici A, v ortonormélni bazi tvofené sloupci
matice V ma forma diagonalni matici A.
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Vlastnosti kvadratické formy jsou mnohem lépe patrny z jejiho diagonalniho tvaru g nez
z puvodniho f. ‘Kvalitativni’ tvar grafu funkce g je ddn vektorem znamének vlastnich cisel.
Napt. pro n = 2 si grafy a vrstevnice funkce g (kde bez ztraty obecnosti bereme vrstevnici
vysky 1, tj. mnozinu feseni rovnice yZ Ay = 1) snadno predstavime:
e Je-li A\, Ay > 0, graf vypada jako ‘dolik’ a kazd4d vrstevnice vysky 1 je elipsa (stied mé v
pocétku a jeji hlavni osy jsou souradnicové osy).
o Je-li A\, Ay <0, graf vypada jako ‘kopec’ a vrstevnice vysky 1 je prazdna mnozina.

o Je-li A\j Ay <0, graf je ‘sedlo” a vrstevnice vysky 1 je hyperbola.
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91, y2) = yi + 3 91, y2) = =i — v3 9y, y2) = vi — 3

Vrstevnice vysky 1 obecné (tj. ne nutné diagondlni) kvadratické formy (tj. mnozina feseni
x'Ax = 1) s obéma vlastnimi ¢isly kladnymi je elipsa se stfedem v pocdtku, sméry jejichz
hlavnich os jsou vlastni vektory:

Véta 6.4. Symetricka matice je
e positivné [negativné] semidefinitni, pravé kdyz ma vsechna vlastni ¢isla nezdporna [ne-
kladnd]
e positivné [negativné] definitni, pravé kdyz mé& vsechna vlastni ¢isla kladna [zaporna]

e indefinitni, pravé kdyz ma alespon jedno kladné a alespon jedno zaporné vlastni cislo.

Dukaz. To je snadny dusledek diagonalizace (6.11). Protoze transformace x = Vy je bijekce,
plati napt. (promyslete!)

x"Ax>0vx €R") <<= (y'Ay >0Vy cR").

Tedy definitnost matice A je stejnd jako definitnost matice A. Ale definitnost diagonalni ma-
tice A je okamzité patrna ze znamének ¢isel \;. Napt. vyraz (6.11) je nezdporny pro kazdé y,
pravé kdyz vsechna \; jsou nezaporna. U
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6.3 Kvadraticka funkce

Kvadraticka funkce je polynom (ne nutné homogenni) druhého stupné. Lze jej psat v mati-

covém tvaru®
f(x) =x"Ax +b'x +c, (6.12)

kde AT = A € R, b € R" a ¢ € R. Oproti® kvadratické formé tedy piibyl linedrni a
konstantni ¢len. Vsimnéte si, ze pro n = 1 je (6.12) zndm4 kvadratickd funkce jedné proménné
f(z) = az? + bz +c.

Jak nalézt extrémy kvadratické funkce? Extrémy lze hledat mechanicky pomoci derivaci, to
vsak ukazeme az v pozdéjsi kapitole. Jiny zpusob je prevést kvadratickou funkci na kvadratickou
formu posunutim pocatku. Tento zpusob popiseme nyni.

6.3.1 Doplnéni na ctverec
Néekdy lze najit xg € R™ a yg € R takové, ze
xTAx +blx +c= (x —x0)TA(x — x0) + ¥o. (6.13)

Vyraz na pravé strané je kvadraticka forma s poc¢atkem posunutym do bodu x, plus konstanta.
Této uprave se fika doplnéni na ¢tverec. Znate ji pro ptipad n = 1, nebot’ tak se na zakladni
skole odvozuje vzorec pro koreny kvadratické rovnice jedné proménné. Zkusme spocist Xg, Yo
z danych A, b, c. Roznasobenim pravé strany dostaneme

(x —x0)TA(x — x0) + yo = x? Ax — xT Axy — Xt AX +xt A% + o
= xTAx — 2ngX + XOTAXO + Yo
(kde jsme pouzili, ze xTAxy = (xTAxg)T = x] ATx = x{ Ax). Porovndnim ¢lent stejného
stupné mame
b = —2Ax, (6.14a)
c = x¢ Axg + o, (6.14b)

Pokud soustava (6.14a) mé feseni, spocitdme z ni x¢ a pak z druhé rovnice . Pokud sou-
stava (6.14a) nemé feSeni, doplnéni na ¢tverec neni mozné.

Pokud je doplnéni na ¢tverec mozné, vysetieni extrému kvadratické funkce se nelisi od
vySetfeni extrému kvadratické formy, protoze rozdil je jen v posunuti x3. Pokud doplnéni na
¢tverec mozné neni, kvadratickd funkce extrém nemd (toto tvrzeni zde uvadime bez dukazu,
dokézalo by se snadno pomoci derivaci). Extrémy kvadratickych funkef 1ze také hledat pomoci
derivaci, ale to si ukdzeme az pozdéji.

Priklad 6.4. Mame kvadratickou funkci

Fz,y) = 22% — 20y + % — 2y + 3 = B]T [_? _ﬂ m + [_gr m +3.

5Jak uz jsme zminili v §2.8 pro afinni zobrazeni, kvadratickou funkci nemusime vzdy dostat zadanou piimo
ve tvaru (6.12). Piikladem jsou funkce f(x,y) = yZ(Ax —b) ¢ f(X) = tr((AX + B)T(AX + B)). Prevést
takové funkce do tvaru (6.12) muze stét dost prace a umu.

6Pro A = 0 bude f pouhd afinni funkce. Je véci konvence, zda afinni funkci mame nazyvat kvadratickou ¢
nikoliv, tedy zda mame zakazat pripad A = 0.
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Jeji doplnéni na ctverec je

Floy) = 2@ — 1) =2 — 1)y —2) + (y—2)> +1= B:;ru _ﬂ B‘:ﬂ i1,

tedy mame xo = (1,2), yo = 1. Jelikoz matice A je positivné definitni (ovérte!), ma kvadratickd
funkce minimum v bodé x. O

Piiklad 6.5. Kvadraticka funkce

Jlay) =a® —y = B]TB 8} m * [-?ﬂﬂ

doplnit na étverec nejde. Funkce tedy nemé na R? extrém. U
Priklad 6.6. Resme znovu tlohu (5.2). Ucelovd funkee této dlohy je kvadratickd, je totiz

|Ax — b||* = (Ax — b)’ (Ax — b)
= (x"AT - b") (Ax - b)
=x"ATAx —x"A"b - b"Ax +b'b
=x"ATAx — 2b"Ax + b'b, (6.15)

kde jsme pouzili rovnost b” Ax = (bTAx)? = xT ATb (nebot’ skaldr je roven své transpozici).
Extrém této kvadratické funkce muzeme najit doplnénim na ¢tverec (viz §6.3). Soustava (6.14a)
bude mit tvar ATAxy = ATb (A, b zde samoziejmé oznacuje néco jiného nez v (6.14a)), tedy
dostali jsme normaln{ rovnici (5.3). Zaroven je jasné, Ze matice AT A je positivné semidefinitni,
nebot’ pro kazdé x € R™ mame

xTATAx = (Ax)TAx = || Ax|* > 0. (6.16)

Tedy v bodé xy bude minimum. O

6.3.2 Kwvadrika

Vrstevnice kvadratické funkce se nazyvé kvadrika. Tedy kvadrika je mnozina”

{xeR" | x"Ax+b'x+c=0} (6.17)

vSech Teseni kvadratické rovnice, neboli mnozina vSech korenu kvadratické funkce.

Kdyz b = 0, mnozina (6.17) je vrstevnice kvadratické formy a kvadrika ma tedy stred
v pocatku. Kdyz A je diagonalni, kvadrika ma osy rovnobézné se souradnicovymi osami. Kdyz
A = 0, mnozina (6.17) je pouhd nadrovina. Kdyz A neméd plnou hodnost, kvadrika je degene-
rovand. Mnozina (6.17) muze byt i prazdna.

Jestlize kvadratickd funkce dovoluje doplnéni na ¢tverec, mizeme mnozinu (6.17) psét jako

{xeR"| (x —x0)"A(x — %) +1y=0}, (6.18)

"Bez ztraty obecnosti uvazujeme vrstevnici vysky nula (tj. mnozina kotentl) kvadratické funkce (6.12), nebot’
¢ muzeme zvolit libovolné.
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coz je vrstevnice kvadratické formy posunuté o xo. V tom pripadé je typ kvadriky urcen jed-
noduse znaménky vlastnich ¢isel matice A. Specialné, kdyz vSechna vlastni ¢isla jsou kladna
(tedy A je positivné definitni), jde o povrch elipsoidu®. KdyZ néktera vlastni &isla jsou nulova
(tedy A nemé plnou hodnost), kvadrika je degenerovand. Toto ale nevycerpava vsechny typy
degenerace: dalsi typy degenerace nastanou, kdyz A nemd plnou hodnost a funkce nedovoluje
doplnéni na ctverec.

Predpokladejme, ze yo je takové, ze mnozina (6.18) obsahuje nekoneény pocet bodu. Pro
n = 2 se pak kvadrika nazyva kuzelosecka (angl. conic). Je-li matice A positivné ¢i negativné
definitni matici, kuzelosecka je elipsa (specidlné, pokud A\; = Ay pak je to kruznice), je-li
A indefinitni, je to hyperbola.

6.4 Cviceni

6.1. Pro kazdou z téchto funkci urcete, zda je to polynom. Pokud ano, urcete pocet proménnych
a stupen polynomu a rozhodnéte, jestli je polynom homogenni.

a) [1R* =R, f(z,y) =@ +y*)(z—y)+ay—z—y

b) f: R" - R, f(x) = alx kde a je ddno
o) fiR" =R, f(x)=|x]|
d) f:R* = R, f(x) = [|[Ax + b||* kde A, b jsou ddny
e) [1R*™ =R, f(x,y) =x"y
f) f: R™>" -5 R, f(X) =alXb kde a,b jsou dany
g) [: R -5 R, f(X) =det X
o . . . 1 2 1 2
6.2. Spocitejte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic [_1 3l L 0] .
2 0 3
6.3. Napiste rovnici, jejimiz kofeny jsou vlastni ¢isla matice |0 —2 —11.
3 -1 2

6.4. Jaka jsou vlastni ¢isla a vlastni vektory (a) nulové, (b) jednotkové, (c¢) diagonalni matice?
Jakd jsou vlastni ¢isla trojihelnikové matice?

6.5. Zname vlastni ¢isla a vektory matice A. Jaka jsou vlastni ¢isla a vektory matice A + ol?

6.6. Necht” A € R™"™ a B € R™™. Dokazte, ze nenulova vlastni ¢isla matic AB a BA jsou
stejna. Jaky je vztah jejich vlastnich vektoru?

6.7. Urcete definitnost téchto symetrickych matic. Pro vsechny matice udélejte pomoci znamé-
nek (vadéich) hlavnich minoru, pro matice 2 x 2 také pomoci vlastnich ¢isel.

- - - Lo 100 3 -2 1 -2 0 1
S IR e O ) I P (Y P BB I 0 3 -1
010 1 03 1 -1 -2

6.8. Méjme matici A = [é 4

} . Ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

8Neékteii autofi mysli elipsoidem mnozinu i s vnitikem, nékteii jen jeji hranici. Rozdil je stejny jako mezi
sférou a kouli.
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6.9.

6.10.
6.11.

6.12.
6.13.

6.14.

6.15.

a) Vyraz xI Ax je nezdporny pro kazdé x € R
b) Vyraz xT Ax je nekladny pro kazdé x € R2.
c¢) Funkce f(x) = xTAx md v bodé x = 0 extrém.

Méme kvadratickou formu dvou proménnych f(z,y) = 3z% + 2zy + 3y>.
a) Napiste ji ve tvaru f(z,y) = [z y] A [ﬂ se symetrickou A.

b) Najdéte a,b € R a ortogondlni U tak, ze f(x,y) = au® + bv?, kde [ﬂ =U [ﬂ .

c¢) Nakreslete mnozinu bodu (u,v) spliujicich au® + bv* = 1.
d) Transformujte tuto mnozinu do soufadnic (z,y) a nakreslete.

Je mnozina { (z,y) € R? | 22 — 3zy + y? = 1} elipsa nebo hyperbola? Oduvodnéte.

(x) Napiste v Matlabu funkci ellipse(A), ktera vykresli elipsu s rovnici xT Ax = 1 pro
positivné definitni A. Zamyslete se, jak byste postupovali pfi navrhu funkce conic(Q),
ktera vykresli kuzelosecku x” Ax = 1 pro A libovolné definitnosti (nezapomeite, 7Ze obecna
kuzelosecka muze byt neomezend, tedy je nutno ji ofiznout do daného obdélniku).

Ukazte, ze je-li A = VAVT spektrdlni rozklad symetrické matice A, plati A" = VA"V,

Nésledujici kvadratické funkce napiste ve tvaru (6.12) se symetrickou A. Pak najdéte jejich
extrémy a urcete typ kazdého extrému (pouzijte doplnéni na ctverec).

a) f(r,y)=a2*+4zy — 29> + 32 — 6y +5
b) f(x,y)=a?+2y> — 22y + 27 —y
Méme neorientovany graf (V, ) s mnozinou vrcholi V = {1,...,n} a mnozinou hran®.

E C (‘2/) Kazdému vrcholu ¢ € V' je pritazeno c¢islo x; € R, tato ¢isla tvoii vektor x € R™.
Je dana funkce f: R™ — R vzorcem

{i,j}€E

) Ukazte, ze f je kvadratickd forma.

) Jaka je definitnost této kvadratické formy?
c¢) Pro jaka x plati f(x) =07

) Necht’ je graf zaddn matici sousednosti A € {0,1}"*" tak, ze a;; = 1 prave kdyz
{i,j} € E. Najdéte matici L € R™*™ tak, Ze f(x) = x? Lx. Hledejte co nejjednodussi
vztah pro L. Pouzijte pritom kromé matice A také diagondlni matici D = diag(A1).
Co jsou diagondlni prvky matice D v terminech grafu (V, E)?
e) Necht’ B € {—1,0,1}™™ (kde m = |FE]) je incidentni matice orientovaného grafu
vytvoreného tak, ze pro kazdou hranu neorientovaného grafu (V, E') zvolime orientaci.
Ukazte, ze f(x) = ||BTx|]?, tedy L = BBT, kde tyto vyrazy vyraz nezdviseji na
zvolenych orientacich hran.

Poznamenejme, ze funkci f (piip. matici L) se ¥ikd Laplacidn grafu (V, E).

Musi mit positivné semidefinitni matice na diagonale nezaporné prvky? Odpoveéd’ dokazte.

9V v/ o « /. o o
( k) zna¢i mnozinu vsech k-prvkovych podmnozin mnoziny V.
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6.16.
6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

6.26.

Dokazte, ze matice AT A + ul je positivné definitni pro kazdou matici A a kazdé u > 0.
Dokazte, ze symetricka matice je positivné definitni, pravé kdyz je positivné semidefinitni
a invertovatelna.

Dokazte, ze kazda symetricka positivné definitni matice je invertovatelna a jeji inverze je
také positivné definitni. Dokazte

a) s pouzitim spektralniho rozkladu,
b) bez pouziti spektralniho rozkladu.

Dokazte:

a) Pro kazdou matici A je matice AT A positivné semidefinitni.
b) Matice AT A je positivné definitni, pravé kdyz matice A mé linedrné nezavislé sloupce,

)
c¢) Pro kazdou positivné semidefinitn{ matici B existuje matice A tak, 7e B = ATA.
d) Pro kazdou positivné definitni matici B existuje reguldrni matice A tak, ze B = ATA.

(%) Positivné semidefinitni symetrické matice lze vnimat jako zobecnéni nezédpornych ¢isel.
Proto se nékdy positivni semidefinitnost znaé¢i A > 0. Zapis A < B je pak zkratkou
B — A > 0. Dokazte, ze relace < je ¢dstecné usporadéni (tj. reflexivni, tranzitivni a
antisymetrickd) na mnoziné symetrickych matic n x n.
(x) Na zdkladé podobnosti relace < z predchoziho cviceni a relace < na mnoziné R bychom
ocekavali, ze:

a) Pokud A <B a C <D, potom A+ C <B+D.

b) Pokud A > 0 a a > 0, potom aA * 0.

c) Pokud A = 0, potom A? = 0.
d) Pokud A = 0 a B > 0, potom AB > 0.

)

e) Pokud A >0 a B > 0, potom ABA > 0.

Které z téchto tvrzeni plati a ktera neplati? Odpovédi dokazte.

Najdéte vSechna vlastni ¢isla projektoru. Odpovéd’ naleznéte algebraicky z idempotence
projektoru a poté oduvodéte geometrickou tvahou.

Geometrickou tivahou najdéte aspon dva vlastni vektory a piislusna vlastni ¢isla House-
holderovy matice ze Cviceni 4.13.

Je znamo, ze libovolnou rotaci ve tfirozmérném prostoru lze realizovat jako rotaci ko-
lem jisté primky (jdouci poc¢atkem) o jisty tihel. Geometrickou tivahou zjistéte co nejvice
o vlastnich ¢islech a vektorech rota¢ni matice rozméru 3 x 3.

Dokazte, ze ortogonalni projektor (tj. matice reprezentujici ortogonalni projekci) je posi-
tivné semidefinitni. Jaky to ma geometricky vyznam?

Na wikipedii vyhledejte hesla kuzelosecka (conic section) a kvadrika (quadric surface).

Vsechny typy kuzelosecek a kvadrik (nedegenerovanych i denenerovanych) tam uvedené
zkuste napsat jako vrstevnici vhodné kvadratické formy nebo funkce.

Napovéda a reseni

6.5.

Vlastni ¢isla se zvétsi o a. Vlastni vektory jsou stejné.
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6.6. Necht” ABv = Av # 0. Z toho plyne BABv = ABv, tedy BAu = Au kde u = Bv. Zaroven
u # 0 protoze jinak by bylo Av = 0.
6.7. indefinitni, positivné definitni, indefinitni, positivné semidefinitni, indefinitni, positivné definitni,

indefinitni

6.8. Matice A neni symetrickd. Musime ji nejdiive symetrizovat, tj. vzit matici %(A + AT), a pak

teprv pocitat vlastni ¢isla. Tim zjistime, ze zadné tvrzeni neplati.

6.9.a) A= ﬁ’ ﬂ

L a1
6.9.b)a—2,b—4,U—\/§[ -

6.10. Hyperbola, nebot’ A mé nenulova vlastni ¢isla opa¢nych znamének.
6.13.a) Ptrevod na tvar (6.12): x = [ﬂ, A= B _g}, b= [_2], ¢ = 5. Doplnéni na ¢tverec existuje
. . . p , . .. o, p L1
(protoze A je regularni). Funkce nemd extrém (protoze A je indefinitn{), ma sedlo v bodé (5, —1).

6.13.b) M4 minimum v bodé —(3,1)/2.

6.14.a) Je (x; — mj)2 = xf — 2wz + x? Tedy f je homogenni polynom stupné dva, coz je kvadraticka
forma.

6.14.b) Funkce je soucet ¢tvercu (druhych mocnin), tedy f(x) > 0 pro vSechna x € R”, tedy f je
positivné semidefinitni. Zaroven f(x) = 0 kdyz vsechny slozky x; jsou stejné (tedy x = al pro
libovolné a € R), tedy neni positivné definitni.

6.14.c) Zjevné f(x) = 0 praveé kdyz x; = x; pro viechna {i,j} € E. Kdyz graf je souvisly, nastane to
praveé kdyz vSechna x; jsou stejnd. Jinak to nastane pravé kdyz jsou z; stejna v kazdé komponenté
grafu.

6.14.d) Prvek d;; matice D je stupen (tedy pocet incidentnich hran) vrcholu i. Je L =D — A, nebot’

Z(I’z —j)* = %Z L Zmzxj—i-%fo = fo - inxj = x'Dx — xT Ax.

{ig} {i.g} {i.g} {ig} {ig} {ig}

6.15. Musi. Stac¢i vzit x = e; vektory standardni béze.

6.16. xT(ATA + ul)x = xTATAx + uxTIx = ||Ax||? + p||x|> > 0 pro kazdé x # 0.

6.17. Necht’ A = VAVT. Matice A je positivné semidefinitni, pravé kdyz jsou vsechny diagonalni
prvky matice A (coz jsou vlastni ¢isla matice A) nezaporné. Dle (6.8) je A invertovatelnd, prave
kdyz A je invertovatelnd, neboli A mé na diagondle nenulové prvky. Ale A je positivné definitni,
prave kdyz jeji vl. éisla jsou kladna, tj. nezdporna a nenulova.

6.18.a) Je A7l = (VAVT)™! = VA~IVT, Ale definitnost matice A je stejnd jako definitnost ma-
tice A. Je jasné, ze pokud diagondlni prvky A; matice A jsou kladné, pak jsou kladné i diagonalni
prvky 1/); matice A7L.

6.18.b) Necht’ A je positivné definitni, tedy x” Ax > 0 pro kazdé x # 0. Kdyby A nebyla invertovatelnd
(tj. regularni), dle Véty 3.7 by méla netrividlni nulovy prostor, tedy Ax = 0 pro néjaké x # 0.
Ale to nelze, protoze pak by také x’ Ax = 0.

Necht’ A je invertovatelnd. Polozme y = Ax a x = A~ ly. Vime, ze x” Ax > 0 pro kazdé x # 0.
7Z toho xTAx = yTA=TAA"'y = y"A~'y > 0. Protoze zobrazeni f(x) = Ax je bijekce, je
yI A=y > 0 pro kazdé y # 0.

6.19.a) xT ATAx = (Ax)TAx = ||Ax||? >0
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6.19.b) Vime, ze AT A je p.s.d. pro kazdou A. Tedy staci dokdzat, ze AT A je invertovatelnd, prave

kdyz A ma lLn. sloupce. To jsme dokézali v (5.5).

6.19.c) Ve spektralnim rozkladu B = VAV” ma A nezdporné diagonélni prvky. Polozme A = AY/2VT,
6.19.d) Ve spektralnim rozkladu B = VAV’ m4 A kladné diagonalni prvky. Polozme A = AV2VT,

6.20.

6.22.

6.23.

6.25.

Relace je reflexivni, kdyz A < A pro kazdou A, neboli A — A > 0, coz plati.

Pro dalsf si viimnéte, ze A < B znamena (Vx)(x? Ax < x”Bx). Relace je antisymetrickd, kdyz
A<B=<A = A=B. Ale x"Ax < x"Bx < x" Ax implikuje x” Ax = x"Bx. To plat{ pro
vSechna x, protoze A, B jsou symetrické.

Relace je tranzitivni, kdyz A < B < C = A < C. To plati, nebot’ x’Ax < x"Bx < xTCx =
xT'Ax < xTCx.

Algebraicky: Projektor P spliuje PP = P (idempotence). Tedy z Pv = Av plyne (ndsobenim
matici P) Pv = APv. To muze platit jen pro A = 1 nebo pro Pv = 0. Ale kdyz Pv = 0, tak
z rovnice Pv = Av musi byt A = 0. Tedy vlastni ¢isla projektoru mohou byt bud’ 1 nebo 0.

Uvaha: Projekce na podprostor X = rng P promitne kazdy vektor x € X na sebe, tedy Px = x.
Kazdy vektor x € X+ se promitne do 0, tedy Px = 0. Kazdy vektor x ¢ X U X se promitne do
vektoru, ktery neni rovnobézny s x. Shrnuto, P m4 jen dvé vlastni ¢isla 1 a 0 (predpokldddme
nyni, ze X+ # {0}, neboli P nenf reguldrni). Vlastni vektory pifslugné éislu 1 tvoif podprostor X,
vlastni vektory pifslusné éislu 0 tvoif podprostor X .

Transformace f(x) = Hx je zrcadleni okolo nadroviny s normélovym vektorem v. Tedy Hx = x
pro véechna x lezici v této nadroving, neboli v'x = 0. Déle je Hv = —v, nebot’ norméla nadroviny
zrcadlenim zméni orientaci.

Projektor P spliiuje P2 = P a P” = P (viz §4.6 a Cviceni 5.17), z ¢ehoz plyne P = PTP. Nyn{
z'Pz = 2’ PTPz = ||Pz||? > 0 (viz Cviceni 6.19). Geometricky vyznam je takovy, ze libovolny
vektor z svird se svou ortogonélni projekci x = Pz ostry tdhel nebo jsou na sebe kolmé (kdyz
z = 0 nebo x = 0), tedy z' x = 2z Pz > 0.
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Kapitola 7

Pouziti spektralniho rozkladu
v optimalizaci

7.1 Stopa matice

Stopa (angl. trace) ctvercové matice A € R™" je soucet jejich diagondlnich prvku, znaci se
trA =ayp + -+ Gpn. (7.1)

Vlastnosti (dokazte!):

tr(A+B)=trA+trB

tr(aA) = atr A

tr(AT) =tr A

tr(AB) = tr(BA) pro kazdé A € R™*" a B € R™*™ (tzv. cyklicnost stopy)

Z posledni rovnosti plyne napi. tr(ABC) = tr(CAB), protoze tr(DC) = tr(CD) kde D = AB.
Podobneé napt. tr(ABCD) = tr(CDAB). Ale neplati napi. tr(ABC) = tr(CBA).
Kazda c¢tvercova matice spliuje

A=A+ A (7.2)

kde Ay, ..., A\, jsou vlastni ¢isla matice. Pro diagonalizovatelné matice lze rovnost dokazat ze
spektralniho rozkladu a cyklicnosti stopy (proved’'te!). Pro nediagonalizovatelné matice dukaz
neuvadime.

7.2 Skalarni souc¢in a norma matic

Je prirozené definovat skalarni soucin matic A, B € R™*" jako
(A,B) = Z Z aijbij, (7.3)
i=1 j=1

coz je vlastné skalarni soucin vektoru vytvorenych prerovnanim prvku kazdé matice do vektoru.
Zievné (A,B) = (B,A) = (AT BT) = (BT, AT). Jsou-li a;,b; € R™ sloupce matic A, B,
skalarni souc¢in jde také napsat jako

(A,B) =alb; +---+a’b, (7.4)
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(totéz lze napsat pro fadky). Plati také
(A,B) = tr(ATB) = tr(B"A) = tr(AB”) = tr(BAT), (7.5)

kde prvni rovnost plyne snadno napt. ze vzorcu (7.4) a (2.8) ostatni rovnosti z vlastnosti stopy
(oveérte!). Obrécené, stopu lze napsat pomoci skaldrniho soucinu jako

tr A = (I, A). (7.6)

Skalarni soucin (7.3) indukuje normu matice A € R"™*" jako

m n 1/2
|A] = (A, A) = V/ir(ATA) = \/tr(AAT) = (ZZ@) : (7.7)

i=1 j=1

Podobné jako pro vektory (viz §4.4), skalarni souc¢in matic je invariantni vuci transformaci
isometrii: jsou-li U, V matice s ortonormalnimi sloupci, je

(UAVT UBVT) =tr(VATUTUBV?) = tr(VATBV?) = tr(ATBV’V) = tr(A”B) = (A, B),
kde jsme pouzili cyklicnost stopy. Tedy i norma (7.7) je invariantni vuéi isometrii,
[TAVT| = ||A]. (7.8)

Existuji i jiné maticové normy. Maticovd norma (7.7) se nazyva Frobeniova norma a
pokud ji chceme odlisit od jinych norem, znac¢ime ji || - ||p.

7.3 TUloha na nejmensi stopu

Necht” A = VAVT je spektralni rozklad symetrické matice A € R™ ", tedy matice A =
diag(A1, ..., \,) je diagondlni a V. = [v; -+ v,] je ortogondlni. Predpokléddme piitom, ze
vlastni ¢isla jsou vzestupné serazena, A\ < --- < \,, coz lze vzdy zafidit vhodnou permutaci
sloupcu matice V a diagonalnich prvku matice A.

Véta 7.1. Plati
min{ x’Ax | x € R", x'x =1} =\ (7.9)

a minimalni hodnota se nabyva pro x = vy (tedy pro normalizovany vlastni vektor prislusny
nejmensimu vilastnimu ¢islu \y).

Diikaz. Pohled’'me na rovnost (6.11). Protoze V je ortogondlniay = VIx,jeyly = x'VVIix =
xTx a tedy podminka xTx = 1 je ekvivalentnf podmince yTy = 1. Tedy tiloha (7.9) ma stejnou

minimalni hodnotu jako tloha

min{y"Ay |y €eR", y'y =1} =min{\yi + -+ XNy | y1,-- . un ER, yi + -+ y2 =11}

(7.10)
Je jasné (viz Cviceni 7.1), ze minimum nastane kdyz y; = 1 (tedy yo = -+ =y, = 0), tj. pro
y = e; (prvni vektor standardni baze). To odpovidd x = Ve, = vi a yT Ay = ;. O

Vsimnéte si: Véta 7.1 netvrdi, ze se minimum tlohy (7.9) nabyva vzdy pouze ve vektoru vy.
Je-li vlastni ¢islo A; ndsobné, nabyva se ve vice bodech.

Rovnost (7.9) ukazuje, ze nejmensi vlastni ¢islo 1ze ziskat fesenim optimaliza¢ni lohy. Zo-
becnénim této ulohy lze postupné ziskat vsechna vlastni cisla:
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Véta 7.2. Necht’ k < n. Plati
min{ x’ Ax [x €R", x'x =1, vix=---=vix=0} = A1 (7.11)
a minimalni hodnota se nabyva pro x = vi1.

Diikaz. Protoze v; = Ve;, prechodem k soufadnicim y = V7x tlohu pievedeme na

min{y"Ay |y eR", y'y=1ely=---=ey=0}.
Ale el'y = y, tedy dodatecnd podminka itka y; = - - - = y, = 0. Proto minimum nastane kdyz
Ype1 = 1, tedy pro y = e41. To odpovidd x = Ve = vipr a yAy = \jgr. O

Ulohu (7.9) lze ale zobecnit i jinym zptisobem:
Véta 7.3. Necht’ k < n. Plati*
min{ tr(XTAX) | X e R”* XTX =1} =)\ +---+ X (7.12)
a minimum se nabyva pro X = [Vl e Vk].

Diikaz. () Mame tr(XTAX) = tr(XTVAVTX) = tr(YTAY), kde X = VY. Protoze V je
ortogonélni, XTX = I plat{ pravé kdyz Y/ VIVY = YTY = I. Tedy tloha (7.12) m4 stejnou
optimalni hodnotu jako tloha

min{ tr(Y?AY) | Y ¢ R™* Y'Y =1}. (7.13)
Resme tilohu (7.13). Z vlastnosti stopy (viz §7.1) méme
tr(YTAY) = tr(YYTA) = tr(PA) = \ipit + - 4+ AP,

kde pi1, ..., ppn jsou diagondlni prvky matice P = YY7.
Pro kazdou Y € R™* ¢isla piy, . . ., Pun splituji rovnost

Pt P =t P =tr(YY?) =tr(Y'Y) =trI, = k .
Déle splinuji nerovnosti 0 < p;; < 1 (viz Cviceni 4.20). Uvazujme tilohu
min{ A\ipui + -+ Xl | 0 <1y Do <1, pu+ -+ pan =k 1 (7.14)

Tento jednoduchy linedrni program vytesime tivahou (viz Cviceni 11.3): jeho optimélni hodnota
je A +-- -+ A a optimalni argument je ddn jako p11 = - = prr = Ll a pryipr1 = - = P = 0.

Ale matici P = YY7 s témito diagondlnimi prvky lze realizovat volbou Y = Ig . 7 toho

X=VY=[vg - v O

'Namfitnete, Ze 1iloha (7.12) nenf ve tvaru (1.11), protoze optimalizujeme pies mnozinu matic a ne vektort.
To je ale jen zalezitost znaceni, nebot’ matici rozméru m X n lze vidét jako vektor o mn slozkach.
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Vsimnéte si, ze pro k = n se rovnost (7.12) redukuje na rovnost (7.2), nebot’ pro kazdou
ortogonélni X € R™" je tr(XTAX) = tr(XXTA) =trA =\ + -+ \p.

Uloze (7.12) lze rozumét takto. Oznaéme Xy, . .., x; € R™ sloupce matice X = [Xl . xk}.
Podminka XX =1 ifkd, 7ze xy, ..., X}, jsou ortonormélni, x; x; = §;;. Dale plati (ovéite!)
tr(XTAX) = x] Ax; + -+ + x{ Ax;. (7.15)

Tedy v uloze (7.12) hleddme ortonormélni k-tici vektoru, které minimalizuji soucet (7.15).

Uvedeme jesté jiny tvar tlohy (7.12). Sloupce matice X tvoii ortonormalni bézi podprostoru
X = rng X. Kazdy vektor z podprostoru X je linearni kombinace x = Xy vektoru béaze, kde
y € R¥ jsou soufadnice vektoru x v této bazi. Tedy funkce

9(y) = f(Xy) = y"X"AXy (7.16)

je zizeni (neboli restrikce) kvadratické formy f(x) = x? Ax na dany podprostor, vyjadiena
v soutadnicich y. Funkce ¢ je kvadratickd forma s matici X7 AX. Jeji stopu

trx A = tr(XTAX) (7.17)

tedy muzeme nazvat stopou matice A na podprostoru X. Aby tato definice byla smysluplna,
je dulezité, ze vyraz (7.17) nezavisi na tom, jakou ortonormalni bézi podprostoru X zvolime.
Vskutku, pro kazdou ortogondlni matici U € R¥** (viz Cviceni 4.16) je

tr[(XU)TA(XU)] = tr(U'XTAXU) = tr(UUTXTAX) = tr(XTAX). (7.18)

Tedy tlohu (7.12) muzeme formulovat ‘bezsoutfadnicové’ hleddame podprostor X C R"
dimenze k, ktery minimalizuje tryx A. Proto se této tloze nékdy tika wloha na nejmensi stopu.

7.4 Prolozeni bodi podprostorem

Necht’ jsou dany body ay,...,a,, € R" a prirozené c¢islo £ < n. Hledejme linearni podprostor
dimenze k prostoru R", ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vzdalenosti k bodum ay, ..., a,,. Ve
statistice se této tiloze tika rozvoj podle hlavnich komponent (angl. principal component analysis,
PCA) nebo Karhunen-Loewiv rozvoj. Podotknéme, ze ulohu nelze nijak prevést na priblizné
feseni linearni soustavy ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy tlohu (5.2).

mgX = (rng Y)* = null(Y7)

mgY = (rng X)* = null(X7T)

| b1 = YYTa1 = (I — XXT)a1
a; — by = [|XTa|

b4 \‘\ ‘

aj
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Zjednodusme formulaci ulohy tim, ze vzdalenosti podprostoru k bodum vyjadiime explicitné
(viz obrézek). Oznatme jako A = [a; --- am}T € R™" matici s tadky af,...,al . Misto
hledaného podprostoru hledejme jeho ortogondlni doplnék, reprezentovany ortonormalni bazi
tvofenou sloupci matice X € R™ (%) Matice X mé n — k sloupcti, nebot” dle Véty 4.1 je

dimenze tohoto ortogonalniho dopliiku rovna n — k. Tedy hledany podprostor je (dle (4.8a))
mgY = (mgX)" =null(X’) ={becR" | X"b=0}. (7.19)

Jak jsme odvodili v §4.6.2, vzdalenost bodu a € R"™ k podprostoru (7.19) je délka projekce
na jeho ortogondlni doplnék, tj. [|XXTal| = ||XTal|. Soucet ¢tvercit vzddlenosti vsech bodu
k podprostoru je
IX 2y [+ -+ [ X = AX]?,
kde ||AX|| zde znaci maticovou (Frobeniovu) normu (7.7) matice AX. Resime tedy tlohu
min{ [|AX]]? | X € R XTX =T}, (7.20)

Protoze [[AX > = tr(XT AT AX), tilohu (7.20) muZeme vyiesit pomoci Véty 7.3. Spocitame
spektraln{ rozklad VAVT = AT A matice AT A (kde opét piedpokladdme, ze diagonalni prvky
matice A jsou vzestupné sefazeny). Rozdélime-li (ortogonalni) matici V = [X Y} € R™" do
dvou blokii X € R"™*("=%) 2 Y € R™*, pak X je feseni tilohy (7.20) a (viz §4.6.1) sloupce Y
tvori ortonormélni bazi hledaného podprostoru (7.19). Tedy:

e Poslednich k sloupcii matice V' (tj. ortonorméln{ vlastn{ vektory matice AT A odpovidajici

k nejvétsim vlastnim ¢islum) tvori ortonormélni bézi linearntho podprostoru dimenze k,
ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vdalenosti k bodum ay, ..., a,,.

e Prvnich n—k sloupcti matice V (tj. ortonormélni vlastn{ vektory matice AT A odpovidajic
n — k nejmensim vlastnim ¢islum) tvoii ortonormalni bazi ortogondlniho dopliiku tohoto
podprostoru.

Vsimnéte si vyhody: spocitdme-li jednou spektralni rozklad matice AT A, mame rovnou feseni
ulohy pro vsechna k =1,...,n.

Piiklad 7.1. Jsou dény body ai,...,a,, v prostoru R?, jez tvoif fddky matice A € R™*3,
Necht” ATA = VAVT je spektralni rozklad matice AT A, kde vy, vo, v3 jsou sloupce matice V €
R3320 < A\; < Ay < \3. Pifmka prochazejici pocdtkem (tedy k& = 1), kterd minimalizuje soucet
¢tvercu vzdalenosti k bodum, je mnozina

(span{vy, vo})t = {x € R® | vIx = vix = 0} = span{vs}.

Rovina prochézejici pocatkem (tedy k& = 2), kterd minimalizuje soucet Ctvercu vzdélenosti
k bodum, je mnozina

(span{vi})* = {x € R* | vIx = 0} = span{vy, v3}. 0

7.4.1 Nejblizsi matice nizsi hodnosti

Ulohu na optiméalni prolozeni bodu podprostorem jsme formulovali jako (7.20). Tuto tlohu lze

ale formulovat i primocareji (viz obrézek vyse): k danym bodum ay, ..., a,, € R" hleddme body
by, ..., b, € R" lezici v podprostoru dimenze k takové, aby soucet ¢tvercu vzdalenosti
lay = b [|* + -+ + [lam — bn|* = A - B|* (7.21)
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bylo minimélni. Vyraz (7.21) jsme napsali i v maticové formeé, kde B = [bl e bm]T e Rmxn
oznacuje matici s fadky b?, ... bl Body by, ..., b, lezi v podprostoru dimenze k, pravé kdyz

dimspan{b,...,b,} = dimrng(B”) = rank(B”) = rank B < k.
Tedy nasi dlohu jde napsat jako
min{ |[A — B||* | B € R™" rankB < k }. (7.22)

Kratce, k dané matici A € R™ ™ hleddme nejblizsi (ve smyslu Frobeniovy normy) matici B
hodnosti nejvyse k. Tato tloha je angl. znama jako low rank approximation.

Z této uvahy plyne, ze tlohy (7.20) a (7.22) maji stejnou optimalni hodnotu. Zbyva zjistit,
jak spocitat optimalni feseni B tlohy (7.22) z optimdlniho feseni X tlohy (7.20). Je jasné, ze
zname-li podprostor, ve kterém lezi body by, ..., b,,, pak tyto body museji byt ortogonalnimi
projekcemi bodu ay, ..., a,, do tohoto podprostoru (jinak by totiz ¢islo ||A — BJ| slo zmensit
posunutim bodu v tomto podprostoru). Je-li ortonormélni baze tohoto podprostoru tvorena
sloupci matice Y, pak tedy b; = YY7a;, coz se maticové da zapsat jako

B=AYY" = A(I-XX%), (7.23)

kde druhd rovnost plyne z (4.25), predpokladame-li stale V = [X Y].
Dle Véty 7.3 je optimélni hodnota 1loh (7.20) a (7.22) rovna

M4+ Mk (7.24)

kde \; < --- < \, je spektrum matice ATA. Cislo (7.24) je tedy ¢tverec vzdalenosti (méfené
Frobeniovou normou) matice A od nejblizsi matice hodnosti nejvyse k. V tomto smyslu lze tedy
spektrum matice AT A vidét jako jakési zobecnéni hodnosti matice A.

7.4.2 Co kdyz prokladame afinnim podprostorem?

Zmeénme nyni ulohu (7.20) tak, ze misto linedrniho podprostoru hledejme afinni podprostor
dimenze k, ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vzdéalenosti k bodum ay, ..., a,,.

Véta 7.4. Necht’ ay,...,a,, € R" a k < n. Afinni podprostor dimenze k, ktery minimalizuje
soucet ctvercu vzdalenosti k bodum a, ..., a,,, prochazi tézistém a = %(al +---+a,,) téchto
bodii.

Dukaz. Hledany afinni podprostor parametrizujme jako (srov. (7.19) a Véta 3.13)
{(beR" | X"b=y}, (7.25)

kde X € R™(™F) je matice s ortonormalnimi sloupci a y € R™. Vzdélenost bodu a € R™ od
tohoto podprostoru je || XTa — y|| (viz §4.6.2). Soucet ¢tvercti vzdalenosti vsech bodi k pod-
prostoru je tedy

X ay —y|* + -+ [ X2, -y
Tento vyraz tedy musime minimalizovat pies proménné X a y za podminky XX = I. Pokud
je X libovolné pevné a minimalizujeme pouze pfes y, minimum se nabyva v bodé y = XTa
(viz Priklad 1.14). Z toho plyne (proc?), ze podprostor (7.25) obsahuje bod a. O

Nyni je feseni jasné: nejprve posuneme body ay,...,a,, tak, aby jejich tézisté lezelo v po-
¢atku, a potom najdeme (linedrni) podprostor minimalizujici soucet ¢tvercu vzdalenosti k po-
sunutym bodum. Jeho posunutim zpét pak ziskame kyzeny afinni podprostor.
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7.5 Preurcené homogenni linearni soustavy

Resme homogenn{ linedrni soustavu
Ax =0, (7.26)

kde A € R™*". Jeji mnozinou feseni je null A, coz je linearni podprostor R™ dimenze n—rank A
viz (3.16). Muze byt homogenni soustava ‘pfeurcend’? Preurc¢enost neni rozumné definovat jako
u nehomogenni soustavy (viz §5.1), protoze homogenni soustava ma vzdy trividlni feseni x = 0.
Ovsem, kdybychom ‘pfeurcenou’ soustavu (7.26) zkusili priblizné fesit jako minimalizaci ||Ax||,
dostali bychom trivialni optimalni feseni x = 0.

Abychom se tomu vyhnuli, mizeme navic pozadovat x’x = 1. To tedy vede na 1lohu

min{ |Ax|| | x € R, x'x=1}. (7.27)

Protoze ||Ax||? = xT AT Ax, dle (7.9) je fesenim této tilohy vlastni vektor matice AT A prislugny
jejimu nejmensimu vlastnimu ¢éislu.

Piiklad 7.2 (Pfiblizné prolozeni bodu kuzeloseckou). Kuzelosecka (viz §6.3.2) je mno-
Zina
K ={(v,y) eR* | Q(z,y) = ax® + bry +cy* +dr +ey+ f=0}.
Budiz ddno m bodu (x1,41), ..., (Tm, Ym) € R?, o kterych vime, ze maji lezet na kuzelosecce.
Body jsou ale zatizeny Sumem a tedy obecné nemusi existovat kuzelosecka, kterd jimi prochazi.
Hledejme tedy kuzelosecku, ktera je ‘nejblizsi’” danym bodum. Jedna mozna formulace této
ulohy je, ze hledame ¢isla a, b, ¢, d, e, f, kterd minimalizuji soucet ¢tvercu vzdalenosti bodu od
kiivky. Vyftesit presné tuto ulohu je ale obtizné.
Formulujme proto tilohu priblizné: hledejme ¢éisla a, . . ., f, ktera minimalizuji soucet

Q(l‘l,y1)2+ +Q(:Em7ym)2' (728)

Tato formulace ale nevyjadiuje to, co chceme, protoze minimum vyrazu (7.28) se nabyva pro
a=b=c=d=e= f=0.V tomto pfipadé mnozina K neni kiivka, ale celd rovina R?, coz

rozhodné nechceme. Ve skutecnosti navic potfebujeme, aby aspon jedno z cisel a, ..., f bylo
nenulové. Toho dosdhneme uvalenim podminky
A+ +E+ P+l =1 (7.29)

Vsimnéte si, ze pro kazdou kuzelosecku muzeme dosdhnout splnéni této podminky, protoze
vynasobenim vektoru (a, b, ¢, d, e, f) libovolnym nenulovym ¢islem nezméni mnozinu K.

Minimalizace (7.28) za podminky (7.29) se d4 psat jako minimalizace ||A8]|* za podminky
070 = 1, kde

@} myr yp w1

A= L 0=[a b cde f].

Lo TmYm Ym Tm Ym | [

Obecnéji, soustavu (7.26) nazveme preurcenou tehdy, kdyz dimenze jejiho prostoru reseni je
nizsi nez néjaka predem zndma dimenze n—k. Pfiblizné feseni soustavy pak vede na tlohu (7.20),
ktera je ovsem ekvivalentni tloze (7.22). Uloha (7.22) odpovida tomu, ze co nejméné zménime
matici A, aby prostor feseni soustavy (7.26) mél kyzenou dimenzi n— k. Neboli nejprve najdeme

matici B s hodnosti £ nejblizsi matici A a potom teSime soustavu Bx = 0, jejiz prostor feseni
jiz ma dimenzi n — k.
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Vztah k nehomogennimu piipadu. V §5.1 jsme formulovali pfiblizné feseni nehomogenni
(b # 0) soustavy Ax = b jako tlohu m]iRn ||Ax — b||. Muze se zdat, ze tato formulace je tiplné
xeR™

odlisna od formulace priblizného feseni homogenni soustavy, kterou jsme uvedli zde. Ale tak
tomu neni. Formulujme priblizné feseni nehomogenni soustavy takto: pokud soustava Ax = b
nema teSeni, zménme vektor b co nejméné tak, aby soustava teSeni méla. Presnéji, hledame
vektor ¢ tak, aby pro néjaké x platilo Ax = ¢ a pritom ¢&islo ||b — cl|| bylo co nejmensi. Tuto
ulohu 1ze napsat jako

min{ |[b —c|| | Ax=c, x e R", ce R" }.

Zde minimalizujeme pres proménné x a c¢ (nevadi, Ze x se nevyskytuje v tcelové funkeci). Ale
tato uloha jde zjednodusit: dosadime ¢ = Ax do tucelové funkce ||b — c||, ¢imz dostaneme
m[iRn |Ax — b||. Shrime:

xeR"™

e V priblizném teseni nehomogenni soustavy Ax = b chceme zménit vektor b co nejméné
tak, aby soustava méla feseni.

e V priblizném feseni homogenni soustavy Ax = 0 chceme zménit matici A co nejméné tak,
aby soustava méla prostor feseni dané dimenze.

7.6 Singularni rozklad

Véta 7.5. Kazdou matici A € R™*" Ize rozlozit jako

A =USV" = sjuyv{ + -+ s,u,v). (7.30)
kde matice S € R™ ™ je diagondlni s diagondlnimi prvky si,...,s, (kde p = min{m,n}) a
matice U = [ul ., um} e Rm*xm gV ¢ R"*" = [vl e vn} jsou ortogonalni.

Rozklad (7.30) se nazyva singuldrni rozklad (Singular Value Decomposition, SVD) matice A.
Diagonalni prvky si,...,s, matice S se nazyvaji singularni €isla matice A. Upozornéme, Ze
diagondlni matice nemusi byt ¢tvercova (viz zacdtek §2), diagondlni matice rozméru m X n
mé p = min{m,n} diagondlnich prvku. Singuldrni ¢isla je zvykem volit nezédporné, coz lze
vzdy zajistit prip. vyndsobenim cisla s; a jednoho z vektoru u;, v; minus jednickou. Sloupce
uy, ..., u, matice U nazyvaji levé singularni vektory a sloupce vy, ..., v, matice V pravé
singularni vektory matice A. Plati (napt. z Véty 3.6) rank A = rank S, tedy hodnost matice je
rovna poctu jejich nenulovych singuldarnich ¢isel.

Rozklad A = USV7” kde S, U,V maji rozméry jako ve Vété 7.5 se presnéji nazyva plng
singularni rozklad. Pokud je A obdélnikova, pak poslednich m — p sloupcu U piip. n — p
sloupctit V' je ndsobeno nulami (napiste si!). Jejich vynechdnim ziskdme redukovany rozklad
A = USVT kde S = diag(si,...,s,) € RP*P je diagondlni a U = [ul up} € R™P g
V = [Vl e Vp} € R™P maji ortonormalni sloupce.

Singularni ¢isla a vektory matice A maji uzky vztah k vlastnim éislim a vektorum matic
ATA a AAT. Predpoklddeje, Ze rozklad (7.30) existuje. Pak

ATA = vVSsTUuTusv’ = vsTsv7, (7.31a)
AAT =USVTvsTUT = Uss’uU”. (7.31b)

Ale to jsou spektralni rozklady (6.7) symetrickych positivné semidefinitnich matic AT A a AAT.
Matice STS € R™" a SST ¢ R™ ™ jsou diagondlni a jejich nenulové diagondlni prvky jsou
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druhé mocniny nenulovych diagonalnich prvku matice S. Tedy nenulové singuldrni ¢isla ma-
tice A jsou druhé odmocniny nenulovych vlastnich ¢isel matic ATA a AAT (kters jsou tudiz
stejnd, srov. Cviceni 6.6). Pravé a levé singularni vektory jsou vlastni vektory téchto matic
prislusné nenulovym vlastnim ¢islam. Zduraznéme, ze (7.31) neni jesté dukaz Véty 7.5, protoze
neni jasné, zda matice ziskané nezéavisle dvéma spektralnimi rozklady (7.31) splauji (7.30).

Pocitat SVD matice A ze spektrdlnfho rozkladu matice AT A nebo AAT neni numericky
vhodné, protoze vypocet soucinu AT A muze vést ke zbyteénym zaokrouhlovacim chybam (viz
Pifklad 5.2). Na SVD proto byly vymysleny algoritmy, které se explicitnimu vypoctu ATA
vyhybaji. Kdykoliv tedy hleddme vlastn{ ¢fsla a vektory matice AT A (napi. v tlohach (7.20)
a (7.22)), méli bychom to délat pomoci SVD algoritmu. Na druhou stranu, pokud ndm mozné
snizeni presnosti nevadi, poc¢itani SVD spektralnim rozkladem muze byt rychlejsi: napt. kdyz
m > n a potfebujeme spocitat jen matice V a S (nepottebujeme U), spektralni rozklad matice
AT A bude rychlejsi (tato matice je mald, n x n).

7.6.1 Nejblizsi matice nizsi hodnosti

V §7.4.1 jsme odvodili feseni tilohy (7.22) pomoci spektrélniho rozkladu matice AT A. Nésle-
dujici klasickéa véta formuluje toto feseni elegantné pomoci SVD matice A.

Véta 7.6 (Eckart-Young). Necht’ A = USVT je SVD matice A. Reseni tilohy (7.22) je

B=USV" =5, W 111V g+ + S0V, (7.32)

kde matice S' se ziskd z matice S vynulovanim p — k nejmensich diagonalnich prvku (v sumé
dyad tedy predpokldddme® 0 < s; < ---<'s,).

Diikaz. V §7.4.1 jsme ukazali, 7Ze optimaln{ feSenf dlohy (7.22) je B =AY YT kde Y € R je
druhy blok matice V = [X Y} ve spektralnim rozkladu ATA = VAVT. Ze vztahu singulér-
niho rozkladu matice A a spektralniho rozkladu matice AT A vime, Ze matici V muzeme také
ziskat ze singuldrniho rozkladu (7.30) matice A. Je

B=AYY ' =USV'YY" =US m Y" =US [g IO} v =Us'Vv”. O
k k
7.7 Cviceni
7.1. Rekli jsme, Ze feseni tlohy (7.10) se nabyvd pro y = 1 a gy = - = y, = 0 (kde
predpokldaddame, A1 je nejmensi z ¢isel Ai,..., \,). Dokazte to presné.

7.2. Vyfeste tlohu max{x? Ax | x € R", xTx = 1}. Mus{ byt matice A symetricka?

7.3. Ukazeme, ze tlohy (7.9) a (7.12) lze formulovat i tak, ze podminky na ortonormalitu
vynechame a zobecnime tcelovou funkei.

xT Ax
a) Pro ctvercovu matici A je vyraz f(x) = ——— zndm jako Rayleighiiv kvocient.
xT'x
Dokazte, ze min f(x) = min{x"Ax |x € R", x'x=1}.

x€R™\ {0}

2Pozor: singularni éfsla je zvykem fadit sestupné (tak to déld napi. matlabskd funkce svd), na rozdil od
vlastnich ¢isel symetrické matice, kterd se obvykle fadi vzestupné (viz §7.3 a matlabskd funkce eig). Zde pro
jednoduchost znaceni fadime obé vzestupné.
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7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

7.10.
7.11.

7.12.

b) V §7.3 jsme ukazali, ze stopa matice A na podprostoru X nezavisi na tom, jakou or-
tonormadlni bazi podprostoru X zvolime, tj. vyraz (7.17) je stejny pro vsechny matice
X € R™* splitujici X = rng X a XTX = I. Chceme najit obecnéjsi vyraz, ktery bude
stejny pro vechny matice X € R™* gplitujici X = rngX a rank X = k (tedy baze
uz nemusi byt ortonormélni). Dokazte, ze takovym vyrazem je tr(XTAX(XTX)™1).
Dokazte, Ze loha min{ tr(XTAX(XTX)™!) | X € R rankX = k} m4 stejnou
optimalni hodnotu jako tloha (7.12).

Jsou déany ¢tyti body a; = (3,-3,4), ay = (—2,-3,-2), a3 = (1,0,—1), a, = (3,1,0)
v R3. Najdéte podprostor X C R3, ktery minimalizuje soucet ¢tvercii kolmych vzdélenosti
bodu k podprostoru X, kde X je

a) primka prochéazejici pocatkem,
b) rovina prochazejici pocatkem,
c¢) primka kterd muze ale nemusi prochazet poc¢atkem.

Vzdy najdéte vektor xo a ortonormalni bazi linearnitho podprostoru X’ tak, aby X =
xp + X'. Déle spocitejte ortogonalni projekce bodu na podprostor X (je snad jasné, co
myslime projekci na afinni podprostor) a soutadnice téchto projekci v ortonormalni bazi
podprostoru X'. Pouzijte (a) spektralni rozklad, (b) SVD. Muzete pouzit pocitac.

(x) Necht” v rozkladu (7.30) je 04 > --- > 0, a necht’ rank A = r. Dokazte, ze prvnich

r sloupcu matice U tvori ortonormalni bazi prostoru rng A a prvnich r sloupct matice V
tvoif ortonormdlni bazi prostoru rng(A”).

(x) V Matlabu se baze nulového prostoru matice najde funkei null; vypiste si implementaci
této funkce matlabskym prikazem edit null a najdéte souvislost se Cvicenim 7.5.

Je dan spektralni rozklad dané symetrické matice. Jak byste z ného jednoduse nalezli SVD
této matice?

I |—-13 2 =22
15 |—16 14 —4
je minimalni. Pak spoctéte || A —B||. Spoctéte pomoci (a) spektralntho rozkladu, (b) SVD.

Pro matici A = najdéte matici B hodnosti jedna takovou, ze ||A —B||

4 3

Méme n = 100 bodt x1, . . ., x,, € R*°. Chceme najit podprostor dimenze k (kde k& < 100)
minimalizujici soucet ¢tvercu vzdalenosti k bodum. Jak to udélame co nejefektivnéji?
Napovéda: pouzijte vysledek Cviceni 6.6.

.. s e L 1(-3 4
Pouzijte pocitac. Pokud byste pocitali ruéné, napovime ze U = R [ 3 } .

Dokazte, ze rovnice AB — BA =1 nema feseni pro zadné A, B.
Dokazte, ze nésledujici dvé tlohy jsou stejné:
e Najdi podprostor takovy, ze soucet ¢tvercu vzdalenosti danych bodu k tomuto pod-
prostoru je minimalni.
e Najdi podprostor takovy, ze soucet ¢tvercu délek ortogonalnich projekei danych bodu

na tento podprostor je maximalni.

Zjednodusme Priiklad 7.2 tak, ze misto kuzelosecky chceme dané body prolozit primkou
{(z,y) € R? | ax+ by +c = 0 }. Déldme to opét tak, ze minimalizujeme Y, (az; + by; + ¢)?
za podminky a? + b? + ¢ = 1.
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7.13.

7.14.

7.15.

a) Minimalizuje formulovana tloha soucet ¢tvercu vzdalenosti bodu k pfimce, nebo jen
jeho aproximaci (jako pro kuzelosecku)?

b) Co kdyz misto omezeni a? + b* + ¢* = 1 pouzijeme omezeni a® + b*> = 1? Co tiloha
vyjadiuje a jak ji vyfesime?

c¢) () Kdyz v Pifkladé 7.2 zménime omezen{ (7.29) na a® +b* + ¢* +d* + €* = 1 piip. na
a®? + b + ¢ = 1, bude tloha minimalizovat pfesny soucet ¢tvercii vzdalenosti bodi
ke kuzelosecce?

(*) Dokazte, ze max{x’Ay | x € R", y € R", x'x = yly = 1} = s, kde s; je
nejvetsi singularni c¢islo matice A € R™*", a optimalni argument je uy, vy, tedy levy a
pravy singularni vektor prislusny singularnimu c¢islu s;.

Nékdo by mohl namitnout, ze Véta 7.3 plyne okamzité z Véty 7.2, nebot” minimalizaci
souctu x1 Axy + -+ + x} Ax, za podminky x! x; = &;; jde provést takto: nejdifve mini-
malizujeme x Ax; za podminky x!x; = d;;, coz m4 feSeni x; = vy, pak x; zafixujeme a
minimalizujeme foxl + XgAXQ za podminky XZTXj = §;;, coZ M4 TeSeni xy = vy, atd.

Ovsem tento ‘hladovy’ (angl. greedy) algoritmus obecné nefunguje. Uvazujte zjednodu-
Senou verzi dlohy: mame funkce f: R — R a g: R¥ — R a chceme minimalizovat soucet
f(z1)+- -+ f(zg) za podminky g(z1,...,x;) = 0, kde proménné jsou ¢éisla 1, ..., x; € R.
Najdeéte priklad funkei f, g, pro které hladovy algoritmus nenajde minimum této tlohy.

Do této chvile jsme potkali jiz tfi rozklady matic: QR, spektralni rozklad a SVD. Je
jesté nekolik jinych uzitecnych rozkladu. Navrh algoritmu na operace s maticemi, feSeni
soustav linedrnich rovnic a rozklady matic je predmétem numerické linedrni algebry. Cilem
je nalézt rychlé algoritmy, které jsou odolné vuci zaokrouhlovacim chybam. Existuji volné
dostupné softwarové baliky na numerickou linearni algebru. Matlab je postaven na baliku
LAPACK. Jiny oblibeny balik je BLAS, ktery obsahuje funkce nizsi drovné nez LAPACK.
Najdéte na internetu dokumentaci k balikim LAPACK a BLAS a pochopte z ni co nejvice!

Napovéda a reseni

7.1

Dokazte, ze kdyby bylo y; < 1 (a tedy y5 + -+ + 32 > 0), tak bychom mohli hodnotu vyrazu
Ay? + -+ A\yy2 zmensit bez poruseni podminky y? + -+ + 32 = 1.

7.3.a) Klicové je si vSimnout, ze f(ax) = f(x) pro kazdé ao # 0 a x # 0. To ndm dovoli dokdzat rovnost

mnozin { f(x) | x € R*\ {0} } = {xTAx | x € R", xTx = 1}. Kazdy prvek z pravé mnoziny
zirejmeé patii také do levé mnoziny. Ale také kazdy prvek z levé mnoziny patii do pravé mnoziny,
protoze kdyz vektor x vydélime &fslem ||x||, bude x”x = 1 a hodnota f(x) se nezméni.

7.3.b) Z cyklicnosti stopy je tr(XTAX(XTX)™!) = tr(AX(XTX)"1XT). Matice X(XTX)" X7 je

ortogonalni projektor na podprostor X. Ve Cviceni 5.11 jsme dokazali, Ze tento projektor nezavisi
na zmeéné baze.

7.4.a) xo = 0, ortonorm. béze X’ je napf. {(0.6912, —0.2181,0.6889)}.
7.4.b) xo = 0, ortonorm. baze X’ je napt. {(0.6912, —0.2181,0.6889), (—0.3771, —0.9221,0.0864) }.
74.c) xo = (1.25,-1.25,0.25), ortonorm. bdze X’ je napt. {(0.6599,0.0280,0.7508)}.

7.10.
7.13.

Pouzijte cykli¢nost stopy.
Dosad'te A = USV7T (U, V ortogondlni, S € R™*"). Resfme max{ xSy | x'x = y'y = 1}.
Méme xSy = S simiys = Y0 sizi, kde z; = Z;y;. Plati |z] <1a {ZZ zl-{ < 1 (rozmyslete).
Uloha max{ Y, siz | |z < 1,

> 2| <1} méa optimélni hodnotu s; a optimaln{ argument je

87



z1 =1 az =0 proi # 1. Takova cisla z; = T;y; lze ale realizovat volbou x = e; a 'y = e;.
Optimalni argument ptuvodni tlohy je x =Ux =u; ay = Vy = v;.

714, f(z) =z a g(z,...,7) = 22 + -+ + 22, Necht’ k = 2. Minimum je z; = x5 = 1/v/2. Hladovy
algoritmus ovSem v prvnim kroku minimalizuje x; za podminky x% + m% =1, cozdd z; = —1.
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Kapitola 8

Nelinearni funkce a zobrazeni

V predchozich kapitolach jsme potkali linedrni a afinni zobrazeni a kvadratické funkce. V této
kapitole si zopakujeme zakladni fakta o obecnych nelinedrnich funkcich f: R" — R a zobrazenich
f: R" — R™ (zopakujte si znaceni funkei a zobrazeni z §1.1.3). Vétsinu z této kapitoly byste jiz
meli znat z matematické analyzy funkei jedné a vice proménnych. I kdyz v nékterych definicich
pouzijeme pojem limity funkce vice proménnych, student se bez znalosti tohoto pojmu obejde.

Vétsinu definic a vét vyslovime jen pro funkce a zobrazeni, jejichz definicnim oborem je
celé R™. To samoziejmé obecné neplati, protoze soucasti definice funkce je i jeji definiéni obor.
Napt. funkce f: R — R dand piedpisem f(z) = z? a funkce g: [0,1] — R dand predpisem
g(z) = x? jsou dvé ruzné funkce. Podobné, funkce dand predpisem f(z) = v/1 — 22 nenf pro
néekterd € R definovédna a jejim nejvétsim moznym definiénim oborem je interval [—1, 1]. Toto
zjednoduseni usnadni vyklad a vzdy bude oc¢ividné, jak by se latka zobecnila pro jiny defini¢ni
obor.

Pro funkci f: R® — R uzivame tyto pojmy:

e Graf funkce f je mnozina { (x,y) e R"™ | f(x) =y} ={(x, f(x)) | x e R" }.

e Vrstevnice funkce f vysky y je mnozina {x € R" | f(x) =y }.
Priklad 8.1. Graf funkce f: R — R dané vzorcem f(z) = 2? je mnozina { (x,y) | 2* = y }.
Vrstevnice funkce f vysky 1 je mnozina {z | 2> =1} = {—1,1}.

Graf funkce f: R? — R dané vzorcem f(z,y) = z* +y* je mnozina { (z,y,2) | 2 +y*> = z }.
Vrstevnice funkce f vysky 1 je mnozina { (z,y) | 2* + 3> =1}. O

Priklad 8.2. Obrazek ukazuje ¢dst (na obdélniku [—1,1]?) grafu a vrtevnic funkef f: R* — R:
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Priklad 8.3. Priklady funkci a zobrazeni redlnych proménnych:

1. fiR—=R, f(x) =22
2. [1R2 SR, f(r,y) = 2% — ¢?
3. [i R" = R, f(x) =a kde a € R (konstantni funkce n proménnych)
4. f:R*" - R, f(x) =27 (i kdyz s, ..., z, chybi, f se rozumi jako funkce n proménnych)
5. fR" - R, f(x) =alx=ayx; + -+ a,1, kde a € R" (linedrn{ funkce)
6. fR" - R, f(x)=alx+b=ayx; + -+ a,r, +bkde a € R* b€ R (afinni funkce)
7. f: R* = R, f(x) = e X * (nenormalizované Gaussovo rozdéleni)
8. f[:R" =R, f(x) = Max z;
9. f: R — R? f(t) = (cost, sint) (parametrizace kruznice, mnozina f([0, 27)) je kruznice)
10. f: R — R3, £(¢) = (cost, sint, at) (parametrizace Sroubovice neboli helixu)
11. f: R — R", f(t) = x + tv (parametrizace piimky jdouci bodem x ve sméry v)
12. f: R" — R, f(x) = x (identické zobrazeni neboli identita)
13. f: R" — R™, f(x) = a kde a € R™ (konstantni zobrazeni)
14. £f: R" - R™, f(x) = Ax kde A € R™*"

(linearni zobrazem je to také parametrizace linedrniho podprostoru f(R™) = rng A C R™)
15. f: R" - R™ f(x) = Ax+ b kde A € R™" b € R™
(afinni zobrazeni; je to také parametrizace afinniho podprostoru f(R™) C R™)
16. f: R? = R f(u,v) = ((R+ rcosv)cosu, (R+rcosv)sinu, rsinv)
(parametrizace toru neboli anuloidu, mnozina f([0,27) x [0, 27)) je torus)
17. Skaldrni pole (pojem z fyziky) je funkce R?* — R. Napf. teplotni pole prifadi kazdému
bodu prostoru teplotu.
18. Vektorové pole (opét z fyziky) je zobrazeni R® — R3. Napt. elektrické pole prifadi kazdému
bodu v R3 vektor z R3.
19. Pii technice image morphing se obrazek napt. obliceje spojité zdeformuje na obréazek ji-
ného obliceje. Povazujeme-li obrdzek pro jednoduchost za prostor R? (ve skutecnosti je to

mnozina {1,...,m} x {1,...,n}), morphing je tedy zobrazeni R?> — R?. Toto zobrazenf je
navic spojité (nechceme obli¢ej nikde roztrhnout) a m4 i spojitou inverzi (tedy je to tzv.
homeomorfismus). O

8.1 Spojitost

Spojitost zobrazeni f: R” — R™ lze definovat nékolika ekvivalentnimi zptsoby. Uvedeme tento:
zobrazeni f je spojité v bodé x € R", jestlize

lim f(y) = f(x). (8.1)

y—X

Tato definice neni pohodlna, protoze pocitat limity funkci vice proménnych je obtizné. Uvedeme
proto postacujici (avSak nikoliv nutnou) podminku pro spojitost, kterd v praxi vétsinou staci.
Pritom predpokladdame, ze ¢tenar pouze dokaze ovérit spojitost funkei jedné proménné. Véta
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vlastné ukazuje, jak lze rekurzivné sestrojit spojita zobrazeni vice proménnych ze spojitych
funkei jedné proménné. Dukaz véty vynechame.
Véta 8.1.

1. Necht’ funkce f: R — R je spojitd v bodé x. Necht’ k € {1,...,n} a necht’ funkce
g: R" — R je ddna jako g(xy,...,x,) = f(zx) (tedy g zavisi jen na proménné x;). Pak
funkce g je spojita v kazdém bodé (1, ..., x,) takovém, Ze xy = .

2. Necht’ funkce f, g: R" — R jsou spojité v bodé x. Pak funkce f+g, f —g a fg jsou spojité
v bodé x. Pokud g(x) # 0, je funkce f/g spojita v bodé x.

3. Necht’ f: R™ — R je spojitd v bodé x a g: R — R je spojita v bodé y = f(x). Pak slozend
funkce g o f: R™ — R je spojita v bodé x.

4. Necht’ funkce fi,..., fm: R" — R jsou spojité v bodé x. Pak zobrazeni f: R — R™
definované jako f(x) = (f1(x), ..., fm(X)) je spojité v bodeé x.

Priiklad 8.4. 7 véty snadno ukézeme, ze napt. funkce dvou proménnych

[z, y) = sin(z +y?) (8:2)

je spojitd. Podle 1 je x spojitd funkce dvou proménnych (z,y). Podobné, 3% je spojitd funkce
proménnych (z,y). Podle 2 je proto funkce x +y?* spojita. Protoze funkce sin je spojité, podle 3
je funkce s