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2.9.2 Použit́ı neexistuj́ıćıch maticových identit . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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5.1.5 V́ıcekriteriálńı nejmenš́ı čtverce, regularizace . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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Kapitola 1

Značeńı a základńı pojmy

1.1 Značeńı

Pokud potkáte ve skriptech slovo vysázené tučně, jde o nově zavedený pojem, který máte po-
chopit a zapamatovat si. Ve skriptech tedy nepotkáte slovo ‘definice’, protože všechna tučná
slova jsou definice. Slova vysázená kurźıvou znamenaj́ı bud’ zd̊urazněńı, nebo nový avšak vše-
obecně známý pojem. Odstavce, věty, d̊ukazy, př́ıklady a cvičeńı označené hvězdičkou (⋆) jsou
rozšǐruj́ıćı (a často zaj́ımavé) a neńı nezbytné umět je ke zkoušce.

Zopakujme nejdř́ıve matematické značeńı, které se použ́ıvá v celých skriptech a které by
čtenář měl bezpečně ovládat.

1.1.1 Množiny

Názvy množin budeme psát velkými skloněnými ṕısmeny, např. A nebo X . Budeme použ́ıvat
standardńı množinové značeńı:

{a1, . . . , an} množina s prvky a1, . . . , an
a ∈ A prvek a patř́ı do množiny A (neboli a je prvkem A)
A ⊆ B množina A je podmnožinou množiny B, tj. každý prvek z A patř́ı do B
A = B množina A je rovna množině B, plat́ı zároveň A ⊆ B a B ⊆ A
{ a ∈ A | ϕ(a) } množina prvk̊u a z množiny A, které splňuj́ı logický výrok ϕ(a)
A ∪ B sjednoceńı množin, množina { a | a ∈ A nebo a ∈ B }
A ∩ B pr̊unik množin, množina { a | a ∈ A, a ∈ B }
A \B rozd́ıl množin, množina { a | a ∈ A, a /∈ B }
(a1, . . . , an) uspořádaná n-tice prvk̊u a1, . . . , an
A1 × · · · ×An kartézský součin množin, množina { (a1, . . . , an) | a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An }
An kartézský součin n stejných množin, An = A× · · · ×A (n-krát)
∅ prázdná množina

Č́ıselné množiny budeme značit takto:
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N množina přirozených č́ısel
Z množina celých č́ısel
Q množina racionálńıch č́ısel
R množina reálných č́ısel
R+ množina nezáporných reálných č́ısel { x ∈ R | x ≥ 0 }
R++ množina kladných reálných č́ısel { x ∈ R | x > 0 }
[x1, x2] uzavřený reálný interval { x ∈ R | x1 ≤ x ≤ x2 }
(x1, x2) otevřený reálný interval { x ∈ R | x1 < x < x2 }
[x1, x2) polouzavřený reálný interval { x ∈ R | x1 ≤ x < x2 }
C množina komplexńıch č́ısel

Desetinná č́ısla budeme psát jako v angličtině s desetinnou tečkou, např. 1.23 namı́sto 1,23.

1.1.2 Zobrazeńı

Zobrazeńı (angl. mapping, map) z množiny A do množiny B znač́ıme

f : A → B (1.1)

nebo (méně často) A
f→ B. Zobrazeńı si můžeme představit1 jako ‘černou skř́ıňku’, která kaž-

dému prvku a ∈ A (vzoru) přǐrad́ı právě jeden prvek b = f(a) ∈ B (obraz). Slovo funkce
(angl. function) znamená přesně totéž jako zobrazeńı, obvykle se však použ́ıvá pro zobrazeńı
do č́ıselných množin (tedy B = R, Z, C apod.). Transformace je zobrazeńı nějaké množiny do
sebe, tedy f : A → A.

Obraz množiny A′ ⊆ A v zobrazeńı f : A → B znač́ıme

f(A′) = { f(a) | a ∈ A′ } = { b ∈ B | b = f(a), a ∈ A′ } (1.2)

(čárka v definici pravé množiny znač́ı konjunkci, tedy jde o množinu všech b ∈ B které splňuj́ı
b = f(a) a zároveň a ∈ A′). Např. je-li A′ = {1, 3, 4,−1} ⊆ Z a zobrazeńı f : Z → Z je definované
předpisem f(a) = a2, je f(A′) = { a2 | a ∈ A′ } = {1, 9, 16}. Je-li A′ = { a ∈ A | ϕ(a) } a
f : A → B, použ́ıváme zkratku

f(A′) = { f(a) | a ∈ A, ϕ(a) } = { b ∈ B | b = f(a), a ∈ A, ϕ(a) } (1.3)

nebo jen { f(a) | ϕ(a) }, pokud je A jasné z kontextu. Např. { x2 | x ∈ R, −1 < x < 1 } = [0, 1).
Zobrazeńı se nazývá

• injektivńı (neboli prosté), jestliže každý vzor má jiný obraz, tj. f(a) = f(a′) =⇒ a = a′.

• surjektivńı (neboli A na B), jestliže každý obraz má aspoň jeden vzor, tj. f(A) = B.

• bijektivńı (neboli vzájemně jednoznačné), jestliže je zároveň injektivńı a surjektivńı.

Mějme dvě zobrazeńı f : A → B a g: B → C, neboli A
f→ B

g→ C. Složeńı zobrazeńı f a g
je zobrazeńı g ◦ f : A → C definované jako (g ◦ f)(a) = g(f(a)) pro každé a ∈ A.

1Přesná definice je následuj́ıćı: zobrazeńı f : A → B je podmnožina kartézského součinu A×B (tedy relace)
taková, že (a, b) ∈ f a (a, b′) ∈ f implikuje b = b′.
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1.1.3 Funkce a zobrazeńı v́ıce reálných proměnných

Uspořádané n-tici x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn reálných č́ısel ř́ıkáme (n-rozměrný) vektor. Zápis

f : Rn → Rm (1.4)

označuje zobrazeńı, které vektoru x ∈ Rn přǐrad́ı vektor

f(x) = f(x1, . . . , xn) = (f1(x), . . . , fm(x)) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) ∈ Rm,

kde f1, . . . , fm: R
n → R jsou složky zobrazeńı. Ṕı̌seme také f = (f1, . . . , fm). Obrázek ilustruje

zobrazeńı f : R3 → R2:

f

x

1

x

2

x

3

f

1

(x

1

; x

2

; x

3

)

f

2

(x

1

; x

2

; x

3

)

Pro m = 1 jsou hodnotami zobrazeńı skaláry a budeme psát jeho jméno kurźıvou, f . Pro
m > 1 jsou hodnotami zobrazeńı vektory a proto jméno budeme psát tučně, f . I když slova
‘funkce’ a ‘zobrazeńı’ znamenaj́ı jedno a to samé, je často zvykem pro m = 1 mluvit o funkci a
pro m > 1 o zobrazeńı.

Je-li n ∈ {1, 2, 3}, často budeme proměnné zobrazeńı f : Rn → Rm značit x, y, z mı́sto
x1, x2, x3. Např. pro f : R

2 → R je pohodlněǰśı psát f(x, y) = x2−xy mı́sto f(x1, x2) = x2
1−x1x2.

1.2 Minimum a infimum

Pro množinu Y ⊆ R definujeme tyto pojmy (opakováńı z analýzy):

• Dolńı mez množiny Y je každé č́ıslo a ∈ R, pro které a ≤ y pro všechna y ∈ Y .

• Infimum množiny Y je jej́ı největš́ı dolńı mez. Znač́ıme jej inf Y .

• Nejmenš́ı prvek (neboli minimum) množiny Y je jej́ı dolńı mez, která v ńı lež́ı. Pokud
taková dolńı mez existuje, je určena jednoznačně. Znač́ıme minY .

Horńı mez, největš́ı prvek (maximum, maxY ) a supremum (supY ) se definuj́ı analogicky.
Minimum či maximum podmnožiny reálných č́ısel nemuśı existovat. Je hlubokou vlastnost́ı

reálných č́ısel, že v nich existuje infimum [supremum] každé zdola [shora] omezené podmnožiny.
Tato vlastnost množiny R se nazývá úplnost.

Zaved’me dva prvky −∞ a +∞ (které nepatř́ı do množiny R) a definujme −∞ < a < +∞
pro každé a ∈ R. Pokud množina Y je zdola [shora] neomezená, definujeme inf Y = −∞
[sup Y = +∞]. Pro prázdnou množinu definujeme inf ∅ = +∞ a sup ∅ = −∞.

Př́ıklad 1.1.

1. Množina všech horńıch meźı intervalu [0, 1) je [1,+∞).

2. Množina všech horńıch meźı množiny R je ∅.
3. Množina všech horńıch meźı množiny ∅ je R.

4. Interval [0, 1) nemá největš́ı prvek, ale má supremum 1.

5. Minimum množiny { 1/n | n ∈ N } neexistuje, ale infimum je rovno 0.
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6. Maximum množiny { x ∈ Q | x2 ≤ 2 } = [−
√
2,
√
2] ∩ Q neexistuje, ale supremum je

rovno
√
2.

7. max{1, 2, 3} = sup{1, 2, 3} = 3 (minimum a maximum každé konečné množiny existuj́ı a
jsou rovny infimu a supremu)

8. Množina R nemá nejmenš́ı prvek, tedy minR neexistuje.

9. Prázdná množina ∅ nemá nejmenš́ı prvek, tedy min ∅ neexistuje. �

1.3 Extrémy funkce na množině

Mějme funkci f : X ′ → R a množinu X ⊆ X ′. Necht’ x ∈ X je takové, že f(x) ≤ f(x′) pro
všechna x′ ∈ X . Pak x nazvememinimum funkce f na množiněX , nebo také ř́ıkáme, že funkce f
nabývá minima na množině X v prvku x. Chceme-li být přesněǰśı, takový prvek x nazýváme
minimalizuj́ıćı argument nebo argument minima (angl. minimizer) funkce na množině. Č́ıslo
f(x) nazýváme minimálńı hodnotou funkce f na množině X a ṕı̌seme

f(x) = min
x′∈X

f(x′). (1.5)

Pokud nav́ıc je f(x) < f(x′) pro všechna x′ ∈ X \ {x}, mluv́ıme o ostrém minimu. Množinu
všech minimálńıch argument̊u funkce f na množině X znač́ıme

argmin
x∈X

f(x) =
{
x ∈ X

∣
∣ f(x) ≤ f(x′) ∀x′ ∈ X

}
⊆ X. (1.6)

Podobně definujeme maximum funkce na množině. Minima a maxima funkce se souhrnně
nazývaj́ı jej́ı extrémy nebo optima. Pokud odkaz na množinu X chyb́ı, mysĺı se X = X ′.

Je užitečné se k minimu funkce na množině postavit poněkud abstraktněji. Necht’ Y ⊆ R.
Prvek y ∈ Y nazveme nejmenš́ı prvek (nebo také minimálńı prvek) množiny Y , jestliže y ≤ y′

pro všechna y′ ∈ Y . Nejmenš́ı prvek znač́ıme min Y . Ne každá množina Y ⊆ R má nejmenš́ı
prvek (např. interval (0, 1] ho nemá). Na druhou stranu, Y má nejvýše jeden minimálńı prvek.

Označme nyńı
f(X) = { f(x) | x ∈ X } ⊆ R

obraz množiny X funkćı f . Pokud množina f(X) má nejmenš́ı prvek, definujeme

min
x∈X

f(x) = min{ f(x) | x ∈ X } = min f(X). (1.7)

Funkce nemuśı mı́t na množině minimum, což plyne z toho, že ne každá množina Y ⊆ R

má minimálńı prvek. V tom př́ıpadě je množina (1.6) prázdná.

Př́ıklad 1.2.

• Necht’ X ′ = X = [1,∞) a f(x) = 1/x. Máme f(X) = (0, 1]. Ale množina (0, 1] nemá
minimálńı prvek, proto funkce f na množině X nemá minimum.

• min
x∈R

|x− 1| = min{ |x− 1| | x ∈ R } = minR+ = 0, argmin
x∈R

|x− 1| = {1}

• Necht’ f(x) = max{|x|, 1}. Pak argmin
x∈R

f(x) = [−1, 1].
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• Necht’ (a1, a2, . . . , a5) = (1, 2, 3, 2, 3). Pak2
5

max
i=1

ai = 3,
5

argmax
i=1

ai = {3, 5}. �

1.4 Úloha spojité optimalizace

Matematickou optimalizaćı rozumı́me hledáńı minima nějaké funkce f : X ′ → R na nějaké
množině X ⊆ X ′. Tato formulace je velmi obecná, nebot’ množina X může být zcela libovolná.
Tento kurs se zabývá spojitou optimalizaćı, ve které X ′ = Rn a množina X má nespočetný
počet prvk̊u a je popsána jako množina řešeńı soustavy rovnic a nerovnic. Tedy X je množina
všech vektor̊u (x1, . . . , xn) ∈ Rn splňuj́ıćıch

gi(x1, . . . , xn) ≤ 0, i = 1, . . . , m (1.8a)

hi(x1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . , l (1.8b)

pro dané funkce g1, . . . , gm, h1, . . . , hl: R
n → R. Funkce f, gi, hi jsou obvykle spojité a často i

diferencovatelné a množina X je obvykle nespočetná a souvislá (nebo je aspoň sjednoceńım ma-
lého počtu souvislých množin). Řı́káme také, že minimalizujeme funkci f(x) za podmı́nek (1.8)
př́ıp. (1.10). To lze psát také jako

min f(x1, . . . , xn)

za podmı́nek gi(x1, . . . , xn) ≤ 0, i = 1, . . . , m
hi(x1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . , l

x1, . . . , xn ∈ R

(1.9)

Podmı́nka x1, . . . , xn ∈ R neńı vlastně omezeńım, často se ale ṕı̌se, aby bylo jasné, co jsou
proměnné úlohy. Toto je tedy úloha spojité optimalizace v obecném tvaru.

Soustavu (1.8) lze napsat kratčeji ve vektorovém značeńı jako

g(x) ≤ 0, (1.10a)

h(x) = 0, (1.10b)

kde g: Rn → Rm, h: Rn → Rl a 0 znač́ı nulové vektory př́ıslušné dimenze. Tedy

X = {x ∈ Rn | g(x) ≤ 0, h(x) = 0 }.

Ve shodě se značeńım (1.3) se pak úloha (1.9) může zapsat jako

min{ f(x) | x ∈ Rn, g(x) ≤ 0, h(x) = 0 }. (1.11)

V matematické analýze se řešeńım úlohy (1.9) ř́ıká extrémy funkce f vázané podmı́nkami (1.8).
Pokud omezeńı chyb́ı, mluv́ı se o volných extrémech funkce f . V matematické optimalizaci se
vžilo poněkud odlǐsné názvoslov́ı:

• Funkce f se nazývá účelová (také pokutová, cenová, kriteriálńı) funkce.

2Mı́sto
5

max
i=1

ai se obvykle ṕı̌se max
i=1,...,5

ai. Použ́ıváme zde prvńı zp̊usob v analogii se značeńım

5∑

i=1

ai.
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• Prvky množiny X se nazývaj́ı př́ıpustná řešeńı, což je vlastně protimluv, protože nemuśı
být řešeńımi úlohy (1.9). Prvk̊um množiny argminx∈X f(x) se pak ř́ıká optimálńı řešeńı
nebo optimálńı argumenty úlohy. Č́ıslu minx∈X f(x) se ř́ıká optimálńı hodnota úlohy.

• Rovnice a nerovnice (1.8) se nazývaj́ı omezuj́ıćı podmı́nky, krátce omezeńı.

• Omezeńı (1.8a) př́ıp. (1.8b) se nazývaj́ı omezeńı typu nerovnosti př́ıp. typu rovnosti. Pokud
omezeńı chyb́ı (m = l = 0), jedná se o optimalizaci bez omezeńı.

• Pokud je omezeńı typu nerovnosti gi(x) ≤ 0 splněno s rovnost́ı, tedy gi(x) = 0, ř́ıkáme, že
je v bodě x aktivńı.

• Pokud X 6= ∅, úloha se nazývá př́ıpustná, v opačném př́ıpadě (X = ∅) je nepř́ıpustná.

Dále uvedeme několik př́ıklad̊u formulace (a často i řešeńı) úloh ve tvaru (1.9). Některé z
nich byste měli být schopni řešit znalostmi a dovednostmi ze středńı školy př́ıp. z analýzy, jde
tedy o opakováńı. Jiné předeśılaj́ı, co přijde v pozděǰśıch kapitolách.

Př́ıklad 1.3. Pastevec vlastńı 100 metr̊u pletiva a chce z něj udělat ohradu pro ovce o co
největš́ım obsahu. Ohrada bude mı́t tvar obdélńıka, z něhož tři strany budou tvořeny plotem a
zbylá strana řekou (ovce neplavou, řeka tedy slouž́ı jako plot).

Označme strany obdélńıka jako x, y. Obsah obdélńıka je xy a jeho obvod (bez strany tvořené
řekou) 2x+ y. Řeš́ıme úlohu

max xy
za podmı́nek 2x+ y = 100

x, y ≥ 0

neboli
max{ xy | x ≥ 0, y ≥ 0, 2x+ y = 100 }.

To je úloha s n = 2 proměnnými, m = 2 omezeńımi typu nerovnosti a l = 1 omezeńım typu
rovnosti.

I když jde o úlohu s omezeńımi, bylo by extrémně nešikovné snažit se ji řešit formalismem
Lagrangeových multiplikátor̊u či KKT podmı́nek (pokud je někdo zná). Mı́sto toho z podmı́nky
2x+ y = 100 vyjádř́ıme y (přesněji: rovnice 2x+ y = 100 je ekvivalentńı rovnici y = 100− 2x)
a dosad́ıme do p̊uvodńı úlohy. T́ım dostaneme úlohu s jednou proměnnou

max{ x(100− 2x) | 0 ≤ x ≤ 50 },

což někdo raději ṕı̌se jako max
0≤x≤50

x(100− 2x) nebo max
x∈[0,50]

x(100− 2x).

Tu snadno vyřeš́ıme metodami analýzy funkćı jedné proměnné. Optimálńı řešeńı může být
bud’ ve vnitřńım bodě nebo v jednom z krajńıch bod̊u intervalu [0, 50]. Maximum výrazu
x(100 − 2x) na množině R snadno najdeme pomoćı derivace, nabývá se v bodě x = 25. Ten
zároveň splňuje podmı́nku 0 ≤ x ≤ 50. Body na kraj́ıch intervalu maj́ı menš́ı hodnotu kritéria,
tedy nejsou optimálńı. Dosazeńım dostaneme y = 100− 2x = 50. �

Př́ıklad 1.4. Jste na pravém břehu řeky široké 0.1 km a chcete se dostat ke stanu na levém
břehu, který je 0.3 km po proudu od bodu, který je na levém břehu nejbĺıže vám. Řeka teče
pomalu, zanedbatelnou rychlost́ı. Plavete rychlost́ı 1 km/h a chod́ıte rychlost́ı 3 km/h (běhat
odmı́táte, protože je vedro). Jaký je nejkratš́ı čas, za který se dokážete dostat ke stanu?

Optimálńı dráha bude mı́t tvar jako na obrázku:
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0.1

0.3

x y

Tedy nejdř́ıv jdeme kus x po pravém břehu, pak přeplaveme šikmo do bodu na levém břehu
vzdáleném y od stanu, nakonec dojdeme kus y po levém břehu.

Může mı́t dráha jiný tvar? Těžko, pokud přijmeme, že dráha, kterou se dostaneme nejrychleji
z bodu do bodu za předpokladu, že v každém mı́stě prostoru se pohybujeme stejně rychle, je
úsečka spojuj́ıćı tyto dva body.

Celkový čas je t = 1
3
x+

√

0.12 + (0.3− x− y)2+ 1
3
y (hodin). Ten chceme minimalizovat pro

proměnné x, y ∈ R. Všimněte si, že nepotřebujeme omezeńı x, y ≥ 0 ani x + y ≤ 0.3, nebot’ i
bez nich dostaneme př́ıpustné dráhy. Ovšem tyto dráhy očividně nejsou optimálńı, protože pro
x < 0 bychom na začátku hloupě kráčeli pryč od stanu, pro y < 0 bychom doplavali až za stan,
a pro x + y > 0.3 bychom zase plavali pryč od stanu. Takže kdybychom tato omezeńı přidali,
úloha by se nezměnila (tj. omezeńı jsou redundantńı).

Máme tedy úlohu se dvěma proměnnými bez omezeńı. Ovšem proměnné se vyskytuj́ı jen
v součtu, tedy označ́ıme-li z = x + y, je t = 1

3
z +

√

0.12 + (0.3− z)2 (samozřejmě vid́ıme i z
obrázku, že x nebo y můžeme uvažovat nulové bez újmy na obecnosti). Pomoćı derivace źıskáme
stacionárńı bod z = 0.3 −

√
2/40 km ≈ 264.6 m. Minimálńı čas je t ≈ 0.19428 hodin, tedy asi

11.7 minut. �

Př́ıklad 1.5. Zloděj má žebř́ık délky 1 a potřebuje se dostat přes svislou zed’ ze strany, kde
terén (v obrázku červeně) stoupá s konstantńı (kladnou) směrnićı k. Jak daleko od zdi muśı
zloděj žebř́ık zaṕıchnout do země, aby jeho druhý konec dosáhl co nejvýše na zed’? Jaký bude
v tom př́ıpadě úhel mezi žebř́ıkem a terénem?

Nakresĺıme situaci (levý obrázek):

svisla zed

zebrik delky 1
teren

kx

x

C

D

B

A

O

α

svisla zed

zebrik delky 1
teren

x

f(x)

C

D

B

A

O

α

Hledáme hodnotu x, která maximalizuje výšku vršku žebř́ıku na zdi |OC| = kx +
√
1− x2, za

podmı́nky x ≥ 0 (protože žebř́ık nemůžeme zaṕıchnout za zed’). Tuto podmı́nku ale můžeme
ignorovat, protože zjevně žádná poloha s x < 0 nebude optimálńı (vršek bude ńıž než pro
jakékoliv x ≥ 0). Tedy opět analýza jedné proměnné: podmı́nka stacionarity je k = x/

√
1− x2,

z toho x = 1/
√

1 + 1/k2. Jedná se o maximum, což můžeme ověřit pomoćı druhé derivace
(muśı být záporná), ale je to i vidět.

Ukážeme, že pro optimálńı x bude žebř́ık kolmý k terénu (tj. α = π/2). Z podmı́nky k =
x/

√
1− x2 vid́ıme, že |AD|/|CD| = k, protože |AD| = x a |CD| =

√
1− x2. Ale z definice

směrnice je také kx/x = |DO|/|AD| = |AB|/|BO| = k. Tedy pravoúhlé trojúhelńıky DCA,
BOA a DAO jsou si podobné. Protože součet úhl̊u v trojúhelńıku je π, úhel CAO (tj. α) muśı
být pravý.
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Tento výsledek jsme mohli uhodnout následuj́ıćı úvahou: pokud α < π
2
, pak zmenšeńım x

vršek žebř́ıku C povyleze vzh̊uru. Podobně pro α > π
2
a zvětšeńı x. Když ale α = π

2
, pak

zmenšeńı i zvětšeńı x zp̊usob́ı pokles bodu C. Jinými slovy, z obrázku vid́ıme, že α = π
2
je

lokálńı maximum.
Úlohu nyńı zobecńıme tak, že terén nemá tvar př́ımky f(x) = kx, ale obecné neklesaj́ıćı

diferencovatelné funkce f(x) (viz obrázek nahoře vpravo). Dosahuje-li žebř́ık na zdi (bod C)
nejvýše, jaký bude úhel (opět označený α) mezi žebř́ıkem a terénem? Minimalizujeme výraz
f(x) +

√
1− x2. Stacionárńı podmı́nka je f ′(x) = x/

√
1− x2. To opět znamená, že je žebř́ık

kolmý k terénu (odvozeńı podobné jako minule). �

Př́ıklad 1.6. Jdete chodbou o š́ı̌rce 8m, která zatáč́ı do pravého úhlu a zároveň se zužuje na
š́ı̌rku 1m (viz obrázek). Jaká je největš́ı možná délka rovné tuhé tyče, se kterou lze zatáčkou
proj́ıt? Požaduje se, abyste tyč drželi stále vodorovně.

Nejdeľśı tyč, se kterou projedeme, se určitě bude dotýkat vnitřńıho rohu chodby (viz obrá-
zek):

1

8

x

y

0

Uvažujme pravoúhlý trojúhelńık, jehož přepona je tyč (na obrázku červeně) dotýkaj́ıćı se tohoto
rohu a odvěsny jsou označeny x a y. Potřebujeme naj́ıt délky x a y, pro které bude délka odvěsny
minimálńı (to bude chv́ıle, kdy bychom už deľśı tyč nepronesli). Trojúhelńık má vrcholy (0, 0),
(x, 0) a (0, y). Z podobnosti trojúhelńık̊u máme (x − 1)/1 = 8/(y − 8). Za této podmı́nky
minimalizujeme čtverec délky odvěsny x2 + y2. Měli bychom přidat ještě podmı́nky x, y ≥ 0,
ale opět se snadno ukáže, že v optimálńım řešeńı budou splněny.

Z podmı́nky vyjádř́ıme y = (8x)/(x − 1) = 8/(1 − 1/x) a dosad́ıme do kritéria, takže
minimalizujeme x2+64/(1−1/x)2. Stacionárńı podmı́nka je 2x(x3−3x2+3x−65)/(x−1)3 = 0,
což je ekvivalentńı 2x(x3 − 3x2 + 3x − 65) = 0 za předpokladu x 6= 1. Bohužel, to je rovnice
4. stupně. Jej́ı jediné reálné řešeńı je x = 5, což se dá uhodnout nebo použ́ıt vhodný numerický
algoritmus. Z toho y = 10. Tedy největš́ı možná délka tyče je

√

x2 + y2 =
√
52 + 102 = 5

√
5 ≈

11.18034.
Existuje jiný, jednodušš́ı zp̊usob řešeńı, kterým se nav́ıc vyhneme rovnici 4. stupně. Délku

tyče lze napsat jako 8/ cosα + 1/ sinα kde α je úhel mezi tyč́ı a osou x. Hledáme α, pro které
je tato délka minimálńı. Stacionarni podminka je 2 sinα = cosα, tedy tanα = 1

2
. Lze ověřit, že

jde o minimum. �

Př́ıklad 1.7. Na zahradě vám rostou melouny. Dnes je jich tam 200 kg. Každý den melouny
narostou o 5 kg, ale cena 1 kg meloun̊u na trhu klesne o 10 haléř̊u. Pokud dnešńı cena 1 kg
meloun̊u na trhu je 9Kč, jak dlouho máte čekat se sklizńı, abyste dosáhli co největš́ıho zisku?
Předpokládejte, že melouny sklid́ıte a prodáte tentýž den.

Cena na trhu za t dn̊u je (200+ 5t)(9− t/10) = −t2/2+ 25t+1800. Chceme naj́ıt takové t,
pro které tato funkce bude maximálńı. Porovnáńım derivace s nulou dostaneme stacionárńı bod
t = 25, který je maximem.
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Ovšem pozor: správně jsme měli požadovat, aby t bylo nezáporné a celoč́ıselné, tedy t ≥ 0
a t ∈ Z. V našem př́ıpadě jsme měli štěst́ı a optimálńı řešeńı t tyto podmı́nky splňuje. I kdyby
je nesplňovalo, snadno bychom z něj spočetli optimálńı řešeńı, které by je splňovalo (jak?).

Prakticky zaměřený čtenář namı́tne, že žádný zelinář by to takto nedělal. Hmotnost meloun̊u
ani jejich výkupńı cena nejsou lineárńı funkce času a skutečné funkce neńı snadné odhadnout.
I kdyby je zelinář znal, jeho kritériem neńı jen velikost zisku z meloun̊u, protože např. pěstuje
i spoustu jiných věćı a v den optimálńı sklizně meloun̊u zrovna muśı okopávat okurky.

Většina slovńıch úloh v těchto skriptech bude takto nerealisticky zjednodušená (p̊ujde o tzv.
toy problems). Skutečné úlohy z optimalizačńı praxe jsou obvykle př́ılǐs složité na to, abychom
je v tomto kursu dokázali uvést a vysvětlit. Tato složitost je ovšem často jen kvantitavńıho rázu
(v́ıce proměnných a v́ıce omezeńı), typ úlohy je stejný jako u našich zjednodušených úloh. �

Př́ıklad 1.8. Najděte nejmenš́ı kruh, který obsahuje dané body a1, . . . , am ∈ R2.
Kruh je množina {x ∈ R2 | ‖x− c‖ ≤ r }, kde

‖x‖ = (x2
1 + · · ·+ x2

n)
1/2

označuje eukleidovskou normu vektoru x ∈ Rn. Úlohu lze napsat jako

min r
za podmı́nek ‖ai − c‖ ≤ r, i = 1, . . . , m

c ∈ R2

r ∈ R

(1.12)

Mohla by tam být ještě podmı́nka r ≥ 0, ta je ale zbytečná, protože norma je nezáporná.
Tato úloha je konvexńı a patř́ı do tř́ıdy programováńı na kuželu druhého řádu (SOCP),

což si ovšem řekneme až mnohem později. Na řešeńı SOCP existuj́ı numerické metody, které
bychom mohli mechanicky použ́ıt. Algoritmus řeš́ıćı naši úlohu lze ale vymyslet i se znalostmi,
které máte nyńı, a to následuj́ıćı úvahou.

Nejmenš́ı kruh bude mı́t vždy na své hranici (tj. kružnici) aspoň jeden bod, protože jinak
by ho bylo možno zmenšit a tedy by nebyl optimálńı. Optimálńı kruh může mı́t na hranici
libovolný počet bod̊u (třeba všechny, když budou dané body ležet na kružnici; nebo jen jeden
když bude m = 1, pak bude r = 0). Zároveň v́ıme, že kružnice je jednoznačně určena třemi
(nekolinárńımi) body. Úlohu tedy řeš́ı tento algoritmus: Projdi všechny jedno-, dvou- a tř́ı-
prvkové podmnožiny daných bod̊u. Pro každou podmnožinu najdi nejmenš́ı kružnici, která j́ı
procháźı a zjisti, jestli ostatńı body lež́ı v tomto kruhu (jehož hranićı je ta kružnice). Nejmenš́ı
z těch kruh̊u je optimálńı.

Vid́ıme, že pro tuto úvahu jsme matematický zápis úlohy (1.12) vlastně v̊ubec nepotřebovali.
Zobecněme nyńı úlohu z roviny R2 do n-rozměrného prostoru Rn. Tedy hledáme nejmenš́ı n-

rozměrnou kouli, která obsahuje dané body a1, . . . , am ∈ Rn. Protože n-rozměrná koule je určena
n+1 body v obecné poloze, museli bychom procházet všechny jedno-, dvou- až (n+1)-prvkové
podmnožiny. Pro velké n by tento algoritmus už nebyl vhodný, protože množstv́ı podmnožin
by bylo př́ılǐs velké. �

Př́ıklad 1.9. Řešme tuto lineárńı soustavu třech rovnic o dvou neznámých:

x + 2y = 6
−x + y = 3
x + y = 4
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Tato soustava nemá řešeńı (je přeurčená). Chceme naj́ıt alespoň přibližné řešeńı.
Termı́n ‘přibližné řešeńı’ neńı jednoznačný, r̊uzńı lidé j́ım mohou myslet r̊uzné věci. Nejčas-

těji už́ıvaná formulace je minimalizovat součet čtverc̊u3 zbytk̊u (residúı) jednotlivých rovnic.
Tedy minimalizujeme funkci

f(x, y) = (x+ 2y − 6)2 + (−x+ y − 3)2 + (x+ y − 4)2

na množině R2. Je jasné, že f(x, y) > 0 pro všechna x, y ∈ R, kdyby totiž f(x, y) = 0 pak by
x, y bylo řešeńı soustavy. Minimum funkce f najdeme snadno, protože f je kvadratická funkce
dvou proměnných. Nutná (a zde i postačuj́ıćı) podmı́nka na minimum je nulovost parciálńıch
derivaćı.

Jiný zp̊usob, jak formalizovat termı́n ‘přibližné řešeńı’, je minimalizovat funkci

f(x, y) = |x+ 2y − 6|+ | − x+ y − 3|+ |x+ y − 4|.

Zde už nám derivace nepomohou. Uvid́ıme, že úloha je konvexńı a dá se převést na lineárńı
programováńı. �

Př́ıklad 1.10. V́ıme, že reálná veličina y záviśı na reálné veličině x kvadraticky, tj. y = ax2 +
bx + c. Neznáme ovšem koeficienty a, b, c. Naměřili jsme hodnoty veličiny y pro m hodnot
veličiny x, tj. máme dvojice (xi, yi)

m
i=1. Jak najdeme koeficienty a, b, c?

To je úloha na lineárńı regresi. Lze ji formulovat ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u jako mini-
malizaci funkce

f(a, b, c) =
m∑

i=1

(ax2
i + bxi + c− yi)

2

přes proměnné a, b, c ∈ R. Tato formulace má statistické od̊uvodněńı (z principu maximálńı
věrohodnosti) za předpokladu, že č́ısla x1, . . . , xn měř́ıme přesně a nepřesnosti měřeńı č́ısel
y1, . . . , ym jsou i.i.d. normálńı s nulovou středńı hodnotou a stejnou varianćı. Minimum kvad-
ratické funkce f opět najdeme porovnáńım parciálńıch derivaćı s nulou. �

Př́ıklad 1.11. Jsou dány body a1 6= b1 a a2 6= b2 v prostoru Rn. Najděte vzdálenost př́ımky
procházej́ıćı body a1,b1 od př́ımky procházej́ıćı body a2,b2 (tj. vzdálenost mimoběžek, neboli
délka př́ıčky mimoběžek).

V́ıme, že i-tá (kde i = 1, 2) př́ımka je množina { ai + α(bi − ai) | α ∈ R }. Hledáme bod
na prvńı př́ımce a bod na druhé př́ımce tak, aby jejich vzdálenost byla co nejmenš́ı. Tedy
minimalizujeme funkci

f(α1, α2) = ‖a1 + α1(b1 − a1)− a2 − α2(b2 − a2)‖2. (1.13)

Opět je to kvadratická funkce dvou proměnných. �

Př́ıklad 1.12. Pán u stánku prodává luṕınky za 120 Kč/kg a hranolky za 76Kč/kg. Na výrobu
1 kg luṕınk̊u se spotřebuje 2 kg brambor a 0.4 kg oleje. Na výrobu 1 kg hranolk̊u se spotřebuje
1.5 kg brambor a 0.2 kg oleje. Je nakoupeno 100 kg brambor a 16 kg oleje. Kolik má pán vyrobit
luṕınk̊u a kolik hranolk̊u, aby co nejv́ıce utržil? Přitom nepoč́ıtáme cenu surovin a předpoklá-
dáme, že všechny výrobky se prodaj́ı a nevyužité suroviny se po pracovńı době vyhod́ı.

3‘Čtverec’ č́ısla znamená jeho druhou mocninu. Tento historický termı́n je jednak hezký a jednak se použ́ıvá
tak často, že ho budeme použ́ıvat i my.

10



Tuto úlohu lze formalizovat takto:

max 120l + 76h

za podmı́nek 2l + 1.5h ≤ 100
0.4l + 0.2h ≤ 16

l, h ≥ 0

Optimálńı řešeńı je l = 20 kg luṕınk̊u a h = 40 kg hranolk̊u. V tomto př́ıpadě omezeńı x, y ≥ 0
nejsou zbytečná. Kdybychom je vynechali, úloha by byla neomezená. �

Př́ıklad 1.13. Jsou dána č́ısla c1, . . . , cn ∈ R. Najdi č́ısla x1, . . . , xn ∈ R, která maximalizuj́ı
výraz

∑n
i=1 cixi za podmı́nek 0 ≤ xi ≤ 1 (i = 1, . . . , n).

Tato úloha patř́ı do tř́ıdy lineárńıho programováńı. Ovšem dokážeme ji vyřešit jednoduchou
úvahou. Tvrd́ıme, že optimum se nabývá tehdy, když xi = 0 pro ci < 0 a xi = 1 pro ci > 0
(pro ci = 0 je xi libovolné v intervalu [0, 1]). Kdyby to tak totiž nebylo, mohli bychom účelovou
funkci zvětšit zmenšeńım nějakého xi pro ci < 0 nebo zvětšeńım pro ci > 0. Optimálńı hodnota
je tedy

∑n
i=1max{0, ci}, tj. součet kladných č́ısel ci. �

Př́ıklad 1.14. Jsou dány body a1, . . . , am ∈ Rn a hledáme vektor x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, který
minimalizuje (bez omezuj́ıćıch podmı́nek) funkci

f(x) =
m∑

i=1

‖x− ai‖2. (1.14)

Označ́ıme-li ai = (ai1, . . . , ain), je
∑m

i=1 ‖x − ai‖2 =
∑m

i=1

∑n
j=1(xj − aij)

2, tedy účelová
funkce je součtem n funkćı, z nichž každá záviśı jen na jedné souřadnici xj . Minimum funkce f
lze tedy naj́ıt tak, že najdeme minimum každé funkce zvlášt’ (úloha se nám tak ‘rozpadla’ na
m nezávislých optimalizačńıch úloh). Jak snadno spočtete (a jistě jste dávno uhodli), minimum
se nabývá v těžǐsti (a1 + · · ·+ am)/m daných bod̊u. �

Př́ıklad 1.15. jsou dána č́ısla a1, . . . , am ∈ R. Najděte minimum funkce

f(x) =

m∑

i=1

|x− ai|. (1.15)

Seřad́ıme č́ısla a1, . . . , am vzestupně, tedy předpokládáme a1 ≤ a2 ≤ · · · ≥ am−1 ≤ am.
Funkce f je po částech lineárńı (přesněji: je afinńı), je diferencovatelná všude kromě bod̊u ai.
Derivace je konstantńı pro každý interval (ai−1, ai). Najděte hodnotu těchto derivaćı (nejpozději
ted’ je nutno si nakreslit obrázek!). Z toho usoud́ıme, kde je funkce klesaj́ıćı, kde rostoućı a kde
konstantńı. Nyńı je jasné, kde f nabývá minima: pro m liché je to v bodě a(m+1)/2, pro m sudé
na intervalu [am/2, am/2+1]. Argument minima se označuje jako medián č́ısel a1, . . . , am (pro
sudé m se konvenćı bere č́ıslo 1

2
(am/2, am/2+1). �

Př́ıklad 1.16. Jsou dány body a1, . . . , am ∈ Rn. Najděte minimum funkce

f(x) =

m∑

i=1

‖x− ai‖. (1.16)
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Pro n = 1 se funkce (1.16) redukuje na (1.15). Pro n ≥ 2 je řešeńı úlohy známo jako geomet-
rický medián. Ovšem na rozd́ıl od obyčejného mediánu se minimum obecně nenabývá v žádném
z bod̊u a1, . . . , am. Neexistuje algoritmus, který by pro n ≥ 2 našel minimum funkce (1.16) v
konečném počtu krok̊u. Dobrá zpráva ale je, že úloha je konvexńı (patř́ı do tř́ıdy SOCP, o které
jsme se už zmı́nili).

Pro př́ıpad n = 2 má úloha jednoduchý mechanický model4. Do vodorovného prkna vyvr-
táme d́ıry o souřadnićıch ai. Každou d́ırou provlečeme provázek. Provázky jsou nahoře svázané
uzlem do jednoho bodu a dole maj́ı závaž́ı o stejné hmotnosti. Poloha uzlu je x. Hodnota f(x)
je potenciálńı energie soustavy a ustálený stav odpov́ıdá minimu f(x). �

Př́ıklad 1.17. Mějme m bod̊u a1, . . . , am ∈ Rn v n-rozměrném prostoru. Úkolem je rozmı́stit
daľśıch k bod̊u x1, . . . ,xk ∈ Rn tak, aby pr̊uměrná vzdálenost bodu ai k nejbližš́ımu bodu xj

byla co nejmenš́ı. Tedy minimalizujeme účelovou funkci

f(x1, . . . ,xk) =

m∑

i=1

k

min
j=1

‖ai − xj‖ (1.17)

po neznámé vektory x1, . . . ,xk ∈ Rn. Úloha je známá jako shlukováńı. Jako motivaci si před-
stavme optimálńı rozmı́stěńı cisteren ve vesnici, kde občas neteče voda. Zde máme n = 2, ai jsou
souřadnice domů a xj jsou souřadnice cisteren. Chceme, aby pr̊uměrná vzdálenost obyvatele
k nejbližš́ı cisterně byla co nejmenš́ı.

Neńı znám (a pravděpodobně nikdy nebude) algoritmus, který by pro libovolný vstup (tedy
libovolné n,m, k ∈ N a a1, . . . , am ∈ Rn) našel globálńı minimum funkce (1.17) za prakticky
přijatelný čas. Lze totiž dokázat, že úloha je tzv. NP-těžká5. V praktické situaci často použijeme
algoritmus, který najde pouze přibližné (typicky lokálńı) optimum, např. k-means . �

Př́ıklad 1.18. Necht’ (V,E) je ohodnocený neorientovaný graf, tj. V je konečná množina,
E ⊆

(
V
2

)
je množina dvouprvkových podmnožin V , a je dáno zobrazeńı c: E → R (tedy každá

hrana {i, j} ∈ E má přǐrazené č́ıslo cij). Úloha na maximálńı řez (maximum cut)6 v grafu zńı

max
∑

{i,j}∈E
cijxixj

za podmı́nek x2
i = 1, i ∈ V
xi ∈ R, i ∈ V

(1.18)

Účelová funkce je kvadratická (dokonce bilineárńı) a máme |V | kvadratických omezeńı typu
rovnosti. Každé omezeńı x2

i = 1 je ekvivalentńı xi ∈ {−1, 1}, tedy množina př́ıpustných řešeńı
má konečný počet (2|V |) prvk̊u a jedná se tedy o kombinatorickou úlohu. Všimněte si že, př́ısně
vzato, omezeńı nemůžeme psát jako xi ∈ {−1, 1}, protože to neńı ve tvaru (1.9). Jedná se o
klasickou NP-těžkou úlohu, proto už pro některé poměrně malé úlohy je prakticky nemožné
naj́ıt globálńı optimum. �

4Toto mechanické zař́ızeńı je známé jako Varignon frame a v minulosti se opravdu použ́ıvalo na řešeńı úlohy.
Úloha má bohatou historii, je známa také jako Fermat-Weber̊uv problém.

5Tento pojem paťŕı do teorie složitosti algoritm̊u, kterou jste ještě nebrali. Zde jen řekneme, že pro NP-těžkou
úlohu jen malá naděje, že bude někdy nalezen algoritmus, který by úlohu shlukováńı řešil v polynomiálńım čase.
Algoritmus řeš́ı úlohu v polynomiálńım čase, jestliže existuje polynom p takový, že pro každý vstup najde řešeńı
v čase menš́ım než p(L), kde L je počet bit̊u poťrebných k zápisu vstupu.

6Úloha byla intenzivně studována nejen v kombinatorické optimalizaci, ale také ve statistické fyzice pod
názvem hledáńı minimálńı energie Isingova modelu.
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1.5 Cvičeńı

1.1. Vyřešte následuj́ıćı úlohy, přičemž slovńı úlohy nejdř́ıve formulujte ve tvaru (1.9). Stač́ı
vám k tomu zdravý rozum a derivace funkćı jedné proměnné.

a) min{ x2 + y2 | x > 0, y > 0, xy ≥ 1 }
b) min{ (x− 2)2 + (y − 1)2 | x2 ≤ 1, y2 ≤ 1 }
c) min{ x | x ∈ R, x ≥ ai (i = 1, . . . , n) } pro daná a1, . . . , an ∈ R

d) Máte vyrobit paṕırovou krabici (včetně v́ıka) o objemu 72 litr̊u, jej́ıž délka je dvoj-
násobek jej́ı š́ı̌rky. Jaké budou jej́ı rozměry, má-li se na ńı spotřebovat co nejméně
paṕıru? Tloušt’ka stěn je zanedbatelná.

e) Jaké má rozměry válec s jednotkovým objemem a nejmenš́ım povrchem?

f) Najděte rozměry p̊ullitru, na jehož výrobu je třeba co nejméně skla. Tloušt’ka stěn
je zanedbatelná.

g) Najděte obsah největš́ıho obdélńıka vepsaného do kružnice s poloměrem 1.

h) Obdélńık v rovině má jeden roh v počátku a druhý na křivce y = x2 + x−2, přičemž
jeho strany jsou rovnoběžné se souřadnicovými osami. Pro jaké x bude jeho obsah
minimálńı? Může být jeho obsah libovolně veliký?

i) Najděte bod v rovině na parabole s rovnićı y = x2 nejbĺıže bodu (3, 0).

j) Hektarová oblast obdélńıkového tvaru se má obehnat ze tř́ı stran živým plotem, který
stoj́ı 1000 korun na metr, a ze zbývaj́ıćı strany obyčejným plotem, který stoj́ı 500
korun na metr. Jaké budou rozměry oblasti při nejmenš́ı ceně plotu?

k) x, y jsou č́ısla v intervalu [1, 5] taková, že jejich součet je 6. Najděte tato č́ısla tak,
aby xy2 bylo (a) co nejmenš́ı a (b) co největš́ı.

l) Hledá se n-tice č́ısel x1, . . . , xn ∈ {−1,+1} tak, že jejich součin je kladný a jejich sou-
čet minimálńı. Jako výsledek napǐste (co nejjednodušš́ı) vzorec, který udává hodnotu
tohoto minimálńıho součtu pro obecné n.

m) Potkańı biatlon. Potkan stoj́ı na břehu kruhového jeźırka o poloměru 1 a potřebuje
se dostat na protilehlý bod břehu. Potkan plave rychlost́ı v1 a běž́ı rychlost́ı v2. Chce
se do ćıle dostat co nejrychleji, přičemž může běžet, plavat, nebo zvolit kombinaci
oboj́ıho. Jakou dráhu zvoĺı? Strategie potkana může být r̊uzná pro r̊uzné hodnoty v1
a v2, vyřešte pro všechny kombinace těchto hodnot.

n) (⋆) (na pracovńı prostor robotu) Do mezikruž́ı (množinový rozd́ıl dvou soustředných
kruh̊u o poloměrech R > r > 0) máme vepsat elipsu s co největš́ım obsahem. Nejen
hranice elipsy, ale i jej́ı vnitřek muśı ležet v mezikruž́ı.

1.2. Necht’ X je libovolná množina a f : X → R. Necht’ g: R → R je rostoućı funkce. Dokažte,
že argmin

x∈X
f(x) = argmin

x∈X
g(f(x)).

1.3. Necht’ X je libovolná množina, Y ⊂ X , a f : X → R. Najděte co nejobecněǰśı podmı́nku,
za které plat́ı argmin

x∈Y
f(x) = Y ∩ argmin

x∈X
f(x).
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Část I

Použit́ı lineárńı algebry v optimalizaci
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Kapitola 2

Maticová algebra

Ćılem této kapitoly je zopakovat si základńı maticové pojmy a naučit se manipulovat s mati-
covými výrazy a rovnicemi, aniž byste zat́ım museli mnoho vědět o lineárńı algebře.

Reálná matice rozměru m× n je tabulka reálných č́ısel s m řádky a n sloupci1,

A = [aij ] =






a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn




 ,

kde aij jsou prvky matice. Množinu všech reálných matic rozměru m× n znač́ıme Rm×n.
Použ́ıvaj́ı se tyto názvy:

• Pro m = n se matice nazývá čtvercová a pro m 6= n obdélńıková, přičemž pro m < n
je široká a pro m > n je úzká.

• Diagonálńı prvky matice jsou prvky a11, . . . , app, kde p = min{m,n}. Matice je dia-
gonálńı, když všechny nediagonálńı prvky jsou nulové, tedy aij = 0 pro všechna i 6= j.
Všimněte si, že diagonálńı matice nemuśı být čtvercová. Čtvercovou (m = n) diagonálńı
matici znač́ıme A = diag(a11, a22, . . . , ann).

• Nulová matice má všechny prvky nulové. Znač́ıme ji 0m×n (pokud jsou rozměry jasné
z kontextu, pak pouze 0).

• Jednotková matice je čtvercová diagonálńı, jej́ıž diagonálńı prvky jsou jedničky. Znač́ıme
ji In (pokud jsou rozměry jasné z kontextu, pak pouze I).

• Horńı [dolńı] trojúhelńıková matice má aij = 0 pro všechna i > j [i < j]. Všimněte
si, že horńı/dolńı trojúhelńıková matice nemuśı být čtvercová.

2.1 Binárńı operace s maticemi

V algebře reálných matic se reálná č́ısla nazývaj́ı také skaláry 2. Na matićıch jsou definovány
následuj́ıćı operace:

1Formálněji můžeme matice definovat jako zobrazeńı {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} → R (podobně, vektor
(x1, . . . , xn) ∈ Rn lze považovat za zobrazeńı {1, . . . , n} → R). Množinu Rm×n můžeme vidět jako množinu
(Rm)n. V každém př́ıpadě ale muśıme dodat, že matici znač́ıme tabulkou v hranatých závorkách.

2Přesněji, pohĺıž́ıme-li na množinu všech matic rozměru m × n jako na lineárńı prostor, jedná se o skaláry
tohoto lineárńıho prostoru.
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• Součin skaláru α ∈ R a matice A ∈ Rm×n je matice αA = Aα = [αaij ] ∈ Rm×n.

Součin
1

α
A ṕı̌seme krátce jako

A

α
nebo A/α. Součin (−1)A ṕı̌seme krátce jako −A.

• Součet matic A,B ∈ Rm×n je matice A + B = [aij + bij ] ∈ Rm×n. Rozd́ıl matic je
A−B = A+ (−B).

• Maticový součin matic A ∈ Rm×p a B ∈ Rp×n je matice C = AB ∈ Rm×n s prvky

cij =

p
∑

k=1

aikbkj , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. (2.1)

Všimněte si, že násobit lze jen matice, které maj́ı vnitřńı rozměr (p) stejný.

Vlastnosti maticového součinu:

• (AB)C = A(BC)

• (A+B)C = AC+BC a A(B+C) = AB+AC

• AIn = A = ImA

• (αA)B = A(αB) = α(AB)

Obecně neplat́ı AB = BA (maticový součin neńı komutativńı)!
Poznamenejme, že výraz αA pro α ∈ R nelze považovat za maticový součin ’matice’ α

rozměru 1 × 1 a matice A, protože vnitřńı rozměr matic by byl obecně r̊uzný. Tedy násobeńı
matice skalárem je jiná operace, než maticový součin.

Pro čtvercovou matici A znač́ı Ak maticový součin k matic A.

2.2 Transpozice a symetrie

Transpozici matice A = [aij ] ∈ Rm×n znač́ıme AT = [aji] ∈ Rn×m. Vlastnosti transpozice:

• (αA)T = αAT

• (AT )T = A

• (A+B)T = AT +BT

• (AB)T = BTAT

Čtvercová matice se nazývá

• symetrická, když AT = A, tj. aij = aji,

• antisymetrická, když AT = −A, tj. aij = −aji (z čehož plyne aii = 0).

2.3 Hodnost

Hodnost matice je dimenze lineárńıho obalu jej́ıch sloupc̊u. Znač́ıme ji rankA. Plat́ı

rankA = rank(AT ), (2.2)

tedy3 hodnost je také rovna dimenzi lineárńıho obalu řádk̊u. Tato rovnost neńı zdaleka očividná,
dokážeme ji v §3.2.3 (d̊ukaz najdete také v každé učebnici lineárńı algebry).

3Někdo by raději psal rank(A) než rankA, ale před rozmožeńım poč́ıtač̊u bylo běžněǰśı psát např. sinx než
sin(x).
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Z (2.2) plyne, že pro matici A ∈ Rm×n je

rankA ≤ min{m,n}. (2.3)

Když rankA = min{m,n}, ř́ıkáme, že matice má plnou hodnost. Je rankA = n právě když
A má lineárně nezávislé sloupce, a rankA = m právě když A má lineárně nezávislé řádky.
Čtvercová matice s plnou hodnost́ı se nazývá regulárńı. Čtvercová matice, která nemá plnou
hodnost, se nazývá singulárńı.

Je užitečné si pamatovat nerovnost (d̊ukaz viz Cvičeńı 3.13)

rank(AB) ≤ min{rankA, rankB}. (2.4)

2.4 Inverze

Když plat́ı
AB = I, (2.5)

matice B se nazývá pravá inverze matice A a matice A se nazývá levá inverze matice B.
Pravá či levá inverze nemuśı existovat nebo nemuśı být jediná. Pravá inverze matice existuje
právě tehdy, má-li matice lineárně nezávislé řádky (dokážeme to později ve Větě 3.5, zat́ım si to
pamatujte). Levá inverze matice existuje právě tehdy, má-li matice lineárně nezávislé sloupce
(což plyne z předchoźıho, když si (2.5) naṕı̌seme jako BTAT = I; viz také Věta 3.7).

Jestliže matice A je čtvercová a má pravou inverzi, má zároveň i levou inverzi a obě inverze
se rovnaj́ı a jsou jediné. Opravdu: je-li AX = I a YA = I, pak YAX = Y = X. Protože
toto plat́ı pro každou levou inverzi a každou pravou inverzi, jsou zároveň jediné. Pak mluv́ıme
pouze o inverzi matice a znač́ıme ji A−1. Matice má inverzi, právě když je regulárńı. Vlastnosti
inverze:

• AA−1 = I = A−1A

• (A−1)−1 = A

• (AB)−1 = B−1A−1

• (αA)−1 = α−1A−1

• (AT )−1 = (A−1)T , což krátce znač́ıme A−T .

2.5 Determinant

Determinant je funkce Rn×n → R (tedy přǐrazuje čtvercové matici skalár) definovaná jako

detA =
∑

σ

sgn σ
n∏

i=1

ai σ(i), (2.6)

kde sč́ıtáme přes všechny permutace n prvk̊u σ: {1, . . . , n} → {1, . . . , n}, přičemž sgn σ označuje
znaménko permutace. Některé vlastnosti determinantu:

• det I = 1

• det(AB) = (detA)(detB)

• detA−1 = (detA)−1 (plyne z předchoźıho pro B = A−1)
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• detAT = detA

• detA = 0 právě tehdy, když A je singulárńı

• Determinant je multilineárńı funkce sloupc̊u matice, tj. je lineárńı funkćı libovolného
sloupce, jsou-li všechny ostatńı sloupce konstantńı.

• Determinant je alternuj́ıćı funkce sloupc̊u matice, tj. prohozeńı dvou sloupc̊u změńı zna-
ménko determinantu.

2.6 Matice s jedńım sloupcem nebo jedńım řádkem

Matice s jediným sloupcem (tedy prvek Rm×1) se také nazývá sloupcový vektor4. Matice
s jediným řádkem (tedy prvek R1×n) se také nazývá řádkový vektor.

Lineárńı prostor Rm×1 všech matic s jediným sloupcem je ‘skoro stejný’ jako lineárńı pro-
stor Rm všech uspořádaných m-tic (x1, . . . , xm). Proto je zvykem tyto prostory ztotožnit a bez
upozorněńı přecházet mezi oběma významy. Prvk̊um

x = (x1, . . . , xm)
︸ ︷︷ ︸

uspořádaná m-tice

=






x1
...
xm






︸ ︷︷ ︸
matice m× 1

∈ Rm

tohoto prostoru budeme ř́ıkat krátce vektory. Jinak řečeno, slovem vektor (bez př́ıvlastku)
budeme rozumět sloupcový vektor nebo také uspořánou n-tici č́ısel5.

Všimněme si př́ıpad̊u, kdy se v maticovém součinu vyskytuj́ı vektory:

• Pro matici A ∈ Rm×n a vektor x ∈ Rn, výraz Ax je maticový součin matice m × n a
matice n× 1, což je (sloupcový) vektor délky m. Je to vlastně lineárńı kombinace sloupc̊u
matice A s koeficienty x (viz §3.2).

• Pro matici A ∈ Rm×n a vektor x ∈ Rm, výraz xTA je maticový součin matice 1 × m
a matice m × n, což je řádkový vektor délky n. Je to vlastně lineárńı kombinace řádk̊u
matice A s koeficienty x.

• Pro x,y ∈ Rn je xTy = x1y1 + · · · + xnyn je maticový součin řádkového vektoru xT a
sloupcového vektoru y, jehož výsledkem je skalár. Je to standardńı skalárńı součin vektor̊u
x a y (v́ıce si o něm řekneme §4.1).

• Pro x ∈ Rm a y ∈ Rn je xyT matice rozměru m × n, které se někdy ř́ıká vněǰśı součin
vektor̊u x a y nebo dyáda.

Symbol 1n = (1, . . . , 1) ∈ Rn znač́ı (sloupcový) vektor s jedničkovými složkami. Pokud n
plyne z kontextu, ṕı̌seme jen 1. Př́ıklad: pro x ∈ Rn je 1Tx = x1 + · · ·+ xn.

Symbol ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Rn (jednička na i-tém mı́stě) znač́ı i-tý (sloupcový)
vektor standardńı báze, kde počet n složek vektoru ei je určen kontextem. Standardńı báze
tvoř́ı sloupce jednotkové matice,

[
e1 · · · en

]
= In.

4V lineárńı algebře má slovo vektor obecněǰśı význam než v maticové algebře: znamená prvek lineárńıho
prostoru (který se někdy také nazývá vektorový prostor).

5Totéž bychom samozřejmě mohli udělat s řádky (a někdo to tak i dělá, např. poč́ıtačov́ı grafici).
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2.7 Matice sestavené z blok̊u

Matici je možno sestavit z několika jej́ıch podmatic (zvaných též bloky), např.

[
A B
C D

]

,
[
A B

]
,

[
A
B

]

,

[
A I
0 D

]

. (2.7)

Rozměry jednotlivých blok̊u muśı být slučitelné, v prvńım př́ıkladu muśı mı́t např. matice A,B
stejný počet řádk̊u a matice A,C stejný počet sloupc̊u. V posledńım př́ıkladu jsou rozměry
jednotkové matice I a nulové matice 0 určeny rozměry matic A a D.

Při násobeńı matic sestavených z blok̊u je užitečné pravidlo, že lze formálně už́ıt obvyklý
postup pro násobeńı matic, pouze mı́sto prvk̊u matice si představ́ıme bloky.

Př́ıklad 2.1. Jsou-li a, b, c, d, x, y skaláry, máme

[
a b
c d

] [
x
y

]

=

[
ax+ by
cx+ dy

]

.

Jsou-li A,B,C,D,X,Y matice vhodných rozměr̊u, máme tedy (ověřte dle vzorce (2.1)!)

[
A B
C D

] [
X
Y

]

=

[
AX+BY
CX+DY

]

.
�

Často je užitečné vńımat matici A ∈ Rm×n jako matici sestavenou z blok̊u

A =
[
a1 · · · an

]
,

kde sloupcové vektory a1, . . . , an ∈ Rm jsou sloupce matice A. Matici lze také vńımat jako
sestavenou z blok̊u

A =






aT
1
...
aT
m




 ,

kde řádkové vektory aT
1 , . . . , a

T
m jsou řádky matice A, přičemž a1, . . . , am ∈ Rn.

Vyjádř́ıme-li matici A ∈ Rm×p pomoćı řádk̊u a matici B ∈ Rp×n pomoćı sloupc̊u, je

AB =






aT
1
...
aT
m






[
b1 · · · bn

]
=

[
Ab1 · · · Abn

]
=






aT
1B
...

aT
mB




 =






aT
1 b1 · · · aT

1 bn
...

. . .
...

aT
mb1 · · · aT

mbn




 . (2.8)

Vyjádř́ıme-li matici A ∈ Rm×p pomoćı sloupc̊u a matici B ∈ Rp×n pomoćı řádk̊u, je

AB =
[
a1 · · · ap

]






bT
1
...
bT
p




 = a1b

T
1 + · · ·+ apb

T
p . (2.9)
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2.8 Co je soustava lineárńıch rovnic?

Soustava rovnic je lineárńı, jestliže se v žádné rovnici proměné nevyskytuj́ı v mocninách (např.
x2) ani v součinech (např. xy). Tedy, pravá i levá strana každé rovnice je polynom nejvýše prv-
ńıho stupně (ale ve v́ıce proměnných, viz zač. §6). Když pojmenujeme proměnné jako x1, . . . , xn,
každou lineárńı soustavu m rovnic s n neznámými jde zapsat jako

a11x1 + · · · + a1nxn = b1,
...

am1x1 + · · · + amnxn = bm,

neboli
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, . . . , m.

neboli
Ax = b, (2.10)

kde A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, x ∈ Rn. Soustava je homogenńı pokud b = 0 (tj. každé z č́ısel
b1, . . . , bm je nulové), v opačném př́ıpadě (aspoň jedno z č́ısel b1, . . . , bm je nenulové) je neho-
mogenńı.

Chceme-li řešit lineárńı soustavu na poč́ıtači, př́ıslušné algoritmy většinou vyžaduj́ı soustavu
ve tvaru (2.10). Ovšem ne vždy dostaneme lineárńı soustavu v tomto tvaru. Přepsat takové
soustavy do tvaru (2.10) vyžaduje cvik, viz následuj́ıćı př́ıklady a Cvičeńı 2.7.

Př́ıklad 2.2. Soustava {Ax = b, ATy = x }, kde x ∈ Rn a y ∈ Rm jsou neznámé aA ∈ Rm×n

a b ∈ Rm jsou dány. Je to lineárńı soustava m+ n rovnic s m+ n neznámými. �

Př́ıklad 2.3. Soustava AX + XTBT = C, kde X ∈ Rm×n je neznámá a A,B ∈ Rn×m a
C ∈ Rn×n jsou dány. Je to lineárńı soustava n2 rovnic s mn neznámými. �

Př́ıklad 2.4. Soustava

n∑

j=1

xij = ai, i = 1, . . . , m,

m∑

i=1

xij = bj , j = 1, . . . , n,

kde x11, . . . , xmn ∈ R jsou neznámé a a1, . . . , am, b1, . . . , bn ∈ R jsou dány. Je to lineárńı soustava
m+ n rovnic s mn neznámými. �

2.9 Maticové zločiny

Při manipulaci s maticovými výrazy a rovnicemi dělaj́ı začátečńıci někdy hrubé chyby, kterých
se lze při alespoň minimálńı pozornosti vyhnout. Takové chyby jsou neomluvitelné. Uved’me
typické př́ıklady těchto zločin̊u.
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2.9.1 Výraz je nesmyslný kv̊uli rozměr̊um matic

Jako prvńı př́ıklad uved’me chyby, kdy výraz nemá smysl kv̊uli rozměr̊um matic a vektor̊u.
Např.:

• Pokud A ∈ R2×3 a B ∈ R3×3, tak následuj́ıćı výrazy jsou chybné:

A+B, A = B, [A B], ATB, A−1, detA, A2.

• Zcela odstrašuj́ıćı je použit́ı zlomku pro matice, např.
A

B
. ‘Zlomková čára’ neńı pro matice

definována. Nebyla by totiž jednoznačná, protože může znamenat bud’ AB−1 nebo B−1A.

• Inverze čtvercové, ale evidentně singulárńı matice. Např. (wwT )−1, kde w ∈ R3. Singula-
rita matice plyne např. z (2.4).

• Předpoklad, že existuje pravá inverze úzké matice. Ale úzká matice má lineárně závislé
řádky, proto nemá pravou inverzi. Naṕı̌seme-li proto QQT = I pro matici Q ∈ R5×3, je to
zločin.

Př́ıklad 2.5. Vid́ıme-li výraz (ATB)−1, muśı nám okamžitě hlavou proběhnout tyto úvahy
o rozměrech matic A ∈ Rm×n a B ∈ Rk×p:

• Aby byly kompatibilńı velikosti matic v násobeńı, muśı být m = k. (Výjimkou je př́ıpad,
kdy A je skalár nebo B je skalár – pak by ATB byl sice nezvyklý ale korektńı zápis.)

• Jelikož součin ATB je rozměru n × p, muśı být n = p, protože invertovat můžeme jen
čtvercovou matici. Ted’ tedy v́ıme, že obě matice muśı mı́t stejný rozměr.

• Z nerovnosti (2.4) je jasné, že pokud by AT byla úzká nebo B široká, ATB by byla
singulárńı a tedy by neměla inverzi. Abychom se tomu vyhnuli, muśı být obě matice bud’
čtvercové nebo úzké, m ≥ n.

Závěr: Aby výraz (ATB)−1 měl smysl, je nutné, aby matice A,B měly stejný rozměr a byly
čtvercové nebo úzké. �

2.9.2 Použit́ı neexistuj́ıćıch maticových identit

Pro manipulaci s maticovými výrazy je užitečné mı́t v paměti zásobu maticových identit. Ovšem
nesmı́ být chybné. Typické př́ıklady:

• (AB)T = ATBT (pokud v maticovém součinu ATBT je vnitřńı rozměr r̊uzný, je to chyba
už kv̊uli rozměr̊um matic)

• (AB)−1 = A−1B−1 (pro nečtvercové matice je to také syntaktická chyba, pro čtvercové
ale singulárńı matice je to také chyba kv̊uli rozměr̊um matic)

• (A+B)2 = A2 +2AB+B2. Tato identita se oṕırá o velice užitečnou (avšak neexistuj́ıćı)
identitu AB = BA. Správně je (A+B)2 = A2 +AB+BA+B2.

2.9.3 Neekvivalentńı úpravy (ne)rovnic

Zde pachatel udělá chybný úsudek při neekvivalentńı úpravě rovnice či nerovnice. Ekvivalentńı
a neekvivalentńı úpravy skalárńıch rovnic známe již ze základńı školy. Např. úprava ‘přičti
k rovnici jedničku’ je ekvivalentńı, nebot’ a = b ⇐⇒ a + 1 = b + 1. Úprava ‘umocni rovnici
na druhou’ je neekvivalentńı, nebot’ sice a = b =⇒ a2 = b2, ale neplat́ı a2 = b2 =⇒ a = b.
Př́ıklady:
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• Student si mysĺı, že aTx = aTy =⇒ x = y (neńı pravda, ani když vektor a je nenulový).

• Student si mysĺı, že pokud A ∈ R3×5 a AX = AY, pak X = Y (neńı pravda, protože A
nemá lineárně nezávislé sloupce, tedy nemá levou inverzi).

• Student si mysĺı, že ATA = BTB =⇒ A = B (neńı pravda dokonce ani pro skaláry).

• Student řeš́ı soustavu rovnic { aTx = 0, xTx = 1 }, kde a ∈ Rn je dáno a x ∈ Rn je
neznámá. Dělá to tak, že ‘vyjádř́ı’ x z prvńı rovnice a dosad́ı ho do druhé rovnice. To je
těžký zločin, protože rovnice aTx = 0 má nekonečně mnoho řešeńı (alespoň pro n > 1) a
tedy z ńı neplyne, že x je rovno jakémukoliv jednomu vektoru.

2.9.4 Daľśı nápady pro práci s maticemi

• Pod výrazy s maticemi a vektory si malujte obdélńıčky s rozměry matic, abyste měli jasnou
představu o jejich rozměrech.

• Vid́ıte-li maticovou rovnici či soustavu rovnic, spoč́ıtejte si skalárńı rovnice a neznámé.

• Pracujte nejen s paṕırem, ale i s Matlabem. Úpravy maticových výraz̊u lze často ověřit
na náhodných matićıch. Např. chceme-li ověřit rovnost (AB)T = BTAT , zkuśıme např.
A=randn(5,3); B=randn(3,6); (A*B)’-B’*A’. Samozřejmě to neńı d̊ukaz.

2.10 Cvičeńı

2.1. Vyřešte tyto rovnice a soustavy rovnic pro neznámou matici X (předpokládejte, že každá
potřebná inverze existuje):

a) AX+B = A2X

b) X−A = XB

c) 2X−AX+ 2A = 0

2.2. Řeš́ıme soustavu rovnic bi = Xai (kde i = 1, . . . , k) pro neznámou matici X ∈ Rm×n.
Napǐste soustavu jako jedinou maticovou rovnici. Jaké muśı být k, aby soustava měla
stejný počet (skalárńıch) rovnic jako neznámých? Za jaké podmı́nky má soustava jediné
řešeńı?

2.3. Vyřešte soustavu rovnic {Ax = b, x = ATy }, kde x,y jsou neznámé vektory. Před-
pokládejte, že matice AAT je regulárńı. Najděte jen vztah pro x, vztah pro y nás ne-
zaj́ımá. Ověřte v Matlabu pro náhodné zadáńı, které źıskáte př́ıkazy A=randn(m,n);

b=randn(m,1).

2.4. Mějme soustavu rovnic pro neznámé x a y:

Ax +By = a

Cx+Dy = b

a) Vyjádřete soustavu ve tvaru Pu = q.

b) Je-li a,x ∈ Rm, b,y ∈ Rn, ukažte, že x = (A − BD−1C)−1(a − BD−1b). Jakou to
má výpočetńı výhodu oproti poč́ıtáńı u př́ımo ze soustavy Pu = q?

2.5. V následuj́ıćıch soustavách rovnic malá ṕısmena znač́ı vektory a velká matice. Jaké jsou
nejobecněǰśı rozměry matic a vektor̊u, aby rovnice byly syntakticky správně? Jaký je počet
rovnic a neznámých v každé soustavě? Které z těchto soustav rovnic jsou lineárńı?
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a) Ax = b, neznámá x.

b) xTAx = 1, neznámá x.

c) aTXb = 0, neznámá X.

d) AX+XAT = C, neznámá X

e) {XTY = A, XYT = B }, neznámé X,Y

2.6. Zobrazeńı vec : Rm×n → Rmn (‘vektorizace’ matice, v Matlabu označeno A(:)) je defino-
váno tak, že vektor vecA ∈ Rmn je matice A ∈ Rm×n přerovnaná po sloupćıch do vektoru.
Kronecker̊uv součin matic (v Matlabu kron(A,B)) je definován jako

A⊗B =






a11B · · · a1nB
...

. . .
...

am1B · · · amnB




 .

Pro libovolné matice (s kompatibilńımi velikostmi) plat́ı

vec(ABC) = (CT ⊗A) vecB. (2.11)

Použijte tohoto vzorce pro transformaci následuj́ıćıch soustav rovnic s neznámou matićı
X do tvaru Pu = q s neznámým vektorem u. Předpokládejte, že počet rovnic je rovný
počtu neznámých. Předpokládejte, že matice a vektory maj́ı nejobecněǰśı možné rozměry,
aby to dávalo smysl.

a) {bT
i Xai = 0, i = 1, . . . , k }

b) AX+XAT = C

2.7. Následuj́ıćı soustavy rovnic převed’te do tvaru Pu = q s neznámým vektorem u (najděte
co nejjednodušš́ı vzorce, které vypoč́ıtaj́ı matice P,q,u z matic zadané soustavy):

a) Soustava Ax = αb, kde neznámé jsou (x, α).

b) Soustava z Př́ıkladu 2.2.

c) Soustava z Př́ıkladu 2.3.

d) Soustava z Př́ıkladu 2.4.

2.8. Komutátorem dvou matic rozumı́me matici [A,B] = AB−BA. Dokažte:

a) Komutátor symetrických matic je antisymetrická matice.

b) [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0 (Jacobiho identita)

c) [A,BC] = [A,B]C+B[A,C]

2.9. Dokažte vzorec Shermana a Morrisonové (kde A je regulárńı a vTA−1u+ 1 6= 0)

(A+ uvT )−1 = A−1 − A−1uvTA−1

1 + vTA−1u

a vzorec Shermana, Morrisonové a Woodburyho (kde I+VTA−1U je regulárńı)

(A+UVT )−1 = A−1 −A−1U(I+VTA−1U)−1VTA−1.

2.10. Dokažte pro regulárńı matice A,B, že (AB)−1 = B−1A−1.
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2.11. Dokažte, že pro každou čtvercovou matici A plat́ı:

a) A+AT je symetrická,

b) A−AT je antisymetrická,

c) existuje právě jedna symetrická B a právě jedna antisymetrická C tak, žeA = B+C,

d) ATA je symetrická.

2.12. Dokažte, že pro každé A ∈ Rm×n a B ∈ Rn×m má matice

L =

[
I−BA B

2A−ABA AB− I

]

vlastnost L2 = I (kde L2 je zkratka pro LL). Matice s touto vlastnost́ı se nazývá involuce.

2.13. Kdy je diagonálńı matice regulárńı? Co je inverźı diagonálńı matice?

2.14. Ukažte, že čtvercové diagonálńı matice komutuj́ı (tj. AB = BA).

2.15. Dokažte, že pokud je I−A regulárńı, pak A(I−A)−1 = (I−A)−1A.

2.16. Dokažte, že pokud A, B a A+B jsou regulárńı, pak

A(A+B)−1B = B(A+B)−1A = (A−1 +B−1)−1.

2.17. Dokažte, že inverze regulárńı symetrické matice je symetrická matice.

2.18. (⋆) Necht’ čtvercové matice A,B,C,D jsou takové, že ABT a CDT jsou symetrické a
plat́ı ADT −BCT = I. Dokažte, že ATD−CTB = I.

Nápověda a řešeńı

2.1.a) X = (A2 −A)−1B = (A− I)−1A−1B

2.1.b) X = A(I−B)−1

2.1.c) X = 2(A− 2I)−1A = (A/2− I)−1A

2.2. Lze napsat jako B = XA, kde ai ∈ Rn jsou sloupce A ∈ Rn×k a bi ∈ Rm jsou sloupce B ∈ Rm×k.
Neznámých je m× n, rovnic je m× k, tedy muśı být n = k. Pro jediné řešeńı muśı být vektory
ai lineárně nezávislé.

2.3. x = AT (AAT )−1b

2.4.a) P =

[
A B

C D

]

, q =

[
a

b

]

, u =

[
x

y

]

2.5.a) Rovnic je m, neznámých n, kde A ∈ Rm×n. Je lineárńı.

2.5.b) Rovnice je jedna, neznámých je n, kde x ∈ Rn. Neńı lineárńı.

2.5.c) Rovnice je jedna, neznámých je mn, kde X ∈ Rm×n. Je lineárńı.

2.5.d) Všechny tři matice A,C,X muśı být čtvercové velikosti n× n. Rovnic i neznámých je n2.

2.5.e) Rovnic je m2 + n2, neznámých je 2mn, kde X,Y ∈ Rm×n. Neńı lineárńı.

2.7.d) Soustava jde napsat v maticovém tvaru jako {X1 = a, XT1 = b } kde a = (a1, . . . , am) ∈ Rm,
b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn a X = [xij] ∈ Rm×n. To ale neńı kýžený tvar, nebot’ proměnné jsou
soustředěné do matice X a nikoliv do vektoru. Kýžený tvar źıskáme volbou

u =






x1
...
xn




 ∈ Rmn, P =








Im · · · Im
1Tm

. . .

1Tm







∈ R(m+n)×(mn), q =

[
a

b

]

∈ Rm+n,
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kde x1, . . . ,xn jsou sloupce matice X = [xij ], tj. u = (x11, . . . , xm1, x12, . . . , xm2, . . . , . . . , xmn).

2.17. Necht’ A je regulárńı a symetrická (tedy čtvercová). Necht’ BA = I, tedy B je levá inverze A.
Z toho ATBT = ABT = I, tedy BT je pravá inverze A. Ale pro regulárńı matici jsou si levá a
pravá inverze rovny (viz §2.4), tedy BT = B.
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Kapitola 3

Linearita

3.1 Lineárńı podprostory

Množina Rn spolu s operacemi sč́ıtańı vektor̊u a násobeńı vektor̊u skalárem tvoř́ı lineárńı prostor
nad tělesem R. Zopakujte si z lineárńı algebry pojem lineárńıho prostoru!

Lineárńı kombinace vektor̊u x1, . . . ,xk ∈ Rn je vektor

x = α1x1 + · · ·+ αkxk (3.1)

pro nějaké skaláry α1, . . . , αk ∈ R. Vektory jsou lineárně nezávislé, když plat́ı implikace

α1x1 + · · ·+ αkxk = 0 =⇒ α1 = · · · = αk = 0. (3.2)

V opačném př́ıpadě jsou lineárně závislé.

Věta 3.1. Jsou-li vektory x1, . . . ,xk lineárně nezávislé, koeficienty α1, . . . , αk jsou vektorem (3.1)
určeny jednoznačně (tj. soustava (3.1) s neznámými α1, . . . , αk má právě jedno řešeńı).

D̊ukaz. Necht’ kromě rovnice (3.1) plat́ı také x = β1x1 + · · · + βkxk. Odečteńım obou rovnic
máme 0 = (α1 − β1)x1 + · · ·+ (αk − βk)xk. Ale z (3.2) plyne αi − βi = 0, tedy αi = βi. �

Lineárńı obal vektor̊u x1, . . . ,xk je množina

span{x1, . . . ,xk} = {α1x1 + · · ·+ αkxk | α1, . . . , αk ∈ R }

všech jejich lineárńıch kombinaćı (zde předpokládáme, že vektor̊u je konečný počet).
Neprázdná množina X ⊆ Rn se nazývá lineárńı podprostor (nebo jen podprostor)

lineárńıho prostoru Rn, jestliže každá lineárńı kombinace každé (konečné) množiny vektor̊u z X
lež́ı v X (neboli že množina X je uzavřená v̊uči lineárńım kombinaćım):

x1, . . . ,xk ∈ X, α1, . . . , αk ∈ R =⇒ α1x1 + · · ·+ αkxk ∈ X. (3.3)

Snadno se ukáže, že lineárńı obal libovolné množiny vektor̊u je lineárńı podprostor.
Báze lineárńıho podprostoru1 X ⊆ Rn je lineárně nezávislá množina vektor̊u, jej́ıž lineárńı

obal je X . Plat́ı následuj́ıćı netriviálńı tvrzeńı (d̊ukazy najdete v učebnićıch lineárńı algebry):

1Výrok ‘množinaX ⊆ Rn je lineárńı podprostor’ je totéž jako ‘množinaX je lineárńı podprostor prostoruRn’.
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Věta 3.2.

• Z každé množiny vektor̊u lze vybrat bázi jejich lineárńıho obalu.

• Každou lineárně nezávislou množinu vektor̊u z lineárńıho podprostoru lze doplnit na jeho
bázi.

• Každý lineárńı podprostor má (alespoň jednu) bázi.

• Každá báze každého lineárńıho podprostoru má stejný počet vektor̊u.

Počet vektor̊u báze lineárńıho podprostoru X se nazývá jeho dimenze, znač́ıme ji dimX . Je-li
{x1, . . . ,xk} báze podprostoru X a α1x1 + · · · + αkxk = x ∈ X , potom (jednoznačně určené)
skaláry α1, . . . , αk se nazývaj́ı souřadnice vektoru x v dané bázi.

Věta 3.3. Pro každé podprostory X, Y ⊆ Rn plat́ı:

• X ⊆ Y implikuje dimX ≤ dimY .

• X ⊆ Y a dimX = dimY implikuje X = Y .

D̊ukaz. Jestliže X ⊆ Y , každá báze podprostoruX patř́ı do Y . Dle Věty 3.2 lze tuto bázi doplnit
na bázi podprostoru Y , odtud prvńı tvrzeńı. Jestliže nav́ıc dimX = dimY , každá báze X je už
báźı Y (tedy doplněńı nepřidá žádný vektor), odtud druhé tvrzeńı. �

Př́ıklad 3.1. Triviálně, prostor R3 je svým vlastńım podprostorem. Jeho dimenze je 3. Jeho
báze je např. {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} (standardńı) nebo {(1, 1, 1), (1,−1, 0), (2, 0, 0)}. �

Př́ıklad 3.2. Množina X = span{(1, 2, 3)} = {α(1, 2, 3) | α ∈ R } ⊆ R3 je podprostor R3

dimenze 1. Je to př́ımka procházej́ıćı počátkem. Jej́ı báze je např. množina {(1, 2, 3)}, jiná báze
je množina {(2, 4, 6)}. �

Př́ıklad 3.3. Množina X = span{(1, 2, 3, 0), (0, 1, 2,−1), (0, 2, 4,−2)} ⊆ R4 je podprostor R4

dimenze 2. Všimněte si, že vektory jsou lineárně závislé. Báze podprostoru X je např. množina
{(1, 2, 3, 0), (0, 1, 2,−1)}. �

Př́ıklad 3.4. Všechny možné podprostory prostoru R3 jsou tyto: počátek 0 (dimenze 0), všechny
př́ımky procházej́ıćı počátkem (dimenze 1), všechny roviny procházej́ıćı počátkem (dimenze 2),
a konečně celý prostor R3 (dimenze 3). �

Př́ıklad 3.5. Množina X = { (1+α, α) | α ∈ R } ⊆ R2 (př́ımka neprocházej́ıćı počátkem) neńı
podprostor R2, protože např. (1, 0) ∈ X ale 2(1, 0) = (2, 0) /∈ X . �

3.2 Lineárńı zobrazeńı

Zobrazeńı f : Rn → Rm je lineárńı, jestliže pro každé x1, . . . ,xk ∈ Rn a α1, . . . , αk ∈ R plat́ı

f(α1x1 + · · ·+ αkxk) = α1f(x1) + · · ·+ αkf(xk). (3.4)

Věta 3.4. Zobrazeńı f : Rn → Rm je lineárńı, právě když existuje matice A ∈ Rm×n taková, že

f(x) = Ax (3.5)

pro všechna x ∈ Rn. Matice A je nav́ıc zobrazeńım f určena jednoznačně.
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Řı́káme proto, že matice A reprezentuje lineárńı zobrazeńı f .

D̊ukaz. Důkaz jedné implikace je snadný: zobrazeńı (3.5) je lineárńı, nebot’

f(α1x1+ · · ·+αkxk) = A(α1x1+ · · ·+αkxk) = α1Ax1+ · · ·+αkAxk = α1f(x1)+ · · ·+αkf(xk).

Dokažme opačnou implikaci. Necht’ f : Rn → Rm je lineárńı zobrazeńı. Necht’ e1, . . . , en ∈ Rn

je standardńı báze prostoru Rn. Pro každé x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn máme x = x1e1 + · · ·+ xnen.
Z (3.4) plyne

f(x) = f(x1e1 + · · ·+ xnen) = x1f(e1) + · · ·+ xnf(en) =
[
f(e1) · · · f(en)

]
x.

Nyńı označ́ıme
[
f(e1) · · · f(en)

]
= A. Tedy A je matice se sloupci f(e1), . . . , f(en).

Dokažme jednoznačnost matice A. Plat́ı-li Ax = Bx pro každé x ∈ Rn, pak samozřejmě
plat́ı A = B, protože stač́ı dosadit za x postupně vektory e1, . . . , en. �

Př́ıklad 3.6. Zobrazeńı f : R2 → R3 definované jako f(x1, x2) = (x1 + x2, x1 − x2, 2x1) je
lineárńı. To bychom dokázali ověřeńım podmı́nky (3.4). Ovšem je to patrné na prvńı pohled,
protože jej lze vyjádřit ve tvaru (3.5):

f(x1, x2) =





1 1
1 −1
2 0





[
x1

x2

]

=





x1 + x2

x1 − x2

2x1



 = (x1 + x2, x1 − x2, 2x1).

�

Pokud m = 1, lineárńı zobrazeńı je funkce f : Rn → R tvaru

f(x) = aTx = a1x1 + · · ·+ anxn, (3.6)

kde a ∈ Rn. Této funkci se též ř́ıká lineárńı forma.
Pod́ıvejme se bĺıže na vzorec (3.5). Výraz Ax je maticový součin matice m×n matićı n× 1

(viz §2.6). Označ́ıme-li y = Ax, je tedy podle (2.1)

yi =
n∑

j=1

aijxj , i = 1, . . . , m. (3.7)

Dále, vyjádř́ıme-li matici A pomoćı sloupc̊u, máme

Ax =
[
a1 · · · an

]






x1
...
xn




 = x1a1 + · · ·+ xnan, (3.8)

tedy vektor Ax je lineárńı kombinace sloupc̊u matice A. Naopak, vyjádř́ıme-li matici A pomoćı
řádk̊u, máme

Ax =






aT
1
...
aT
m




x =






aT
1 x
...

aT
mx




 , (3.9)

tedy složky vektoru Ax jsou skalárńı součiny řádk̊u matice A a vektoru x. Všimněte si, že (3.8)
a (3.9) jsou speciálńı př́ıpady (2.8) a (2.9).

Složeńı lineárńıch zobrazeńı je opět lineárńı zobrazeńı. Pro f(x) = Ax a g(y) = By máme

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = B(Ax) = (BA)x = BAx,

tedy BA je matice složeného zobrazeńı g ◦ f . Tedy matice složeného zobrazeńı je součinem
matic jednotlivých zobrazeńı. To je hlavńı d̊uvod, proč je rozumné definovat maticové náso-
beńı jako (2.1): násobeńı matic odpov́ıdá skládáńı lineárńıch zobrazeńı reprezentovaných těmito
maticemi.
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3.2.1 Prostor obraz̊u

S lineárńım zobrazeńım jsou spjaty dva lineárńı podprostory, prostor obraz̊u a nulový prostor
(jádro). Je-li zobrazeńı reprezentováno matićı jako f(x) = Ax, hovoř́ıme o prostoru obraz̊u a
nulovém prostoru matice A.

Prostor obraz̊u matice A ∈ Rm×n je množina

rngA = {Ax | x ∈ Rn } ⊆ Rm. (3.10)

Interpretace prostoru obraz̊u:

• Je to množina f(Rn) všech hodnot, jichž může zobrazeńı f(x) = Ax nabýt.

• Je to množina všech vektor̊u y, pro které má lineárńı soustava Ax = y řešeńı.

• Dle (3.8) je to lineárńı obal sloupc̊u matice A. Tedy je to lineárńı podprostor Rm.

Dimenze lineárńıho obalu sloupc̊u se nazývá hodnost matice (už jsme ji potkali v §2.3),

rankA = dim rngA. (3.11)

Věta 3.5. Pro matici A ∈ Rm×n jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı:

1. rngA = Rm

2. Soustava Ax = y má řešeńı pro každé y.

3. rankA = m

4. Zobrazeńı f(x) = Ax je surjektivńı, tj. f(Rn) = Rm (viz §1.1.2).
5. Řádky matice A jsou lineárně nezávislé.

6. Matice A má pravou inverzi, tj. existuje B tak, že AB = I.

7. Matice AAT ∈ Rm×m je regulárńı.

D̊ukaz.

• 1 ⇔ 2 ⇔ 3 ⇔ 4 plyne př́ımo z definic.

• 3 ⇔ 5 plyne z definice hodnosti a z (2.2).

• 2 ⇒ 6 plat́ı, nebot’ soustava Abi = ei má řešeńı bi pro každé i (kde ei resp. bi je i-tý
sloupec matice I resp. B). Pro d̊ukaz 6 ⇒ 2 polož́ıme x = By.

• Tvrzeńı 1 ⇔ 7 plyne z rovnosti (5.4a), uvedené později. �

Věta 3.6. Pro libovolné matice A,B plat́ı

• rng(AB) ⊆ rngA.

• rng(AB) = rngA, jestliže řádky matice B jsou lineárně nezávislé.

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı ř́ıká, že jestliže soustava z = ABx má řešeńı, pak i soustava z = Ay má
řešeńı. To je ale jasné, protože můžeme položit y = Bx. Druhé tvrzeńı nav́ıc ř́ıká, že jestliže
B má lineárně nezávislé řádky a z = Ay má řešeńı, pak i z = ABx má řešeńı. To plat́ı, nebot’
dle implikace 5 ⇒ 2 ve Větě 3.5 má soustava Bx = y řešeńı pro každé y. �
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3.2.2 Nulový prostor

Nulový prostor matice A (také se nazývá jádro zobrazeńı f(x) = Ax) je množina

nullA = {x ∈ Rn | Ax = 0 } ⊆ Rn. (3.12)

Interpretace nulového prostoru:

• Je to množina všech vektor̊u, které se zobraźı na nulový vektor.

• Podle (3.9) je to množina všech vektor̊u, které jsou kolmé na každý řádek matice A. Z toho
je vidět, že je to lineárńı podprostor Rn.

Plat́ı nav́ıc, že každý lineárńı podprostor prostoru Rn je nulovým prostorem nějaké matice
A ∈ Rm×n (toto tvrzeńı neńı samozřejmé, lze ho dokázat např. z pozděǰśı Věty 4.1). Tedy
lineárńı podprostor X lze reprezentovat (např. v poč́ıtači) dvěma zp̊usoby:

• jako lineárńı obal konečného počtu vektor̊u (tedy matićı A takovou, že X = rngA),

• jako množinu řešeńı homogenńı lineárńı soustavy (tedy matićı A takovou, že X = nullA).

Věta 3.7. Pro matici A ∈ Rm×n jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı:

1. nullA = {0} (tj. nulový prostor je triviálńı).

2. Soustava Ax = 0 má jediné řešeńı x = 0.

3. rankA = n.

4. Zobrazeńı f(x) = Ax je injektivńı (viz §1.1.2).
5. Sloupce matice A jsou lineárně nezávislé.

6. Matice A má levou inverzi, tj. existuje B tak, že BA = I.

7. Matice ATA ∈ Rn×n je regulárńı.

D̊ukaz.

• Ekvivalence 1 ⇔ 2 plyne z definice nulového prostoru (3.12).

• Ekvivalence 2 ⇔ 5 plyne z definice lineárńı nezávislosti (3.2), tj. Ax = 0 ⇒ x = 0.

• Ekvivalence 3 ⇔ 5 plyne z definice hodnosti (3.11).

• Tvrzeńı 4 ř́ıká, že pro každé x,y je Ax = Ay ⇒ x = y, tj. A(x−y) = 0 ⇒ x−y = 0.
Ale to je definice (3.2) lineárńı nezávislosti sloupc̊u A. Tedy plat́ı 2 ⇔ 4.

• Tvrzeńı 6 je ekvivalentńı tomu, že matice AT má pravou inverzi, tj. ATBT = I. Tedy
3 ⇔ 6 plyne ekvivalence 3 ⇔ 6 ve Větě 3.5.

• Tvrzeńı 1 ⇔ 7 je plyne z rovnosti (5.4b), uvedené později. �

Věta 3.8. Pro libovolné matice A,B plat́ı:

• null(AB) ⊇ nullB.

• null(AB) = nullB, jestliže sloupce matice A jsou lineárně nezávislé.

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı ř́ıká, že Bx = 0 =⇒ ABx = 0, což plat́ı vynásobeńım matićı A zleva.
Druhé tvrzeńı ř́ıká, že když A má lineárně nezávislé sloupce, pak ABx = 0 =⇒ Bx = 0. To
plat́ı, nebot’ dle implikace 5 ⇒ 2 ve Větě 3.7 máme Ay = 0 =⇒ y = 0. �
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3.2.3 Dvě věty o dimenźıch

Zde dokážeme dvě obt́ıžněǰśı věty o dimenźıch prostoru obraz̊u a nulového prostoru.
Jako prvńı uvedeme sĺıbený d̊ukaz rovnosti (2.2). K tomu nejdř́ıv uvedeme pomocnou větu,

která je zaj́ımavá sama o sobě.

Věta 3.9. Pro každou matici A ∈ Rm×n hodnosti r existuj́ı B ∈ Rm×r a C ∈ Rr×n tak, že

A = BC. (3.13)

D̊ukaz. Zvolme libovolnou bázi prostoru rngA. Necht’ vektory této báze tvoř́ı sloupce matice
B ∈ Rm×r, kde r = dim rngA. Nyńı j-tý sloupec aj matice A je lineárńı kombinaćı sloupc̊u
matice B, neboli existuje vektor cj tak že aj = Bcj . Plat́ı tedy (3.13), kde matice C ∈ Rr×n

má sloupce c1, . . . , cn. �

Rozkladu (3.13) se někdy ř́ıká rozklad matice podle hodnosti (angl. rank factorization).
Lze na něj pohĺıžet jako na ‘kompresi’ matice A, což při r ≪ min{m,n} může být značná
úspora. Např.:

• Uložeńı matice A do paměti zabere mn č́ısel, uložeńı matic B a C jen (m+ n)r č́ısel.

• Př́ımý výpočet maticového součinu Ax vyžaduje mn operaćı. Spoč́ıtáme-li ale nejdř́ıv
vektor z = Cx a pak vektor y = Bz, potřebujeme jen (m+ n)r operaćı.

• Představme si zobrazeńı f(x) = Ax jako přenosový kanál, jehož vstupem jsou proměnné
x1, . . . , xn a výstupem y1, . . . , ym. Přenos můžeme realizovat jen po r ‘drátech’ z1, . . . , zr.

A nyńı můžeme dokázat rovnost (2.2), tj. že dimenze lineárńıho obalu sloupc̊u je rovna
dimenzi lineárńıho obalu řádk̊u:

Věta 3.10. Pro každou matici A plat́ı

rankA = dim rngA = dim rng(AT ) = rank(AT ). (3.14)

D̊ukaz. Pǐsme (3.13) jako AT = CTBT . Dle Věty 3.6 je rng(AT ) ⊆ rng(CT ). Dle Věty 3.3 tedy
dim rng(AT ) ≤ dim rng(CT ). Protože CT má r sloupc̊u, je dim rng(CT ) ≤ r = dim rngA. Tedy

dim rng(AT ) ≤ dim rngA. (3.15)

Ukázali jsme, že pro každou matici A plat́ı nerovnost (3.15). Nyńı tuto nerovnost použijeme
na matici AT , což dá dim rngA ≤ dim rng(AT ). Obě nerovnosti dohromady daj́ı (3.14). �

Jako druhou uvedeme větu o vztahu dimenze prostoru obraz̊u, nulového prostoru, a ‘vstup-
ńıho’ prostoru Rn lineárńıho zobrazeńı. Někdy se j́ı ř́ıká rank-plus-nullity theorem, kde nullity
označuje dimenzi nulového prostoru matice:

Věta 3.11. Pro každou matici A ∈ Rm×n plat́ı

dim rngA+ dimnullA = n. (3.16)

D̊ukaz. (⋆) Necht’ bázi prostoru rngA tvoř́ı sloupce matice B ∈ Rm×r. Tedy existuje matice
C ∈ Rn×r tak, že B = AC. Necht’ bázi prostoru nullA tvoř́ı sloupce matice D ∈ Rn×q.

Protože sloupce B tvoř́ı bázi rngA, pro každý vektor x ∈ Rn existuje právě jeden vektor
y ∈ Rr tak, že Ax = By, to jest Ax = ACy, to jest A(x − Cy) = 0. To ale znamená
x−Cy ∈ nullA, proto existuje právě jeden vektor z ∈ Rq tak, že x−Cy = Dz.

A jsme hotovi. Ukázali jsme totiž, že pro každý x ∈ Rn existuje právě jeden y ∈ Rr a právě
jeden z ∈ Rq tak, že x = Cy+Dz. To ale znamená, že sloupce matice

[
C D

]
∈ Rn×(r+q) tvoř́ı

bázi prostoru Rn. Tedy muśı být r + q = n, což je rovnost (3.16). �
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Interpretace věty 3.11:

• Každá dimenze na vstupu zobrazeńı f(x) = Ax se bud’ ‘smáčkne’ do nulového vektoru
nebo se objev́ı na výstupu.

• Počet lineárně nezávislých řešeńı lineárńı homogenńı soustavy Ax = 0 je n− rankA.

• Protože rankA = rank(AT ), rovnost (3.16) lze psát také jako

dim rng(AT ) + dim nullA = n. (3.17)

Protože rng(AT ) je lineárńı obal řádk̊u matice A a nullA je množina všech vektor̊u kol-
mých na řádky A, rovnost (3.17) ř́ıká, že součet dimenźı těchto dvou podprostor̊u pro-
storu Rn je n. O tom si v́ıce řekneme v části o ortogonálńım doplňku (§4.2).

3.3 Afinńı podprostor a zobrazeńı

Afinńı kombinace vektor̊u x1, . . . ,xk ∈ Rn je lineárńı kombinace α1x1 + · · ·+ αkxk, ve které
koeficienty kombinace splňuj́ı

α1 + · · ·+ αk = 1.

Afinńı obal vektor̊u x1, . . . ,xk je množina všech jejich afinńıch kombinaćı. Množina A ⊆ Rn je
afinńı podprostor2 lineárńıho prostoru Rn, jestliže každá afinńı kombinace každé (konečné)
množiny vektor̊u z A lež́ı v A (neboli množina A je uzavřená v̊uči afinńım kombinaćım):

x1, . . . ,xk ∈ A, α1 + · · ·+ αk = 1 =⇒ α1x1 + · · ·+ αkxk ∈ A . (3.18)

Afinńı kombinace nezáviśı na počátku. To znamená, že afinńı kombinace vektor̊u posunutých
o libovolný vektor x0 je rovna afinńı kombinaci neposunutých vektor̊u posunuté o x0. To snadno
dokážeme:

α1(x1−x0)+ · · ·+αk(xk−x0) = α1x1+ · · ·+αkxk−(α1+ · · ·+αk)x0 = (α1x1+ · · ·+αkxk)−x0.

Na rozd́ıl od toho, obecná lineárńı kombinace na počátku záviśı.
K tomu (mı́rně neformálńı) poznámka: Jestliže s prvky vektorového (pod)prostoru pro-

vád́ıme operace afinńı kombinace, tyto prvky si stač́ı představovat/kreslit jako body. Poloha
počátku neńı d̊uležitá, protože afinńı kombinace na něm nezáviśı. Afinńı kombinaci bod̊u na
paṕı̌re lze sestrojit pomoćı prav́ıtka a měř́ıtka bez znalosti polohy počátku. Naproti tomu,
jestliže s prvky vektorového (pod)prostoru provád́ıme operace lineárńı kombinace, tyto prvky
si představujeme jako šipky spojuj́ıćı počátek s koncovým bodem (přesněji jako volné vektory),
protože lineárńı kombinaci vektor̊u můžeme sestrojit pouze se znalost́ı polohy počátku. To je
d̊uvod, proč se prvk̊um afinńıho (pod)prostoru ř́ıká body zat́ımto prvk̊um pouhého vektorového
(= lineárńıho) (pod)prostoru vektory .

Př́ıklad 3.7. Afinńı obal dvou bod̊u x1,x2 ∈ R3 je množina

aff{x1,x2} = {α1x1 + α2x2 | α1 + α2 = 1 }.

Pokud x1 6= x2, je touto množinou př́ımka procházej́ıćı body x1,x2. Tato př́ımka je afinńı
podprostor R3. Na obrázku dole vlevo je několik bod̊u na př́ımce a př́ıslušné koeficienty (α1, α2).

2Všimněte si, že definujeme afinńı podprostor lineárńıho prostoru, ale už ne afinńı prostor sám o sobě. Definice
afinńıho prostoru bez odkazu k nějakému lineárńımu prostoru (tj. pomoćı axiomů) existuje, ale neuvád́ıme ji.
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Naproti tomu, lineárńı obal dvou vektor̊u x1,x2 (pokud jsou lineárně nezávislé) je rovina
procházej́ıćı těmito dvěma body a počátkem 0.

Afinńı obal tř́ı bod̊u x1,x2.x3 ∈ R3 je množina

aff{x1,x2,x3} = {α1x1 + α2x2 + α3x3 | α1 + α2 + α3 = 1 }.

Pokud body x1,x2,x3 nelež́ı v př́ımce, je touto množinou rovina jimi procházej́ıćı. Tato rovina
je afinńı podprostor R3. Na obrázku vpravo je několik bod̊u v této rovině a př́ıslušné koeficienty
(α1, α2, α3).

x1

x2(1, 0)

(0, 1)
( 1
2
, 1

2
)

(−1, 2)

(2,−1)

x2

x1

x3

( 1
3
, 1

3
, 1

3
)

( 1
2
, 0, 1

2
)

(1, 1,−1)

(1, 0, 0)

(Protože afinńı kombinace nezáviśı na poloze počátku, do obrázk̊u jsme počátek ani nekreslili
a prvky prostoru R3 jsme kreslili jako body, viz poznámka výše.) �

Pro množinu X ⊆ Rn a vektor x ∈ Rn označme

X + x = {x+ y | y ∈ X }. (3.19)

Věta 3.12.

• Je-li X lineárńı podprostor Rn a x ∈ Rn, pak množina X + x je afinńı podprostor Rn.

• Je-li A afinńı podprostor Rn a x ∈ A, pak množina A− x je lineárńı podprostor Rn.

• Je-li A afinńı podprostor a x,y ∈ A, pak A− x = A− y.

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı: Chceme dokázat, že afinńı kombinace bod̊u z množiny X + x lež́ı v této
množině. Necht’ tedy α1 + · · ·+ αk = 1 a chceme dokázat implikaci

x1, . . . ,xk ∈ X + x =⇒ α1x1 + · · ·+ αkxk ∈ X + x,

neboli3

x1 − x, . . . ,xk − x ∈ X =⇒ α1x1 + · · ·+ αkxk − x = α1(x1 − x) + · · ·+ αk(xk − x) ∈ X.

Tato implikace plat́ı d́ıky lineaŕıtě X .
Druhé tvrzeńı: Chceme dokázat, že lineárńı kombinace vektor̊u z množiny A− x lež́ı v této

množině. Necht’ tedy α1, . . . , αk ∈ R a chceme dokázat implikaci

x1, . . . ,xk ∈ A =⇒ α1(x1 − x) + · · ·+ αk(xk − x) ∈ A− x.

3Zde jsme použili skutečnost, že k výroku typu x ∈ X můžeme přič́ıst libovolný vektor a výrok se t́ım
nezměńı. Přesněji, pro každé X ⊆ Rn a x,y ∈ Rn plat́ı x ∈ X ⇐⇒ x+ y ∈ X + y. To snadno plyne z (3.19).
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Pravá strana této implikace jde psát jako

α1(x1 − x) + · · ·+ αk(xk − x) + x = α1x1 + · · ·+ αkxk + (1− α1 − · · · − αk)x ∈ A.

To je ale pravda, nebot’ α1 + · · ·+ αk + (1− α1 − · · · − αk) = 1 a tedy posledńı výraz je afinńı
kombinace vektor̊u z A, která podle předpokladu lež́ı v A.

Třet́ı tvrzeńı: Označme X = A− x. Jelikož y ∈ A, je také y− x ∈ A− x = X . Nyńı pǐsme
A− y = A− x + x− y = X − (y − x) = X , kde posledńı rovnost plyne z linearity X (kterou
jsme dokázali v druhém tvrzeńı). �

Věta 3.12 ř́ıká, že afinńı podprostor neńı nic jiného, než ‘posunutý’ lineárńı podprostor
(tedy nemuśı procházet počátkem, na rozd́ıl of lineárńıho podprostoru). Třet́ı tvrzeńı věty
nav́ıc ukazuje, že tento lineárńı podprostor je afinńım prostorem určen jednoznačně:

x0

X

A = X + x0

0

Dimenze afinńıho podprostoru je dimenze tohoto lineárńıho podprostoru. Afinńımu pod-
prostoru Rn dimenze 0, 1, 2 a n− 1 se ř́ıká po řadě bod, př́ımka, rovina, a nadrovina.

Věta 3.13. Množina A ⊆ Rn je afinńı podprostor právě tehdy, když je množinou řešeńı nějaké
lineárńı soustavy4, tj. existuj́ı A a b splňuj́ıćı A = {x ∈ Rn | Ax = b }.

D̊ukaz. Předpokládejme, že množina A je neprázdná (pro A = ∅ věta zjevně plat́ı, protože
prázdná množina je afinńı podprostor a je to také řešeńı nějaké lineárńı soustavy).

Důkaz ⇐: Necht’ A = {x ∈ Rn | Ax = b }. Necht’ x1, . . . ,xk ∈ A a α1 + · · · + αk = 1.
Dokažme, že α1x1 + · · ·+ αkxk ∈ A:

A(α1x1 + · · ·+ αkxk) = α1Ax1 + · · ·+ αkAxk = α1b+ · · ·+ αkb = b.

Jiný d̊ukaz ⇐: Necht’ X = nullA a x0 je libovolný bod splňuj́ıćı Ax0 = b (tzv. partikulárńı
řešeńı soustavy Ax = b). Pak

A = {x | Ax = b } = {x | A(x− x0) = 0 } = {x′ + x0 | Ax′ = 0 } = X + x0. (3.20)

Tedy dle Věty 3.12 je A afinńı podprostor.
Důkaz ⇒: Necht’ A je afinńı podprostor a necht’ x0 ∈ A. Pak (dle Věty 3.12) je množina

X = A − x0 lineárńı podprostor, tedy (viz poznámka v §3.2.2) existuje matice A tak, že
X = nullA. Necht’ b = Ax0. Pak dle (3.20) je X + x0 = {x | Ax = b }. �

4Proto se afinńımu podprostoru ř́ıká také lineárńı varieta. Je to speciálńı př́ıpad algebraické variety, což je
množina řešeńı soustavy polynomiálńıch rovnic. Jejich studiem se zabývá algebraická geometrie.
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Shrňme: každý lineárńı podprostor lze reprezentovat bud’ jako rngA pro nějakou matici A,
nebo jako nullA (tj. množinou řešeńı soustavy Ax = 0) pro nějakou (jinou!) matici A. Každý
afinńı podprostor lze reprezentovat bud’ jako x+X pro nějaký vektor x a lineárńı podprostorX ,
nebo jako množinu řešeńı soustavy Ax = b pro nějaké A,b.

Body x1, . . . ,xk ∈ Rn jsou afinně nezávislé, jestliže žádný neńı afinńı kombinace ostatńıch.
Afinńı nezávislost lze ovšem definovat i jinak (d̊ukaz věty neuvád́ıme, i když neńı těžký):

Věta 3.14. Pro body x1, . . . ,xk ∈ Rn jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı:

1. Žádný bod neńı roven afinńı kombinaci ostatńıch bod̊u.

2. Plat́ı (srov. se (3.2))

α1 + · · ·+ αk = 0, α1x1 + · · ·+ αkxk = 0 =⇒ α1 = · · · = αk = 0. (3.21)

3. Vektory x2 − x1,x3 − x1, . . . ,xk − x1 jsou lineárně nezávislé.

4. Vektory

[
x1

1

]

, . . . ,

[
xk

1

]

jsou lineárně nezávislé (kde

[
x
1

]

∈ Rn+1 znač́ı vektor x s přidanou

jedničkou jako (n+ 1)-ńı souřadnićı5).

Př́ıklad 3.8. Dva body x1,x2 ∈ Rn jsou afinně nezávislé, právě když x1 6= x2 (neboli nejsou
identické). Tři body x1,x2,x3 ∈ Rn jsou afinně nezávislé, právě když nelež́ı v jedné př́ımce
(neboli nejsou kolineárńı). Viz Př́ıklad 3.7. Čtyři body x1,x2,x3,x4 ∈ Rn jsou afinně nezávislé,
právě když nelež́ı v jedné rovině (neboli nejsou koplanárńı). �

Zobrazeńı f : Rn → Rm nazveme afinńı, pokud (3.4) plat́ı pro všechna α1+ · · ·+αk = 1. Lze
dokázat (proved’te!), že zobrazeńı f je afinńı, právě když existuje matice A ∈ Rm×n a vektor
b ∈ Rm tak, že

f(x) = Ax + b. (3.22)

Pro m = 1 se zobrazeńı (3.22) nazývá také afinńı funkce 6 f : Rn → R a má tvar

f(x) = aTx+ b = a1x1 + · · ·+ anxn + b, (3.23)

kde a ∈ Rn a b ∈ R.

Př́ıklad 3.9. Zobrazeńı f : R2 → R3 definované jako f(x1, x2) = (x1 + x2 + 1, x1 − x2 − 2, 2x1)
je afinńı. To bychom mohli dokázat ověřeńım podmı́nek (3.4) pro α1 + · · ·+ αk = 1. Ale je to
patrné i z toho, že zobrazeńı lze vyjádřit ve tvaru (3.22):

f(x1, x2) =





1 1
1 −1
2 0





[
x1

x2

]

+





1
−2
0



 .

�

5Tento vektor dobře znaj́ı poč́ıtačov́ı grafici jako homogenńı souřadnice bodu x.
6V lineárńı algebře znamená ‘lineárńı funkce’ něco jiného než v matematické analýze. Např. funkci jedné

proměnné f(x) = ax + b znáte ze základńı školy jako lineárńı, v lineárńı algebře však lineárńı neńı – je afinńı.
Ovšem soustavě rovnic Ax = b se ř́ıká ‘lineárńı’ i v lineárńı algebře.
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Př́ıklad 3.10. Pro dané body x1, . . . ,xk ∈ Rn a y1, . . . ,yk ∈ Rm máme za úkol naj́ıt afinńı
zobrazeńı f takové, aby platilo yi = f(xi) pro všechna i = 1, . . . , k. Řeš́ıme tedy lineárńı
soustavu yi = Axi+b, i = 1, . . . , k, pro neznámé A ∈ Rm×n a b ∈ Rm. Tuto soustavu můžeme
napsat v maticovém tvaru

[
y1 · · · yk

]
=

[
A b

]
[
x1 · · · xk

1 · · · 1

]

.

Je-li k = n+1 a body x1, . . . ,xk jsou afinně nezávislé, matice

[
x1 · · · xk

1 · · · 1

]

je regulárńı a tedy

soustava má jediné řešeńı. �

Shrňme: každé lineárńı zobrazeńı lze reprezentovat jako f(x) = Ax pro nějakou A a každé
afinńı zobrazeńı jako f(x) = Ax + b pro nějaké A,b.

3.4 Cvičeńı

3.1. Rozhodněte, zda následuj́ıćı množiny jsou lineárńı nebo afinńı podprostory Rn a když ano,
určete jejich dimenze:

a) {x ∈ Rn | aTx = 0 } pro dané a ∈ Rn

b) {x ∈ Rn | aTx = b } pro dané a ∈ Rn, b ∈ R

c) {x ∈ Rn | xTx = 1 }
d) {x ∈ Rn | axT = I } pro dané a ∈ Rn

e)
{
x ∈ Rn

∣
∣
∑n

i=1 xi = 0
}

3.2. Je dáno zobrazeńı f(x) = x × y, kde y ∈ R3 je pevný vektor a × označuje vektorový
součin. Jde tedy o zobrazeńı R3 → R3. Je toto zobrazeńı lineárńı? Pokud ano, najděte
matici A tak, aby f(x) = Ax. Čemu je rovno AT ? Jakou hodnost má A?

3.3. Máme zobrazeńı f : R2 → R3 definované jako f(x, y) = (x + y, 2x − 1, x − y). Je toto
zobrazeńı lineárńı? Pokud ano, napǐste ho ve formě (3.5). Je toto zobrazeńı afinńı? Pokud
ano, napǐste ho ve formě (3.22). Obě odpovědi dokažte z definic.

3.4. Mějme nehomogenńı lineárńı soustavu

x + 2y + z = 1
−x + y + 2z = 2

dvou rovnic o třech neznámých. Napǐste množinu řešeńı soustavy jako X+x0, kde X ⊆ R3

je lineárńı podprostor (napǐste jeho bázi) a x0 ∈ R3.

3.5. Najděte bázi prostoru obraz̊u a bázi nulového prostoru následuj́ıćıch lineárńıch zobrazeńı:

a) f(x1, x2, x3) = (x1 − x2, x2 − x3 + 2x1)

b) f(x1, x2) = (2x1 + x2, x1 − x2, 2x2 + x1)

3.6. Máte matice A a B se stejným počtem řádk̊u. Jak byste ověřili, zda rngA = rngB,
umı́te-li spoč́ıtat hodnost libovolné matice?

3.7. Které z těchto výrok̊u jsou pravdivé? Každý výrok dokažte nebo najděte protipř́ıklad.
Některé výroky mohou platit jen pro určité rozměry matic – najděte co nejobecněǰśı pod-
mı́nky na rozměry matic, aby výroky byly pravdivé.
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a) Pokud AB má plnou hodnost, pak A a B maj́ı plnou hodnost.

b) Pokud A a B maj́ı plnou hodnost, pak AB má plnou hodnost.

c) Pokud A a B maj́ı triviálńı nulový prostor, pak AB má triviálńı nulový prostor.

d) (⋆) Pokud A a B jsou úzké s plnou hodnost́ı a plat́ı ATB = 0, pak matice [A B] je
úzká s plnou hodnost́ı.

e) (⋆) Pokud matice

[
A 0
0 B

]

má plnou hodnost, pak A i B maj́ı plnou hodnost.

3.8. Necht’ X je lineárńı podprostor Rn a f : Rn → Rm je lineárńı zobrazeńı. Je množina f(X)
lineárńı podprostor Rm? Odpověd’ dokažte.

3.9. Navrhněte postup, jak spoč́ıtat afinńı zobrazeńı f : R2 → R2, které zobraźı trojúhelńık
s vrcholy p1,p2,p3 ∈ R2 na trojúhelńık s vrcholy q1,q2,q3 ∈ R2. Zobrazeńı má zobrazit
bod p1 do bodu q1 atd.

3.10. Zjisti, zda existuje lineárńı funkce f splňuj́ıćı tyto podmı́nky:

a) f(1, 2) = 2, f(3, 4) = 3.

b) f(1, 2) = 2, f(3, 4) = 3, f(5, 6) = 4.

c) f(1, 0, 1) = −1, f(0, 1, 2) = 1, f(1, 1, 3) = 2.

3.11. Máme podprostorX ⊆ R3 s báźı tvořenou vektory (1, 2, 3) a (−1, 0, 1). Necht’ x = (2, 2, 2).
Plat́ı x ∈ X? Pokud ano, najděte souřadnice vektoru x v této bázi.

3.12. Necht’ A má lineárně nezávislé sloupce. Ukažte, že každá báze podprostoru rngA je tvo-
řena sloupci matice AB pro nějakou regulárńı matici B.

3.13. Dokažte, že pro libovolné dvě matice plat́ı rank(AB) ≤ min{rankA, rankB}.
3.14. Dokažte, že pro každou matici A ∈ Rm×n hodnosti r existuj́ı matice B ∈ Rm×r a C ∈ Rr×n

tak, že A = BC. Poznamenejme, že tomuto rozkladu se ř́ıká rozklad matice podle
hodnosti (rank factorization). Jestliže r ≪ min{m,n}, můžeme t́ım v některých situaćıch
ušetřit pamět’ nebo čas. Porovnejte velikost paměti potřebné pro uložeńı matice A a matic
B,C. Jak byste efektivně spoč́ıtali součin Ax?

3.15. (⋆) Mějme vektory x1, . . . ,xk. Vektor xi nazveme kĺıčový , je-li lineárně nezávislý na před-
choźıch vektorech x1, . . . ,xi−1. Dokažte, že množina kĺıčových vektor̊u je báze podprostoru
span{x1, . . . ,xk}. Všimněte si, že vlastně dokazujete třet́ı tvrzeńı Věty 3.2.

3.16. (⋆) Máme lineárně nezávislé vektory a1, . . . , am ∈ Rn a hledáme vektory am+1, . . . , an ∈ Rn

tak, aby vektory a1, . . . , an byly lineárně nezávislé. Dokažte, že to jde udělat následovně.
Necht’A ∈ Rm×n je matice s řádky aT

1 , . . . , a
T
m. Vybereme množinu J ⊆ {1, . . . , n} lineárně

nezávislých sloupc̊u matice A (viz předchoźı cvičeńı). Pak zvoĺıme vektory am+1, . . . , an

jako n−m vektor̊u standardńı báze ej ∈ Rn kde j ∈ {1, . . . , n}\J . Všimněte si, že vlastně
dokazujete čtvrté tvrzeńı Věty 3.2.

3.17. (⋆) Dokažte Větu 3.14.

Nápověda a řešeńı

3.1.a) Lineárńı podprostor, dimenze n− 1 pro a 6= 0 a n pro a = 0.

3.1.b) Afinńı podprostor dimenze n − 1 pro a 6= 0 a n pro a = 0, b = 0. Pro a = 0, b 6= 0 je množina
prázdná (tedy neńı afinńı podprostor).
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3.1.c) Neńı lineárńı ani afinńı podprostor (je to sféra).

3.1.d) Pro n = 1 a a 6= 0 je množinou jediný bod, tedy afinńı podprostor prostoru R. Pro n = 1 a a = 0

je množina prázdná (tedy neńı afinńı podprostor). Pro n > 1 je množina také prázdná, protože
soustava axT = I nemá řešeńı pro žádné a,x (možný d̊ukaz: je rank I = n, ale rank(axT ) ≤ 1).

3.1.e) Lineárńı podprostor dimenze n− 1.

3.2. Je lineárńı, A =





0 y3 −y2
−y3 0 y1
y2 −y1 0



 je antisymetrická hodnosti 2 pro y 6= 0.

3.3. Je afinńı. Je f(x) = Ax+ b, kde A =





1 1
2 0
1 −1



 b = (0,−1, 0) =





0
−1
0



, x = (x, y) =

[
x
y

]

.

3.4. Např. (1,−1, 2) + span{(1,−1, 1)} = { (1 + α,−1− α, 2 + α) | α ∈ R }.
3.5.a) rngA = R2 a tedy báze rngA je např. I2. Báze nullA je např. (1, 1, 3).

3.5.b) Báze rngA je např. (2, 1, 1), (1,−1, 2). Báze nullA je např. (0, 0).

3.6. rngA = rngB je ekvivalentńı rankA = rank[A B] = rankB.

3.9. Viz Př́ıklad 3.10.

3.10.a) Je f(x1, x2) = a1x1 + a2x2. Reš́ıme soustavu a1 + 2a2 = 2, 3a1 + 4a2 = 3. Tato soustava má
řešeńı, tedy lineárńı funkce existuje.

3.10.b) Ano.

3.10.c) Ne.

3.13. Z Věty 3.6 je rank(AB) ≤ rankA. Dle (2.2) je rank(AB) = rank((AB)T ) = rank(BTAT ) ≤
rank(BT ) = rankB.

3.14. Necht’ sloupce B tvoř́ı bázi podprostoru rngA. Pak každý sloupec aj matice A je lineárńı kom-
binaćı sloupc̊u B, tedy aj = Bcj . Vektory cj tvoř́ı sloupce matice C.
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Kapitola 4

Ortogonalita

4.1 Standardńı skalárńı součin

Na prostoru Rn lze přirozeně definovat standardńı skalárńı součin1

xTy = x1y1 + · · ·+ xnyn = yTx.

Skalárńı součin splňuje Cauchy-Schwarzovu nerovnost (xTy)2 ≤ (xTx)(yTy).
Standardńı skalárńı součin indukuje eukleidovskou normu

‖x‖ =
√
xTx = (x2

1 + · · ·+ x2
n)

1/2, (4.1)

Norma splňuje trojúhelńıkovou nerovnost ‖x+y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖. Ta snadno plyne z Cauchy-
Schwarzovy nerovnosti (umocněte a roznásobte). Norma měř́ı délku vektoru x.

Úhel ϕ dvojice vektor̊u se spoč́ıtá jako

cosϕ =
xTy

‖x‖ ‖y‖ . (4.2)

Speciálně, vektory jsou ortogonálńı neboli kolmé, jestliže xTy = 0, což znač́ıme také x ⊥ y.
Eukleidovská norma indukuje eukleidovskou metriku

d(x,y) = ‖x− y‖, (4.3)

která měř́ı vzdálenost bod̊u x a y.
Protože pro n = 3 takto definované pojmy délky, úhlu a vzdálenosti dobře modeluj́ı prostor,

ve kterém žijeme, prostoru Rn se standardńım skalárńım součinem se často ř́ıká Eukleidovský
prostor .

4.2 Ortogonálńı podprostory

Vektor y ∈ Rn je ortogonálńı na podprostor X ⊆ Rn (což znač́ıme y ⊥ X nebo X ⊥ y),
je-li y ⊥ x pro každé x ∈ X . Pro testováńı této podmı́nky stač́ı ověřit, že y je kolmý na každý
bázový vektor podprostoru X , nebot’ (dokažte!)

y ⊥ span{x1, . . . ,xk} ⇐⇒ y ⊥ xi, . . . , y ⊥ xk. (4.4)

1Pro skalárńı součin prvk̊u x,y z abstraktńıho vektorového prostoru se už́ıvaj́ı značeńı x · y, 〈x,y〉 nebo
(x,y). Protože my ale máme x,y ∈ Rn, vystač́ıme s maticovým zápisem xTy.
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Podprostory X, Y ⊆ Rn jsou ortogonálńı (znač́ıme X ⊥ Y ), je-li x ⊥ y pro každé x ∈ X
a y ∈ Y , neboli y ⊥ X pro každé y ∈ Y . Plat́ı

X ⊥ Y =⇒ X ∩ Y = {0}, (4.5)

nebot’ jediný vektor kolmý sám na sebe je 0 (rozmyslete!).
Ortogonálńı doplněk podprostoru X ⊆ Rn je množina

X⊥ = {y ∈ Rn | y ⊥ X } (4.6)

všech vektor̊u z Rn kolmých na podprostor X . Množina (4.6) je podprostor Rn (dokažte!).

Př́ıklad 4.1. Dvě na sebe kolmé př́ımky v R3 procházej́ıćı počátkem jsou ortogonálńı pod-
prostory, jedna př́ımka neńı ale ortogonálńım doplňkem druhé př́ımky. Ortogonálńı doplněk
k př́ımce v R3 procházej́ıćı počátkem je rovina procházej́ıćı počátkem, která je na tuto př́ımku
kolmá. �

Př́ıklad 4.2. Pozor, stěna mı́stnosti neńı kolmá na podlahu. Opravdu, existuje dvojice vektor̊u,
jeden z podlahy a jeden ze stěny, které nejsou na sebe kolmé (kde jsou?). �

S ortogonálńım doplňkem jsme se vlastně už setkali v §3.2.2: nulový prostor matice je tvořen
všemi vektory kolmými na všechny řádky matice. Ale (dle (4.4)) vektor je kolmý na všechny
řádky matice právě tehdy, je-li kolmý na lineárńı obal řádk̊u matice. Tedy je-li X = rng(AT ),
pak X⊥ = nullA. Krátce

(rng(AT ))⊥ = nullA. (4.7)

Př́ıklad 4.3. Ortogonálńı doplněk podprostoruX = span{(1, 2, 3), (0, 1,−1)} je množina všech

vektor̊u (x1, x2, x3) splňuj́ıćıch x1 + 2x2 + 3x3 = x2 − x3 = 0, neboli X⊥ = null

[
1 2 3
0 1 −1

]

. �

Věta 4.1. Pro každé podprostory X, Y ⊆ Rn plat́ı:

1. dimX + dimX⊥ = n,

2. X ⊥ Y a dimX + dimY = n implikuje Y = X⊥,

3. (X⊥)⊥ = X .

D̊ukaz.

1. Tvrzeńı 1 je rovnost (3.17), kde X = rng(AT ) a X⊥ = nullA.

2. Plat́ı X ⊥ Y ⇐⇒ Y ⊆ X⊥ (nebot’ Y ⊆ X⊥ znamená, že každý vektor z Y je kolmý
na X). Dle tvrzeńı 1 tedy dim(X⊥) = n− dimX = dimY . Dle Věty 3.3 proto Y = X⊥.

3. Necht’ Y = X⊥. Z toho plyne X ⊥ Y a dimX +dimY = n. Z toho ale dle tvrzeńı 2 plyne
X = Y ⊥ = (X⊥)⊥. �

Dle tvrzeńı 3 je Y = X⊥ ⇐⇒ X = Y ⊥. Proto ř́ıkáme, že podprostory X a Y jsou
ortogonálńım doplňkem jeden druhého.

Zformulujme podrobněji naše pozorováńı výše, které vedlo k rovnosti (4.7). Pro každou
matici A ∈ Rm×n je jasné, že:

• rngA = {Ax | x ∈ Rn } ⊆ Rm je lineárńı obal sloupc̊u A,
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• nullA = {x ∈ Rn | Ax = 0 } ⊆ Rn je prostor všech vektor̊u kolmých na řádky A,

• rng(AT ) = {ATx | x ∈ Rm } ⊆ Rn je lineárńı obal řádk̊u A,

• null(AT ) = {x ∈ Rm | ATx = 0 } ⊆ Rm je prostor všech vektor̊u kolmých na sloupce A.

Rovnost (4.7) plynula z druhého a třet́ıho výroku. Dále plat́ı tato věta:

Věta 4.2. Pro každou matici A plat́ı

(rngA)⊥ = null(AT ), (4.8a)

(nullA)⊥ = rng(AT ). (4.8b)

D̊ukaz. Rovnost (4.8a) plyne z prvńıho a čtvrtého pozorováńı výše. Je to vlastně rovnost (4.7)
použitá na matici AT . Rovnost (4.8b) se źıská použit́ım rovnosti (4.8a) na matici AT a rovnosti
(X⊥)⊥ = X . �

4.3 Ortonormálńı množina vektor̊u

Vektor u ∈ Rm nazveme normalizovaný, pokud má jednotkovou délku (‖u‖ = 1 = uTu).
Množinu vektor̊u {u1, . . . ,un} nazveme2 ortonormálńı (trochu nepřesně3 ř́ıkáme, že vektory
u1, . . . ,un jsou ortonormálńı), jestliže každý vektor z této množiny je normalizovaný a každá
dvojice vektor̊u z této množiny je ortogonálńı, tedy

uT
i uj = δij =

{

0 když i 6= j,

1 když i = j.
(4.9)

Věta 4.3. Ortonormálńı množina vektor̊u je lineárně nezávislá.

D̊ukaz. Vynásobme levou stranu implikace (3.2) skalárně vektorem ui, což dá

αi = αiu
T
i ui = α1u

T
i u1 + · · ·+ αnu

T
i un = uT

i 0 = 0.

To plat́ı pro každé i, tedy α1 = · · · = αn = 0. To je pravá strana implikace (3.2). �

Věta 4.4. Necht’ jsou vektory u1, . . . ,un ortonormálńı. Necht’

x = α1u1 + · · ·+ αnun. (4.10)

Pak αi = uT
i x.

D̊ukaz. Vynásobeńım rovnice (4.10) zleva skalárně vektorem ui máme uT
i x = uT

i uiαi = αi. �

Připomeňme (§3.1), že skaláry α1, . . . , αn jsou souřadnice vektoru x v ortonormálńı bázi
{u1, . . . ,un} podprostoru span{u1, . . . ,un}. Ze středńı školy v́ıte (zopakujte a odvod’te!), že
uT
i x je délka ortogonálńı projekce vektoru x do (normalizovaného) vektoru ui. Uvědomte si roz-

d́ıl oproti situaci, kdy vektory u1, . . . ,un jsou lineárně nezávislé, ale ne ortonormálńı (Věta 3.1):
v tom př́ıpadě koeficienty αi muśıme poč́ıtat řešeńım lineárńı soustavy (4.10).

Dosazeńı αi = uT
i x do (4.10) ukáže, že pro každé x ∈ span{u1, . . . ,un} máme

x = (uT
1 x)u1 + · · ·+ (uT

nx)un. (4.11)

Podotkněme, že ortonormálńı báze lineárńıho (pod)prostoru odpov́ıdá tomu, co ze základńı
školy znáte pod pojmem ‘kartézský souřadnicový systém’. Souřadnice bodu (pod)prostoru v̊uči
jeho ortonormálńı bázi (viz §3.1) pak známe jako jeho ‘kartézské souřadnice’.

2Pro vektory z ortonormálńı množiny je obvyklé použ́ıvat ṕısmena u,v,q a ne x,y, a, jak jsme zvykĺı.
Podobně, matice s ortonormálńımi sloupci (§4.4) je obvyklé značit U,V,Q mı́sto A,B.

3Nepřesně proto, že ortonormalita neńı vlastnost jednoho vektoru, ale množiny vektor̊u.
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4.4 Matice s ortonormálńımi sloupci

Necht’ sloupce matice U ∈ Rm×n tvoř́ı ortonormálńı množinu vektor̊u. Dle Věty 4.3 jsou
sloupce U lineárně nezávislé, tedy nutně m ≥ n (tj. U je čtvercová nebo úzká). Podmı́nku
ortonormality (4.9) sloupc̊u matice U lze psát stručně jako (proč?)

UTU = I. (4.12)

To také znamená, že UT je levá inverze matice U a U je pravá inverze matice UT (viz §2.4).
Dle Věty 4.4 pro každé x ∈ rngU plat́ı UUTx = x, což je rovnost (4.11) v maticovém tvaru.

Lineárńı zobrazeńı f(x) = Ux (zobrazeńı z Rn do Rm) zachovává skalárńı součin, nebot’

f(x)T f(y) = (Ux)T (Uy) = xTUTUy = xTy. (4.13)

Pro x = y dostaneme ‖f(x)‖ = ‖Ux‖ = ‖x‖, neboli zobrazeńı zachovává také eukleidovskou
normu. Zobrazeńı f tedy zachovává délky a úhly. Taková zobrazeńı se nazývaj́ı isometrie4.

Věta 4.5. Pro každou čtvercovou matici U plat́ı

UTU = I ⇐⇒ UT = U−1 ⇐⇒ UUT = I. (4.14)

D̊ukaz. Necht’ plat́ı levá rovnost. Pak jsou sloupce U ortonormálńı a tedy lineárně nezávislé.
To ale znamená, že U je regulárńı, protože je čtvercová. Vynásobeńım levé rovnice matićı U−1

zprava źıskáme prostředńı rovnici. Vynásobeńım prostředńı rovnice matićı U zleva źıskáme
pravou rovnici. Zbylé implikace dokážeme podobně. �

Věta ř́ıká, že má-li čtvercová matice ortonormálńı sloupce, má ortonormálńı i řádky, a inverze
takové matice se spoč́ıtá jednoduše transpozićı. Čtvercové matici splňuj́ıćı podmı́nky (4.14) se
ř́ıká ortogonálńı matice.

Zd̊urazněme, že pokud U je obdélńıková s ortonormálńımi sloupci, neplat́ı UUT = I (plat́ı
pouze UUTx = x pro každé x ∈ rngU). Dále, pokud má U ortogonálńı (ne však ortonormálńı)
sloupce, nemuśı mı́t ortogonálńı řádky5.

Necht’ U je ortogonálńı matice. Vezmeme-li determinant obou stran rovnice UTU = I,
máme det(UTU) = det(UT ) detU = (detU)2 = 1. Tedy detU ∈ {−1, 1}.

• Pokud detU = 1, matici se ř́ıká speciálńı ortogonálńı nebo také rotačńı, protože
transformace f(x) = Ux (zobrazeńı z Rn do sebe) znamená otočeńı vektoru x okolo
počátku. Každou rotaci v prostoru Rn lze jednoznačně reprezentovat rotačńı matićı.

• Pokud detU = −1, transformace f je složeńım otočeńı a zrcadleńı (reflexe) kolem nadro-
viny procházej́ıćı počátkem.

Př́ıklad 4.4. Všechny rotačńı matice 2× 2 lze napsat jako

U =

[
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

]

pro nějaké ϕ. Násobeńı vektoru touto matićı odpov́ıdá otočeńı vektoru v rovině o úhel ϕ.
Zkontrolujte si, že UTU = I = UUT a detU = 1. �

4Obecněji, isometrie je zobrazeńı mezi dvěma metrickými (ne nutně lineárńımi) prostory, které zachovává
vzdálenosti. V našem př́ıpadě bychom mohli přesněji mluvit o lineárńı isometrii , tedy o isometrii, která je
zároveň lineárńı zobrazeńı.

5To je možná d̊uvod, proč se čtvercové matici s ortonormálńımi sloupci (tedy i řádky) neř́ıká ‘ortonormálńı’
ale ‘ortogonálńı’. Obdélńıková matice s ortonormálńımi sloupci a čtvercová matice s ortogonálńımi (ne však
ortonormálńımi) sloupci zvláštńı jména nemaj́ı.
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Př́ıklad 4.5. Zrcadleńı (neboli reflexe) v R2 kolem př́ımky procházej́ıćı počátkem a směrnićı
tan(ϕ/2) je reprezentováno ortogonálńı matićı

U =

[
cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

]

.
�

Př́ıklad 4.6. Permutačńı matice je čtvercová matice, jej́ıž sloupce jsou permutované vektory
standardńı báze. Např.

[
e3 e1 e2

]
=





0 1 0
0 0 1
1 0 0



 .

Permutačńı matice je ortogonálńı (dokažte!) a jej́ı determinant je rovný znaménku permutace.�

4.5 QR rozklad

Věta 4.6. Každou matici A ∈ Rm×n lze rozložit na součin

A = QR, (4.15)

kde matice Q ∈ Rm×m je ortogonálńı a matice R ∈ Rm×n je horńı trojúhelńıková.

Rozkladu matice (4.15) se ř́ıká QR rozklad matice A. QR rozklad se poč́ıtá (což zároveň
dokáže Větu 4.6) pomoćı algoritmů založených na Gramm-Schmidtově ortogonalizaci , House-
holderových reflex́ıch nebo Givensových rotaćıch (tyto algoritmy neuvád́ıme). V Matlabu jej
spoč́ıtáte př́ıkazem [Q,R]=qr(A).

Věta 4.6 popisuje tzv. plnou verzi QR rozkladu. Pokud m > n, je posledńıch m− n řádk̊u
matice R nulových (protože R je horńı trojúhelńıková). Tyto řádky jsou násobeny posledńımi
m− n sloupci matice Q. Vynecháme-li tedy z matice R posledńıch m− n řádk̊u a z matice Q
posledńıch m−n sloupc̊u, součin QR se nezměńı. Prom > n lze tedy každouA ∈ Rm×n rozložit
jako A = QR kde Q ∈ Rm×n má ortonormálńı sloupce a R ∈ Rn×n je horńı trojúhelńıková.
Toto je redukovaná verze QR rozkladu, v Matlabu [Q,R]=qr(A,0). Pro m ≤ n obě verze
splývaj́ı. Zkoumejte v Matlabu př́ıkaz help qr!

Necht’ A = QR je redukovaný QR rozklad. Dle Věty 3.6 je rngA = rng(QR) ⊆ rngQ.
Pokud rankA = n (např. A má lineárně nezávislé sloupce), tak dle Věty 3.3 je rngA = rngQ.
Takže sloupce matice Q tvoř́ı ortonormálńı bázi podprostoru rngA. Z Věty 4.6 tedy plyne, že
každý podprostor má ortonormálńı bázi (což je netriviálńı tvrzeńı!).

QR rozklad je velmi užitečný. Typické je jeho užit́ı na řešeńı lineárńıch soustav. Řeš́ıme-li
soustavu Ax = b, rozlož́ıme A = QR a vynásob́ıme soustavu zleva QT , což dá

Rx = QTb. (4.16)

Toto je ekvivalentńı úprava, nebot’ Q je regulárńı (v př́ıpadě plného QR rozkladu). Ale protože
je R trojúhelńıková, soustavu jsme velmi zjednodušili. Např. pokud je A čtvercová regulárńı,
jediné řešeńı soustavy (4.16) lze levně naj́ıt zpětnou substitućı.
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4.6 Ortogonálńı projekce

Ortogonálńı projekce vektoru z ∈ Rm na podprostor X ⊆ Rm je vektor x ∈ X takový, že
(z− x) ⊥ X . Viz obrázek:

0

z = x+ y

y = (I−UUT )z

X = rngU

x = UUT z

‖x‖ = ‖UT z‖

X⊥ = (rngU)⊥ = null(UT )

Ukážeme, jak ortogonálńı projekci spoč́ıtat, je-li dána ortonormálńı báze podprostoru X ,
tedy je-li dána matice U ∈ Rm×n taková, že X = rngU a UTU = I. Protože (viz §4.5) každý
podprostor má ortonormálńı bázi, dokážeme t́ım zároveň i existenci a jednoznačnost ortogonálńı
projekce. Př́ıpadem, kdy podprostor X je zadán libovolnou (ne nutně ortonormálńı) báźı, se
budeme zabývat později v §5.1.1.

Věta 4.7. Necht’ matice U ∈ Rm×n se sloupci u1, . . . ,un ∈ Rm splňuje UTU = I. Ortogonálńı
projekce vektoru z ∈ Rm na podprostor rngU je vektor

x = UUTz = (uT
1 z)u1 + · · ·+ (uT

nz)un. (4.17)

D̊ukaz. Hledáme vektor x ∈ rngU splňuj́ıćı (z − x) ⊥ rngU. Dle (3.10) je x ∈ rngU právě
když x = Uα pro nějaké α. Podmı́nka (z − x) ⊥ rngU ř́ıká, že vektor z − x = z − Uα je
kolmý na sloupce matice U. To lze psát jako UT (z−Uα) = 0 neboli UTz = UTUα. Protože
UTU = I, tato rovnice má právě jedno řešeńı α = UTz. Po dosazeńı x = Uα = UUTz.

Druhá rovnost v (4.17) je jen otázka značeńı. Uvědomı́me si6, že uuTz = (uTz)u, a pak

UUTz = u1u
T
1 z+ · · ·+ unu

T
nz = (uT

1 z)u1 + · · ·+ (uT
nz)un. �

Poznámky k větě:

• Podle Věty 4.4 pro každé z ∈ rngU máme UUTz = z (pozor: ve (4.11) máme x mı́sto z).

• Skaláry αi = uT
i z v (4.17) jsou souřadnice vektoru x v ortonormálńı bázi {u1, . . . ,uk}

podprostoru X (srov. Věta 4.4). Řečeno maticově, α = UTz ∈ Rn jsou souřadnice vektoru
x = Uα v ortonormálńı bázi tvořené sloupci U.

• Přidáme-li k vektor̊um u1, . . . ,un vektory un+1, . . . ,um tak, aby množina u1, . . . ,um byla
ortonormálńı, dostaneme ortonormálńı bázi prostoru Rm. Dle (4.11) tedy pro každé z ∈ Rm

máme
z = (uT

1 z)u1 + · · ·+ (uT
mz)um. (4.18)

Vid́ıme, že (4.17) je vlastně ‘zkrácená’ suma (4.18), ze které jsme vzali jen prvńıch n člen̊u.

6Pozor:, závorka ve výrazu (uT z)u je nutná, protože součin výraz̊u uT z a u neńı maticový součin, ale násobeńı
vektoru skalárem (viz poznámka v §2.1). Oproti tomu, výraz uuT z je maticový součin ťŕı matic u,uT , z, takže
závorky v něm být nemuśı.
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• Má-li matice U jediný sloupec (označme ho U = u ∈ Rm), pak

x = uuT z = (uTz)u. (4.19)

To je tedy vzoreček pro projekci vektoru z na př́ımku X = rngu = span{u} procházej́ıćı
počátkem (kde ‖u‖ = 1), který máte znát ze středńı školy. Středoškolské odvozeńı: skalárńı
součin uTz je délka (se znaménkem) pr̊umětu a (4.19) je vektor této délky ve směru u.

Zobrazeńı dané vzorcem (4.17) (za předpokladu UTU = I) je lineárńı zobrazeńı reprezen-
tované matićı

P = UUT , (4.20)

které se proto ř́ıká ortogonálńı projektor (na podprostor X = rngU). Z (4.20) ihned plynou
(ověřte!) dvě vlastnosti ortogonálńıho projektoru:

P2 = P = PT (4.21)

(kde P2 je zkratka pro PP). Vlastnost P2 = P (ř́ıká se j́ı idempotence matice P) ř́ıká očivid-
nou věc: když vektor jednou promı́tneme na nějaký podprostor, tak opětovné promı́tnut́ı na
tentýž podprostor ho už nezměńı. Dá se ukázat (d̊ukaz neuvád́ıme), že každá čtvercová matice
s vlastnostmi (4.21) je ortogonálni projektor (na nějaký podprostor).

4.6.1 Projekce na ortogonálńı doplněk

Pohled na ortogonálńı projekci se stane úplněǰśı, zahrneme-li do něj kromě podprostoru X i
jeho ortogonálńı doplněk X⊥ (viz obrázek výše). Vlastně jsme ukázali, že pro každý vektor
z ∈ Rm existuje právě jedna dvojice vektor̊u x ∈ X a y ∈ X⊥ tak, že x + y = z. Opravdu,
podmı́nku y ∈ X⊥ lze psát jako y ⊥ X neboli (z− x) ⊥ X (domyslete do konce!).

Co je prostorem obraz̊u a nulovým prostorem ortogonálńıho projektoru? Úvahou (Kam se
promı́tne každý vektor? Které vektory se promı́tnou do počátku?) snadno vid́ıme, že

rngP = X, (4.22a)

nullP = X⊥. (4.22b)

Algebraicky to také plyne z Vět 3.6 a 3.8.
Dále z obrázku vid́ıme, že je-li P projektor na X , tak I−P je projektor na X⊥. Vskutku:

y = z− x = z−UUTz = z−Pz = (I−P)z. (4.23)

Rozved’me tuto myšlenku: zkoumejme ortogonálńı matici
[
U V

]
∈ Rm×m, která je složená

ze dvou blok̊u U ∈ Rm×n a V ∈ Rm×(m−n). Z ortonormality sloupc̊u máme UTU = I a
VTV = I, a dále UTV = 0 neboli rngU ⊥ rngV. Plat́ı ovšem dokonce

(rngU)⊥ = rngV, (4.24)

což plyne z Věty 4.1, nebot’ dim rngU + dim rngV = n + (m − n) = m. Vid́ıme, že rozděleńı
sloupc̊u ortogonálńı matice do dvou blok̊u generuje rozklad prostoru na podprostor a jeho
ortogonálńı doplněk. Nav́ıc z Věty 4.5 máme

[
U V

] [
U V

]T
= UUT +VVT = I, (4.25)

jak ověř́ıme roznásobeńım blokových matic (proved’te!). To souhlaśı, protože projektor na pod-
prostor X je P = UUT a tedy projektor na podprostor X⊥ je VVT = I−UUT = I−P.
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4.6.2 Vzdálenost bodu od podprostoru

Z obrázku na začátku §4.6 je intuitivně jasné, že projekce x = Pz je bod podprostoru X
nejbližš́ı bodu z. Tato vlastnost ortogonálńı projekce je d̊uležitá pro optimalizaci, využijeme ji
např. v §5. Dokažme ji přesně:

Věta 4.8. Je-li x ∈ X ortogonálńı projekce vektoru z na podprostor X , pak pro každé x′ ∈ X
plat́ı ‖z− x‖ ≤ ‖z− x′‖.

D̊ukaz. Protože X je podprostor a x,x′ ∈ X , je x − x′ ∈ X . Protože (z − x) ⊥ X , plat́ı
(z− x) ⊥ (x− x′). Z Pythagorovy věty tedy ‖z− x′‖2 = ‖z− x‖2 + ‖x− x′‖2 ≥ ‖z− x‖2. �

Z toho plyne, že vzdálenost bodu z od podprostoru X⊥ = (rngU)⊥ = null(UT ) je rovna
délce projekce bodu z na podprostor X = rngU, tedy

‖x‖ = ‖UUTz‖ = ‖UTz‖, (4.26)

kde jsme použili, že zobrazeńı reprezentované matićıU zachovává eukleidovskou normu (viz §4.4).
Samozřejmě stále předpokládáme, že U má ortonormálńı sloupce.

Jako v §4.6.1, doplňme matici U na ortogonálńı matici
[
U V

]
, tedy X⊥ = rngV. Pak

vzdálenost bodu z od podprostoru X je ‖y‖ = ‖VTz‖. Z (4.25) máme

‖x‖2 + ‖y‖2 = ‖UTz‖2 + ‖VTz‖2 = zTUUTz+ zTVVTz = zT (UUT +VVT )z = zTz = ‖z‖2.
(4.27)

To neńı nic jiného než Pythagorova věta.
Vzorec (4.26) poč́ıtá vzdálenost bodu od lineárńıho podprostoru X⊥ = null(UT ), tj. tento

podprostor je tvořen řešeńımi homogenńı soustavy UTx = 0. Často potřebujeme spoč́ıtat vzdá-
lenost bodu of afinńıho podprostoru. Jak to uděláme? Reprezentujme tento afinńı podprostor,
A ⊆ Rm, množinou řešeńı lineárńı soustavy UTx = b (viz Věta 3.13), tedy

A = {x ∈ Rm | UTx = b } = {x ∈ Rm | UT (x− x0) = 0 } = X⊥ + x0, (4.28)

kde x0 je libovolný bod splňuj́ıćı UTx0 = b. Vid́ıme, že vzdálenost bodu z od afinńıho podpro-
storu A je rovna vzdálenosti bodu z− x0 od lineárńıho podprostoru X⊥, což je

‖UT (z− x0)‖ = ‖UTz− b‖. (4.29)

Speciálně, necht’ náš afinńı podprostor je nadrovina {x ∈ Rn | aTx = b }, kde předo-
pkládáme a 6= 0 (jinak by podprostor nebyl nadrovinou, tj. neměl by dimenzi n − 1). Jestliže
‖a‖ = 1, vzdálenost bodu z od nadroviny je rovna |aTz− b‖. Obecně je tato vzdálenost rovna
|aTz − b‖/‖a‖. Vid́ıme zde geometrický význam vektoru a a č́ısla b: a je normálový vektor
nadroviny a |b|/‖a‖ je vzdálenost nadroviny od počátku.

4.7 Cvičeńı

4.1. Máme vektory x = (1, 2, 3) a y = (−1, 0, 1). Spoč́ıtejte (a) délku vektoru x, (b) vzdálenost
bod̊u x a y, (c) úhel mezi vektory x a y.

4.2. Najděte bázi ortogonálńıho doplňku prostoru span{(0, 1, 1), (1, 2, 3)}.
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4.3. Najděte ortonormálńı bázi podprostoru span{ (1, 1, 1,−1), (2,−1,−1, 1), (−1, 2, 2, 1) } po-
moćı QR rozkladu (použijte Matlab).

4.4. Dokažte, že součin ortogonálńıch matic je ortogonálńı matice.

4.5. Pro jaké n je matice diag(−1n) (tedy diagonálńı matice se samými mı́nus jedničkami na
diagonále) rotačńı?

4.6. Počet nezávislých parametr̊u (“stupň̊u volnosti”) ortogonálńı matice n × n se źıská jako
rozd́ıl počtu prvk̊u matice (n2) a počtu nezávislých (v našem př́ıpadě r̊uzných) rovnic
v podmı́nceUTU = I. Neformálně řečeno udává, kolika ‘knofĺıky’ můžeme nezávisle ‘krou-
tit’ při rotaci v n-rozměrném prostoru. Jaké je toto č́ıslo pro n = 2, 3, 4? Najděte vzorec
pro obecné n.

4.7. Pokud ‖x‖ = ‖y‖, dokažte, že (x+ y) ⊥ (x− y). V prostoru R2 nakreslete vektory x+ y
a x− y.

4.8. Máme vektory x1 = (1,−1, 0, 2), x2 = (1, 1, 1, 0), x3 = (−1,−1, 2, 0).

a) Ověřte, že vektory x1,x2,x3 jsou po dvojićıch ortogonálńı.

b) Najděte libovolnou bázi podprostoru span{x1,x2,x3}⊥.
c) Najděte ortogonálńı projektory na podprostory span{x1,x2,x3} a span{x1,x2,x3}⊥.

4.9. Najděte dva ortogonálńı vektory x,y takové, že span{x,y} = span{(0, 1, 1), (1, 2, 3)}.

4.10. Spočtěte co nejjednodušš́ım zp̊usobem inverzi matice
1

3





−1 2 2
2 −1 2
2 2 −1



. Je tato matice

ortogonálńı projektor?

4.11. (⋆) Necht’ X, Y jsou podprostory Rn. Definujme X + Y = {x + y | x ∈ X, y ∈ Y }.
Dokažte:

a) X ⊆ Y =⇒ X⊥ ⊇ Y ⊥.

b) X + Y je generován sjednoceńım libovolné báze X a libovolné báze Y . Tedy je-li
{x1, . . . ,xk} báze X a {y1, . . . ,yl} báze Y , pak X+Y = span{x1, . . . ,xk,y1, . . . ,yl}.

c) (X + Y )⊥ = X⊥ ∩ Y ⊥.

d) (X ∩ Y )⊥ = X⊥ + Y ⊥

4.12. Jak byste levně spoč́ıtali absolutńı hodnotu determinantu matice z jej́ıho QR rozkladu?

4.13. Pro UTU = I reprezentuje matice H = I− 2UUT zrcadleńı (reflexi) vzhledem k podpro-
storu X = (rngU)⊥, proto této matici budeme ř́ıkat reflektor.

a) Odvod’te vzorec pro reflektor geometrickou úvahou, podobnou jako pro projektor.

b) Dokažte, že H−1 = H = HT (srov. s (4.21)).

c) Co je Hx když x ∈ X? Ukažte algebraicky a od̊uvodněte geometricky.

d) Co je Hx když x ⊥ X? Ukažte algebraicky a od̊uvodněte geometricky.

Poznamenejme, že známěǰśı je př́ıpad, kdy U má jediný sloupec, tedy H = I− 2uuT kde
uTu = 1. Tato matice reprezentuje zrcadleńı kolem nadroviny s normálovým vektorem u
a je známa jako elementárńı reflektor nebo Householderova matice.

4.14. (⋆) RQ rozklad rozlož́ı matici A = RQ, kde R je horńı trojúhelńıková a Q je ortogonálńı.
Jak byste spoč́ıtali RQ rozklad z QR rozkladu?
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4.15. Existuje isometrie f : R3 → R4 taková, že f(1,−1, 2) = (1, 2,−1, 1) a f(1, 1, 0) = (0, 1,−1, 0)?

4.16. Dokažte: Jestliže sloupce matice U tvoř́ı ortonormálńı bázi nějakého podprostoru, pak
sloupce maticeV = UC tvoř́ı ortonormálńı bázi téhož podprostoru pro každou ortogonálńı
matici C.

4.17. Necht’ UTU = I. Najděte co nejjednodušš́ı vzorec pro

a) vzdálenost bodu x od podprostoru rngU,

b) vzdálenost bodu x od podprostoru null(UT ) = {x | UTx = 0 },
c) vzdálenost počátku 0 od afinńıho podprostoru {x | UTx = b },
d) vzdálenost bodu x od afinńıho podprostoru {x | UTx = b }.

4.18. Necht’ X, Y ⊆ Rn jsou podprostory takové, že X ⊆ Y . Tvrd́ıme, že když vektor ortogo-
nálně promı́tneme nejdř́ıve na Y a potom na X , dostaneme stejný výsledek, jako když ho
ortogonálně promı́tneme rovnou na X . Dokažte toto tvrzeńı algebraicky nebo ho vyvrat’te.

4.19. Necht’ UTU = I. Dokažte, že

a) Prvky matice U splňuj́ı |uij| ≤ 1.

b) Pro každý řádek uT matice U plat́ı ‖u‖ ≤ 1.

4.20. Necht’ P je ortogonálńı projektor (na nějaký podprostor). Dokažte, že

a) Prvky matice P splňuj́ı |pij| ≤ 1.

b) Diagonálńı prvky matice P jsou nezáporné.

4.21. Obecnou projekćı se v lineárńı algebře rozumı́ každé lineárńı zobrazeńı f(z) = Pz, které je
idempotentńı, tedy f(f(z)) = f(z) neboli P2 = P. Projekce nemuśı být ortogonálńı, může
být šikmá – pak promı́táme ve směru podprostoru nullP na podprostor rngP.

a) Dokažte, že pro každý vektor z plat́ı z−Pz ∈ nullP.

b) Projekce je ortogonálńı, právě když PT = P. Dokažte, že potom (rngP)⊥ = nullP.

4.22. Necht’ A,B jsou libovolné matice splňuj́ıćı AB = I (tedy A je levá inverze B a B je pravá
inverze A, viz §2.4). Dokažte, že:

a) P = BA je (obecný) projektor dle Cvičeńı 4.21, tedy plat́ı P2 = P.

b) nullP = nullA a rngP = rngB.

c) Co jsou matice A,B v př́ıpadě ortogonálńı projekce?

4.23. Pro jaké vektory x,y plat́ı trojúhelńıková nerovnost ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ s rovnost́ı?

4.24. Dokažte Pythagorovu větu: x ⊥ y =⇒ ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2. Dokažte jej́ı zobecněńı:
jsou-li vektory x1, . . . ,xk po dvojićıch ortogonálńı, pak ‖x1 + · · ·+ xk‖2 = ‖x1‖2 + · · ·+
‖xk‖2.

4.25. Zobrazeńı F: Rn×n → Rn×n je dané vzorcem F(A) = (I −A)(I +A)−1. Předpokládejte,
že A je taková, že I+A je regulárńı. Dokažte, že:

a) Pro každou A je (I−A)(I+A) = (I+A)(I−A).

b) Pro každou A je (I−A)(I+A)−1 = (I+A)−1(I−A).

c) Pro každou antisymetrickou A je F(A) ortogonálńı.

d) Pro každou ortogonálńı A je F(A) antisymetrická.
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e) Zobrazeńı F je inverźı sama sebe, tedy F(F(A)) = A pro každé A.

Před d̊ukazy na paṕı̌re se přesvědčte v Matlabu, že tvrzeńı plat́ı pro náhodné matice.

Nápověda a řešeńı

4.2. Např. (1, 1,−1)

4.3. Báze je { (1, 1, 1,−1)/2, (3,−1,−1, 1)/
√
12, (0, 1, 1, 2)/

√
6 }

4.5. Muśı být det diag(−1n) = (−1)n > 0, tedy pro sudá n.

4.6. Podmı́nka UTU = I je soustava rovnic uT
i uj = δij pro i, j = 1, . . . , n, kde u1, . . . ,un jsou sloupce

matice U. Tato soustava obsahuje jen
(n
2

)
+n r̊uzných rovnic (napǐste si ji např. pro n = 4). Tedy

počet stupň̊u volnosti je n2 −
(n
2

)
− n =

(n
2

)
= n(n− 1)/2.

4.9. Zvoĺıme y = (1, 2, 3)−rx, kde r ∈ R spoč́ıtáme z xTy = 0. Tedy r = 5
2 a y = (1,−1

2 ,
1
2). (V duchu

Gram-Smidtovy ortogonalizace, jestli ji znáte.)

4.10. Neńı matice náhodou ortogonálńı? Ort. projektor to neńı, protože nesplňuje P2 = P.

4.11.c) Plyne z (b).

4.11.d) Plyne z (c) s použit́ım (X⊥)⊥ = X.

4.13.c) Je x ∈ X = (rngU)⊥ = null(UT ), tedy UTx = 0, tedy Hx = x. Geometricky to znamená, že
když vektor lež́ı v rovině zrcadleńı, tak ho zrcadleńı nezměńı.

4.13.d) x ⊥ X je to samé jako x ∈ X⊥ = ((rngU)⊥)⊥ = rngU, tedy x = Uα pro nějaké α. Tedy
UUTx = UUTUα = Uα = x (taky to lze vidět z (4.22a), protože UUT je projektor naX). Tedy
Hx = −x. Geometricky: zrcadleńı vektoru kolmého k rovině zrcadleńı vektoru obrát́ı orientaci.

4.15. Ne, protože isometrie zachovává eukleidovskou normu, ale ‖(1,−1, 2)‖ 6= ‖(1, 2,−1, 1)‖.
4.16. Vı́me, že U ∈ Rm×n a C ∈ Rn×n, kde m ≥ n, a UTU = I, CTC = I = CCT . Sloupce matic U

a V tvoř́ı báze stejného podprostoru, nebot’ dle Věty 3.6 je rngU = rngV (C je matice přechodu
k jiné bázi). Sloupce matice V jsou ortonormálńı, nebot’ VTV = CTUTUC = CTC = I.

4.17.a) ‖(I −UUT )x‖, v́ıc to už zjednodušit nejde.

4.17.b) ‖UTx‖, viz §4.6.2.
4.17.c) ‖b‖, viz §4.6.2.
4.17.d) ‖UTx− b‖, viz §4.6.2.
4.18. Je pravdivé. Důkaz: Necht’

[
U V

]
je matice s ortonormálńımi sloupci taková, že X = rngU

a Y = rng
[
U V

]
. Z toho plyne X ⊆ Y . Všimněte si (použijeme později), že UTU = I a

UTV = 0. Označme P = UUT projektor na X a Q =
[
U V

] [
U V

]T
projektor na Y . Máme

dokázat, že pro každé z plat́ı PQz = Pz, neboli PQ = P. Plat́ı PQ = UUT
[
U V

] [
U V

]T
=

U
[
UTU UTV

] [
U V

]T
= U

[
I 0

] [
U V

]T
= UUT = P.

4.19.b) Doplňme matici U na ortogonálńı matici W =
[
U V

]
. Řádek této matice je wT =

[
uT vT

]
.

Z ortogonality W je však wTw = uTu+ vTv = 1. Z toho uTu ≤ 1.

4.20.a) Z P = UUT máme pij = uT
i uj, kde ui je i-tý řádek U. Protože ‖ui‖ ≤ 1, muśı být |uT

i uj | ≤ 1.

4.20.b) Máme pii = uT
i ui ≥ 0

4.21.a) z−Pz ∈ nullP znamená P(z−Pz) = P(I −P)z = 0. Ale P(I−P) = P−P2 = P−P = 0.

4.21.b) Dle (4.8a) je (rngP)⊥ = null(PT ) = nullP. Srov. s Cvičeńım 5.16.

4.22.a) P2 = PP = BABA = BA = P

49



4.22.b) B má levou inverzi a tedy dle Věty 3.7 má l.n. sloupce. Dle Věty 3.8 tedy nullP = null(BA) =
nullA. rngP = rngB dokážeme podobně z Vět 3.5 a 3.6.

4.22.c) A = U a B = UT , kde U má ortonormálńı sloupce.
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Kapitola 5

Nehomogenńı lineárńı soustavy

Mějme soustavu m lineárńıch rovnic o n neznámých

Ax = b, (5.1)

kde A ∈ Rm×n, x ∈ Rn, b ∈ Rm. Soustava má (aspoň jedno) řešeńı, právě když b ∈ rngA (tedy
b je lineárńı kombinaćı sloupc̊u A), což lze psát také jako rank[A b] = rankA (Frobeniova
věta). Pokud je množina řešeńı soustavy neprázdná, je to afinńı podprostor Rn (dle Věty 3.13).

V této kapitole se zaměř́ıme pouze na nehomogenńı soustavy (tj. b 6= 0). Rozlǐsme tři
př́ıpady:

• Soustava nemá řešeńı. To nastane právě tehdy, když b /∈ rngA. Taková soustava se nazývá
přeurčená. V tom př́ıpadě můžeme cht́ıt řešit soustavu přibližně, což je tématem §5.1.

• Soustava má právě jedno řešeńı. To nastane právě tehdy, když b ∈ rngA a matice A má
lineárně nezávislé sloupce (tedy jej́ı nulový prostor je triviálńı).

• Soustava má nekonečně mnoho řešeńı. To nastane právě tehdy, když b ∈ rngA a matice
A má lineárně závislé sloupce. Taková soustava se nazývá nedourčená. V tom př́ıpadě
můžeme cht́ıt z množiny řešeńı vybrat jediné, č́ımž se budeme zabývat v §5.2.

5.1 Přibližné řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u

Pokud soustava (5.1) nemá řešeńı, řešme ji přibližně (což můžeme značit Ax ≈ b). Hledejme
takové x, aby eukleidovská norma vektoru r = b−Ax zbytk̊u (neboli rezidúı) byla co nejmenš́ı.
Úloha se nezměńı (proč?), když mı́sto eukleidovské normy budeme minimalizovat jej́ı čtverec
‖r‖2 = rT r = r21 + · · ·+ r2m. Tedy řeš́ıme úlohu

min
x∈Rn

‖Ax− b‖2. (5.2)

Protože minimalizujeme součet čtverc̊u rezidúı, mluv́ıme o přibližném řešeńı soustavy ve smyslu
nejmenš́ıch čtverc̊u (least squares solution)1.

Př́ıklad 5.1. Soustava třech rovnic o dvou neznámých

x + 2y = 6
−x + y = 3
x + y = 4

1Přesně by se mělo ř́ıkat least sum of squares , protože je i metoda založená na least median of squares .
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je přeurčená. Jej́ı přibližné řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u znamená naj́ıt taková č́ısla x, y,
která minimalizuj́ı č́ıslo (x+ 2y − 6)2 + (−x+ y − 3)2 + (x+ y − 4)2. �

Úlohu (5.2) vyřeš́ıme následuj́ıćı úvahou, patrnou z obrázku:

0
b

Ax = Pb

b−Ax = (I−P)b

X = rngA

X⊥ = null(AT )

Pokud vzdálenost ‖Ax−b‖ bod̊u Ax a b má být minimálńı, muśı být vektor b−Ax kolmý na
podprostor rngA. To je intuitivně jasné a přesně jsme to dokázali ve Větě 4.8. To ale znamená
(viz (4.4)), že vektor b −Ax muśı být kolmý na každý sloupec matice A. Tuto podmı́nku lze
zapsat jako AT (Ax− b) = 0, tedy

ATAx = ATb. (5.3)

Tedy máme tento výsledek: x je optimálńı řešeńı optimalizačńı úlohy (5.2) právě tehdy, když
x je řešeńım soustavy (5.3). Soustava (5.3) se nazývá normálńı rovnice (protože normála
= kolmice). Je to soustava n rovnic o n neznámých. Abychom mohli zkoumat jej́ı řešitelnost,
uvedeme následuj́ıćı větu.

Věta 5.1. Pro každou matici A plat́ı2

rng(ATA) = rng(AT ), (5.4a)

null(ATA) = nullA. (5.4b)

D̊ukaz. Dokažme nejprve rovnost (5.4b), tj. ATAx = 0 ⇐⇒ Ax = 0. Implikace ⇐ je jasná,
vynásobeńım Ax = 0 zleva matićı AT . Implikace ⇒ se dokáže takto:

ATAx = 0 =⇒ xTATAx = (Ax)T (Ax) = 0 =⇒ Ax = 0,

nebot’ pro libovolný vektor y plat́ı yTy = 0 =⇒ y = 0 (proč?).
Dokažme (5.4a). Z definice (3.10) je jasné (viz Věta 3.6), že rng(ATA) ⊆ rng(AT ). Nyńı

použijeme Větu 3.11 jednou na matici A a jednou na matici ATA:

dim rngA+ dimnullA = n = dim rng(ATA) + dimnull(ATA).

Dı́ky (5.4b) z toho máme dim rng(ATA) = dim rngA = dim rng(AT ), kde druhá rovnost
je (2.2). Ale pokud je podprostor podmnožinou jiného podprostoru a oba maj́ı stejnou dimenzi,
jsou stejné (dle Věty 3.3). �

2Matice tvaru ATA či AAT se objevuj́ı v r̊uzných situaćıch. Označme jako a1, . . . , an ∈ Rm sloupce ma-
tice A. Matici ATA ∈ Rn×n se ř́ıká Gramova matice vektor̊u a1, . . . , an a jej́ı prvky jsou skalárńı součiny aTi aj
(viz (2.8)). Matici AAT ∈ Rm×m lze zase vidět (až na skalárńı násobek) jako empirickou kovariančńı matici
n pozorováńı a1, . . . , an m-tice náhodných proměnných.
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Soustava (5.3) má řešeńı, právě kdyžATb ∈ rng(ATA). Ale z (5.4a) je rng(AT ) = rng(ATA).
Protože ATb ∈ rng(AT ) pro libovolné A,b, vid́ıme, že soustava má vždy řešeńı. Je zaj́ımavé,
že pro d̊ukaz tohoto tvrzeńı jsme potřebovali rovnost (5.4a), jej́ıž d̊ukaz neńı snadný (použ́ıvá
Větu 3.11). Zdá-li se vám, že muśı existovat elementárněǰśı d̊ukaz, schválně ho zkuste naj́ıt!

Zkombinujeme-li (5.4a) (použité jednou na matici A a jednou na matici AT ) a (2.2), máme

rank(AAT ) = rankA = rank(AT ) = rank(ATA). (5.5)

Dle (5.5) je matice ATA regulárńı, právě když A má lineárně nezávislé sloupce. V tom př́ıpadě
můžeme soustavu (5.3) řešit pomoćı inverze. Řešeńım je vektor x = A+b, kde

A+ = (ATA)−1AT . (5.6)

Matice (5.6) se nazývá pseudoinverze matice A s lineárně nezávislými sloupci. Je to jedna
z levých inverźı matice A, nebot’ A+A = (ATA)−1ATA = I.

Má-li matice A lineárně závislé sloupce, vzorec (5.6) nelze použ́ıt (zkrátka proto, že matice
ATA nemá inverzi). V tom př́ıpadě soustava (5.3), a tedy i úloha (5.2), maj́ı nekonečně mnoho
(afinńı podprostor) řešeńı (pozor, to je něco jiného, než že soustava (5.1) má nekonečně mnoho
řešeńı!).

5.1.1 Ortogonálńı projekce na podprostor daný obecnou báźı

Pokud x je řešeńı normálńı rovnice, vektor Ax je ortogonálńı projekćı vektoru b na podpro-
stor X = rngA (viz obrázek výše). Pokud A má lineárně nezávislé sloupce (tj. tyto sloupce
tvoř́ı bázi podprostoru X), z (5.6) máme Ax = Pb, kde

P = AA+ = A(ATA)−1AT . (5.7)

Toto je tedy projektor na podprostor X s báźı (ne nutně ortonormálńı) tvořenou sloupci ma-
tice A. Zd̊urazněme, že projektor (5.7) vyjde stejný pro libovolnou bázi podprostoru X (viz
Cvičeńı 5.11). Pokud je báze ortonormálńı, je ATA = I a (5.7) se redukuje na (4.20).

Projekce na X⊥ má přirozenou úlohu v problému (5.2): hodnota jeho minima je ‖b−Ax‖2 =
‖b−Pb‖2 = ‖(I−P)b‖2.

5.1.2 Řešeńı pomoćı QR rozkladu

I když má matice A lineárně nezávislé sloupce, řešeńı pomoćı pseudoinverze (5.6) nemuśı být
vhodné pro numerické výpočty, kdy nezbytně použ́ıváme aritmetiku s konečnou přesnost́ı.

Př́ıklad 5.2. Řešme soustavu Ax = b pro

A =

[
3 6
1 2.01

]

, b =

[
9

3.01

]

.

Matice A je regulárńı. Dejme tomu, že použ́ıváme aritmetiku s pohyblivou řádovou čárkou
s přesnost́ı na 3 platné cifry. Gaussova eliminace najde přesné řešeńı soustavy x = (1, 1). Pokud
ovšem v této aritmetice zformulujeme normálńı rovnici ATAx = ATb, dostaneme

ATA =

[
10 20
20 40

]

, ATb =

[
30
60.1

]

.
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I když v přesné aritmetice je matice ATA regulárńı, v naš́ı přibližné aritmetice došlo v součinu
ATA k zaokrouhleńı a výsledná matice je singulárńı. Tedy soustava ATAx = ATb nemá
řešeńı. �

Numericky vhodněǰśı zp̊usob je řešit normálńı rovnici bez explicitńıho výpočtu součinuATA.
To lze udělat pomoćı redukovaného QR rozkladu A = QR. Po dosazeńı do normálńı rov-
nice máme RTQTQRx = RTQTb neboli RTRx = RTQTb. Jestliže A má lineárně nezávislé
sloupce, maticeR je regulárńı. Vynásobeńım matićı R−T zleva (což je tedy ekvivalentńı úprava)
máme

Rx = QTb. (5.8)

Zd̊uraněme, že pokud A neńı čtvercová, pak soustava (5.8) neńı ekvivalentńı p̊uvodńı soustavě
Ax = b.

Jestliže sloupce A jsou lineárně závislé, postup je trochu složitěǰśı, ale také stoj́ı na QR
rozkladu. V Matlabu je řešeńı nehomogenńı lineárńı soustavy implementováno v operátoru \
(zpětné lomı́tko). Pokud je soustava přeurčená, výsledkem je přibližné řešeńı ve smyslu nejmen-
š́ıch čtverc̊u, přičemž použitý algoritmus použ́ıvá QR rozklad. Pochopte všechny funkce operá-
tor̊u lomı́tko a zpětné lomı́tko pomoćı studia př́ıkaz̊u help mrdivide a help mldivide!

5.1.3 Lineárńı regrese

Regrese je modelováńı funkčńı závislosti nějaké proměnné na jiné proměnné. Modelujme zá-
vislost proměnné y ∈ R na proměnné x ∈ X (kde X je libovolná množina) regresńı funkćı

y = f(x, θ),

která je známa až na parametry θ ∈ Rn. Je dán soubor dvojic (xi, yi), i = 1, . . . , m, kde měřeńı
yi ∈ R jsou zat́ıžena chybou. Úkolem je naj́ıt parametry θ, aby yi ≈ f(xi, θ) pro všechna i.
Minimalizujeme součet čtverc̊u rezidúı, tedy řeš́ıme úlohu

min
θ∈Rn

m∑

i=1

(yi − f(xi, θ))
2. (5.9)

Často je regresńı funkce taková, že pro každé x je lineárńı funkćı parametr̊u θ. V tom př́ıpadě
mluv́ıme o lineárńı regresi. Taková funkce jde vždy napsat jako lineárńı kombinace

f(x, θ) = θ1ϕ1(x) + · · ·+ θnϕn(x) = ϕ(x)Tθ (5.10)

nějakých daných funkćı3 ϕj: X → R. Pak

m∑

i=1

(yi − f(xi, θ))
2 = ‖y −Aθ‖2,

kde y = (y1, . . . , ym) a prvky matice A = [aij ] ∈ Rm×n jsou aij = ϕj(xi) (odvod’te!). Tedy
vyjádřili jsme úlohu (5.9) ve tvaru (5.2).

Př́ıklad 5.3. Nejjednodušš́ı př́ıpad je pro n = 1 a konstantńı funkci ϕi(x) = 1. Funkce (5.10)
je tedy f(x, θ) = θ. Úloha (5.9) zńı minθ∈R

∑

i(yi−θ)2. Snadno spoč́ıtáme (udělejte!), že řešeńım
je aritmetický pr̊uměr θ = 1

m

∑m
i=1 yi č́ısel y1, . . . , ym. �

3Funkce ϕj se často nazývaj́ı bázové funkce (pokud jsou ovšem lineárně nezávislé).
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Př́ıklad 5.4. Proložeńı bod̊u polynomem 4. Necht’ X = R a ϕj(x) = xj−1. Pak regresńı funkce

f(x, θ) = θ1 + θ2x+ θ3x
2 + · · ·+ θnx

n−1

je polynom stupně n− 1 proměnné x. Matice

A =








1 x1 x2
1 · · · xn−1

1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2
...

1 xm x2
m · · · xn−1

m








je známá jako Vandermondova matice.
Tento př́ıpad jde snadno zobecnit na polynomy v́ıce proměnných: máme T = Rd a bázové

funkce jsou monomy proměnných x1, . . . , xd (viz §6) až do nějakého stupně. �

5.1.4 Statistické od̊uvodněńı kritéria nejmenš́ıch čtverc̊u

Možná se ptáte, proč se má nalezeńı přibližného rešeńı přeurčené soustavy formulovat zrovna
jako (5.2). Uvedeme statistický d̊uvod, odkud se kritérium nejmenš́ıho součtu čtverc̊u vzalo.

Odhadujme skryté parametry x nějakého systému z měřeńı b na systému. Budiž vázány
známou lineárńı závislost́ı b = Ax. Měřeńı jsou zat́ıžena chybami, které jsou zp̊usobeny šumem
senzor̊u, nepřesnostmi měřeńı, nedokonalou znalost́ı modelu, apod. Tedy

b = Ax+ r, (5.11)

kde r = (r1, . . . , rm) jsou náhodné proměnné modeluj́ıćı chyby měřeńı b = (b1, . . . , bm). Metoda
nejmenš́ıch čtverc̊u ř́ıká, že máme minimalizovat ‖r‖22 =

∑m
i=1 r

2
i , ale neř́ıká proč.

Důvod odvod́ıme statistickou úvahou. Metoda čińı dva předpoklady:

• Náhodné proměnné ri maj́ı normálńı (neboli Gaussovo) rozděleńı s nulovou středńı hod-
notou a směrodatnou odchylkou σ, s hustotou pravděpodobnosti

p(ri) = c e−r2
i
/(2σ2),

kde c =
(
σ
√
2π

)−1
je normalizačńı konstanta.

• Náhodné proměnné r1, . . . , rm jsou na sobě nezávislé. Tedy sdružená hustota pravděpo-
dobnosti je rovna součinu

p(r) = p(r1, . . . , rm) =
m∏

i=1

p(ri) =
m∏

i=1

c e−r2
i
/(2σ2). (5.12)

Dále použijeme princip maxima věrohodnosti . Ten ř́ıká, že parametry x se maj́ı naj́ıt tak, aby
p(r) = p(b−Ax) bylo maximálńı. Je pohodlněǰśı minimalizovat záporný logaritmus

− log p(r1, . . . , rm) = −
m∑

i=1

log p(ri) =

m∑

i=1

( r2i
2σ2

− log c
)

.

Jelikož σ je konstanta, je to totéž jako minimalizovat
∑

i r
2
i .

4Nedejte se zmást t́ım, že polynom neńı lineárńı funkce a přesto jde o lineárńı regresi. Důležité je, že regresńı
funkce (5.10) je lineárńı v parametrech θ.
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5.1.5 Vı́cekriteriálńı nejmenš́ı čtverce, regularizace

V některých úlohách se hod́ı minimalizovat v́ıce kritéríı tvaru ‖Ax− b‖ ‘současně’. K tomu se
dá přistoupit tak, že minimalizujeme (nezáporně) vážený součet kritéríı5, tedy funkci6

µ1‖A1x− b1‖2 + · · ·+ µk‖Akx− bk‖2 (5.13)

kde µi ≥ 0, Ai ∈ Rmi×n a bi ∈ Rmi . Minimalizace této funkce neńı nic nového pod sluncem,
protože se dá převést na tvar (5.2). Opravdu, výraz (5.13) je roven (viz Cvičeńı 5.18)

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥






√
µ1(A1x− b1)

...√
µk(Akx− bk)






∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥






√
µ1A1
...√

µkAk




x−






√
µ1b1
...√
µkbk






∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

= ‖A′x− b′‖2, (5.14)

kde A′ ∈ Rm′×n a b′ ∈ Rm′

kde m′ = m1 + · · ·+mk. Jestliže jsou sloupce matice A′ lineárně
nezávislé, optimálńı x je rovno (ověřte roznásobeńım blokových matic!)

x = (A′TA′)−1A′Tb′ = (µ1A
T
1A1 + · · ·+ µkA

T
kAk)

−1(µ1A
T
1 b1 + · · ·+ µkA

T
kbk). (5.15)

Speciálně, někdy chceme přibližně řešit soustavu Ax = b a zároveň chceme, aby norma
řešeńı x nebyla moc velká. To lze formulovat jako

min
x∈Rn

(
‖Ax− b‖2 + µ‖x‖2

)
. (5.16)

pro zvolenou váhu µ > 0. Přidáńı členu µ‖x‖2 se ř́ıká (Tichonovova) regularizace úlohy (5.2).
Dosazeńım do vzorečku (5.15) je optimálńı řešeńı rovno x = A+

µb kde

A+
µ = (ATA+ µI)−1AT (5.17)

je ‘regularizovaná pseudoinverze’7 matice A. Důležité je, že matice ATA + µI regulárńı pro
každé µ > 0 a A ∈ Rm×n (viz Cvičeńı 5.19), tedy A+

µ je vždy definována. Viz také Cvičeńı 5.20.

5.2 Řešeńı s nejmenš́ı normou

Předpokládejme nyńı, že soustava (5.1) je nedourčená, neboli má nekonečně mnoho řešeńı. Je
často užitečné z této množiny řešeńı vybrat jediné podle nějakého kritéria. Přirozeným kritériem
je minimalizovat eukleidovskou normu (tedy vzdálenost od počátku) řešeńı, což vede na úlohu

min{ ‖x‖2 | x ∈ Rn, Ax = b }. (5.18)

Mı́sto normy ‖x‖ opět minimalizujeme jej́ı čtverec. Tato úloha je známa jako řešeńı nehomo-
genńı lineárńı soustavy s nejmenš́ı normou (least norm solution). Podotkněme, že někdy je
vhodné použ́ıt jiná kritéria než nejmenš́ı eukleidovskou normu, viz např. Cvičeńı ??.

5Minimalizaćı v́ıce kritéríı současně se zabývá obor v́ıcekriteriálńı optimalizace (multiobjective optimization).
6Matematicky elegantněǰśı by samozřejmě bylo ‘schovat’ skaláry µi do matic Ai a vektor̊u bi a tedy je tam

nepsat. Odvozeńı minima funkce (5.13) by pak bylo kratš́ı.
7Symbol A+

µ zde neoznačuje pseudoinverzi nějaké matice Aµ, taková matice Aµ totiž neexistuje.
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Př́ıklad 5.5. Soustava dvou rovnic o třech neznámých

x + 2y + z = 1
−x + y + 2z = 2

je nedourčená, tj. má nekonečně mnoho řešeńı. Jej́ı řešeńı s nejmenš́ı normou je takové řešeńı,
které minimalizuje č́ıslo x2 + y2 + z2. �

Množinu řešeńı soustavy (5.1) lze psát (viz d̊ukaz Věty 3.13) jako

{x ∈ Rn | Ax = b } = nullA+ x0, (5.19)

kde x0 je libovolné (partikulárńı) řešeńı soustavy, tedy Ax0 = b. Množina (5.19) je afinńı
podprostor Rn, je to lineárńı podprostor nullA posunutý o x0. Viz obrázek:

{x | Ax = b }

nullA = {x | Ax = 0 }

0

x

(nullA)⊥ = rng(AT )

x0

Vektory x a x0 jsou dvě r̊uzná řešeńı soustavy, ale pouze x má nejmenš́ı normu. Řešeńı x
má nejmenš́ı normu právě tehdy, když x ⊥ nullA, neboli x ∈ (nullA)⊥ = rng(AT ), kde
posledńı rovnost je (4.8b). Neboli muśı existovat vektor y ∈ Rm tak, že x = ATy. Pro vyřešeńı
úlohy (5.18) tedy muśıme vyřešit soustavu rovnic

ATy = x, (5.20a)

Ax = b. (5.20b)

To je soustava m+ n rovnic o m+ n neznámých (x,y).
Vyřešme tuto soustavu. Dosazeńım x do druhé rovnice obdrž́ıme AATy = b. Tato soustava

má vždy řešeńı, protože b ∈ rngA = rng(AAT ). Předpokládejme, že matice AAT má plnou
hodnost, což dle (5.5) nastane právě kdyžAmá lineárně nezávislé řádky. Potom y = (AAT )−1b.
Dosazeńım do prvńı rovnice dostaneme x = A+b, kde

A+ = AT (AAT )−1 (5.21)

se nazývá pseudoinverze matice A s lineárně nezávislými řádky. Je to jedna z pravých inverźı
matice A (ověřte!).

Je poučné odvodit tento výsledek i trochu jinou úvahou. Z obrázku je patrno, že řešeńı x má
nejmenš́ı normu právě tehdy, když je ortogonálńı projekćı vektoru x0 na podprostor (nullA)⊥ =
rng(AT ). Ortogonálńı projektor na podprostor reprezentovaný svou báźı je dán vztahem (5.7),
zde ovšem promı́táme na rng(AT ) a tedy muśıme vzorec použ́ıt s AT mı́sto s A. Tedy

x = AT (AAT )−1Ax0 = AT (AAT )−1b = A+b. (5.22)

Vzorce (5.6) a (5.21) dohromady definuj́ı pseudoinverzi libovolné matice (čtvercové, úzké
nebo široké) s plnou hodnost́ı (tedy rankA = min{m,n}).

57



5.3 (⋆) Pseudoinverze obecné matice

Zat́ım jsme odděleně diskutovali př́ıpady, kdy soustava má žádné, jedno, nebo nekonečně mnoho
řešeńı. Překvapivě, tyto tři př́ıpady lze spojit do jediné formulace. Zopakujme, že optimálńı
řešeńı úlohy (5.2) jsou právě řešeńı soustavy normálńıch rovnic (5.3). Co když je ale sama
soustava (5.3) nedourčená? Pak můžeme hledat jej́ı řešeńı s nejmenš́ı normou, tj. řešit úlohu

min{ ‖x‖2 | x ∈ Rn, ATAx = ATb }. (5.23)

Protože úloha (5.18) má pro každou matici A právě jedno optimálńı řešeńı, má i úloha (5.23)
pro každou A právě jedno optimálńı řešeńı. Toto řešeńı, x∗, má tedy následuj́ıćı vlastnosti:

• Pokud soustava Ax = b má jediné řešeńı, x∗ je toto řešeńı.

• Pokud soustava Ax = b nemá řešeńı, x∗ je jej́ı přibližné řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch
čtverc̊u, tj. řešeńı problému (5.2). Pokud ovšem problém (5.2) má v́ıce než jedno (tedy
nekonečně mnoho) řešeńı, x∗ je řešeńı problému (5.2) s nejmenš́ı normou.

• Pokud soustava Ax = b má nekonečně mnoho řešeńı, x∗ je řešeńı této soustavy s nejmenš́ı
normou, tj. řešeńı problému (5.18).

Lze ukázat, že řešeńı úlohy (5.23) lze opět psát jako x = A+b kde matici A+ nazýváme
pseudoinverze (přesněji Moore-Penroseova pseudoinverze) matice A. Když A má lineárně
nezávislé sloupce, pseudoinverze je rovna (5.6). Když A má lineárně nezávislé řádky, pseudoin-
verze je rovna (5.21). Když ovšem A nemá plnou hodnost, pseudoinverzi je nutno poč́ıtat jinak.
Elegantně se to udělá pomoćı SVD, což neuvád́ıme.

Je několik jiných zp̊usob̊u, jak definovat pseudoinverzi obecné matice. Zmı́ńıme ještě jeden
zaj́ımavý. Všiměte si, že úloha (5.16) je ‘něco mezi’ úlohami (5.2) a (5.18). Neformálně, (5.18)
je minimalizace ‖x‖2 + µ‖Ax − b‖2 pro velmi velké µ. To je ale totéž jako (5.16) pro velmi
malé (kladné) µ. Lze ukázat, že pseudoinverze obecné matice je rovna

A+ = lim
µ→0+

A+
µ . (5.24)

5.4 Cvičeńı

5.1. Máme soustavu Ax = b, kde A ∈ Rm×n a b 6= 0. Jsou tyto výroky pravdivé? Odpovědi
dokažte.

a) Pokud m < n, pak soustava má vždy řešeńı.

b) Pokud m > n, pak soustava nemá nikdy řešeńı.

c) Pokud m < n a A má plnou hodnost, pak soustava má vždy nekonečně mnoho řešeńı.

5.2. Vyřešte (možno použ́ıt poč́ıtač) soustavu







1 0 −1
1 2 1
1 1 −3
0 1 1











x1

x2

x3



 =







1
1
1
1







přibližně ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u pomoćı (a) pseudoinverze, (b) QR rozkladu.
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5.3. Formulujte jako přibližné řešeńı soustavy Pu = q ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u, tedy jako
úlohu minu ‖Pu − q‖2. Jako výsledek napǐste matice P,q,u. Pokud existuje jednoduchý
vzorec pro řešeńı (jak pro optimálńı hodnotu tak optimálńı argument), napǐste je.

a) Př́ıklad 1.14.

b) Hledá se vzdálenost bodu y ∈ Rn od př́ımky { a+ ts | t ∈ R } kde a, s ∈ Rn.

c) Př́ıklad 1.11.

d) Máme množinu m př́ımek v Rn, kde i-tá př́ımka je množina { ai + tsi | t ∈ R } pro
dané ai, si ∈ Rn. Hledá se bod y ∈ Rn, jehož součet čtverc̊u vzdálenost́ı k př́ımkám
je minimálńı.

e) Máme m nadrovin v prostoru Rn, kde i-tá nadrovina má rovnici aT
i x = bi pro dané

ai ∈ Rn a bi ∈ R. Hledá se bod y ∈ Rn, který minimalizuje součet čtverc̊u vzdálenost́ı
od jednotlivých nadrovin.

f) V prknu je n děr o souřadnićıch x1, . . . , xn ∈ R, všechny v jedné př́ımce. Naměř́ıme
metrem vzdálenosti dij = xj − xi pro vybrané dvojice (i, j) ∈ E, kde množina E ⊆
{1, . . . , n}×{1, . . . , n} je dána. Přitom dvojice jsou vybrané tak, že vždy xj > xi. Ze
vzdálenost́ı dij chceme spoč́ıtat souřadnice x1, . . . , xn. Odpovězte dále na otázky:

1. Kolik řešeńı má soustava Pu = q? Odpověd’ dokažte a interpretujte.
2. Jsou sloupce P lineárně nezávislé?

Diskutujte obě otázky pro př́ıpad, že měřeńı jsou přesná, a pro př́ıpad, že měřeńı jsou
zat́ıžená nepřesnostmi.

g) Závislost výkonu P kotle na pr̊utoku G plynu a pr̊uřezu S d́ıry na př́ıvod vzduchu
je modelována funkćı P̂ (G, S) = G(a1 + a2S + a310

G+S + a410
−S). Odhadujeme

koeficienty a1, . . . , a4 z naměřených trojic (G1, S1, P1), . . . , (Gn, Sn, Pn).

h) Známý pr̊uběh ceny akcie jisté firmy po dnech je daný posloupnost́ı p1, . . . , pk. Chceme
předpov́ıdat cenu akcie den dopředu. Tuto cenu modelujeme autoregresńı funkćı
p̂t+1 = β1 + β2pt + β3pt−1. Odhadněte koeficienty βi tak, aby celková chyba predikce
∑k

t=3(pt − p̂t)
2 byla na onom známém pr̊uběhu ceny minimálńı.

5.4. V problému vážených nejmenš́ıch čtverc̊u chceme naj́ıt x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn minimalizu-
j́ıćı funkci

f(x) =
m∑

i=1

wi

( n∑

j=1

aijxj − bi

)2

kde wi jsou nezáporné váhy. Napǐste funkci v maticovém tvaru, k čemuž zaved’te diagonálńı
matici W = diag(w1, . . . , wm). Napǐste normálńı rovnici a pseudoinverzi pro tento př́ıpad.

5.5. Máme vektory u = (2, 1,−3) a v = (1,−1, 1). Najdi ortogonálńı projekci vektoru (2, 0, 1)
na podprostor (a) span{u}, (b) (span{u})⊥, (c) span{u,v}, (d) (span{u,v})⊥.

5.6. Necht’ X = span{ (−3
5
, 0, 4

5
, 0), (0, 0, 0, 1), (4

5
, 0, 3

5
, 0) }. Najdi projektory na podprostor X

a podprostor X⊥.

5.7. Máme A =





1 2 0
2 4 1
1 2 0



. Najdi ortogonálńı projekci vektoru (1, 1, 1) na podprostory (a)

rngA, (b) nullA, (c) rng(AT ), (d) null(AT ).
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5.8. Nulový prostor projektoru je typicky netriviálńı, tedy projektorP je singulárńı matice. Kdy
je P regulárńı? Jaká je v tom př́ıpadě matice A ve vzorci (5.7) a podprostor X = rngA?
Jaký je geometrický význam této situace?

5.9. Dokažte následuj́ıćı vlastnosti pseudoinverze ze vztah̊u (5.6) a (5.21) pro libovolné (úzké,
široké nebo čtvercové) matice plné hodnosti:

a) A+ = A−1 když A je čtvercová

b) (A+)+ = A

c) (AT )+ = (A+)T

d) AA+A = A, A+AA+ = A+

e) (AA+)T = AA+, (A+A)T = A+A

f) AT = ATAA+ = A+AAT

g) (ATA)+ = A+(AT )+, (AAT )+ = (AT )+A+

5.10. Spoč́ıtejte pseudoinverzi nenulového skaláru (tj. matice s jedńım řádkem a jedńım sloup-
cem), nenulového sloupcového vektoru (tj. matice s jednim sloupcem) a nenulového řád-
kového vektoru (tj. matice s jedńım řádkem).

5.11. Uvažujme projektor (5.7). Báze podprostoru X , na který promı́táme, je tvořena sloupci
matice A. Projektor P se nesmı́ změnit, vezmeme-li jinou bázi podprostoru. Různé báze
podprostoru jsou dány sloupci matice AC pro r̊uzné regulárńı matice C ∈ Rn×n (tedy C
je matice přechodu k jiné bázi), viz Cvičeńı 3.12.

5.12. Jaké bude řešeńı normálńıch rovnic (5.3) v př́ıpadě, že A má lineárně nezávislé sloupce a
b ⊥ rngA? Vyřešte geometrickou úvahou (vzpomeňte si na orgogonálńı projekci a koukejte
na obrázek v §5.1!) a pak zkuste dokázat algebraicky.

5.13. Dokažte, že pokud ATA = BTB, pak existuje C tak, že A = CB.

5.14. Najděte co nejjednodušš́ı vzorec pro

a) vzdálenost počátku 0 od nadroviny {x | aTx = b },
b) vzdálenost počátku 0 od afinńıho podprostoru {x | Ax = b } (kde A má lineárně

nezávislé řádky),

c) vzdálenost bodu x od nadroviny {x | aTx = b }.
5.15. Neformálně je jasné, že nedourčená soustava bude mı́t vždy jen jedno řešeńı s nejmenš́ı

normou. Dokažte toto formálně, tj. dokažte, že jestliže soustava Ax = b má alespoň jedno
řešeńı pak soustava (5.20) má právě jedno řešeńı.

5.16. Čtvercová matice A se nazývá normálńı, když ATA = AAT . Př́ıkladem je symetrická
nebo antisymetrická matice. Dokažte, že pro normálńı matice plat́ı (rngA)⊥ = nullA.

5.17. Ukázali jsme (viz §4.6), že ortogonálńı projektor (4.20) na podprostor reprezentovaný
ortonormálńı báźı splňuje P2 = P = PT . Dokažte tyto rovnosti i pro ortogonálńı projek-
tor (5.7) na podprostor reprezentovaný obecnou báźı.

5.18. Pro vektory a,b ∈ Rn ukažte, že

∥
∥
∥
∥

[
a
b

]∥
∥
∥
∥

2

= ‖a‖2 + ‖b‖2.

5.19. Dokažte, že matice ATA+ µI je regulárńı pro každou matici A a každé µ > 0.

5.20. Uvažujme ‘regularizovanou pseudoinverzi’ (5.24). Dokažte, že pro každou matici A a každé
µ > 0 plat́ı (ATA+µI)−1AT = AT (AAT +µI)−1. Dumejte nad významem této rovnosti.
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5.21. (⋆) Dokažte, že pro každé matice A,B takové, že matice
[
A B

]
je čtvercová regulárńı a

ATB = 0, plat́ı A(ATA)−1AT +B(BTB)−1BT = I. Vysvětlete rozd́ıl oproti (4.25).

Nápověda a řešeńı

5.1.a) Neplat́ı. Př́ıklad: m = 1, n = 2, A =
[
0 0

]
, b = 1.

5.1.b) Neplat́ı. Př́ıklad: m = 2, n = 1, A =

[
1
1

]

, b =

[
1
1

]

.

5.1.c) Plat́ı. Matice A má hodnost m, tedy lineárně nezávislé řádky, tedy rngA = Rm, tedy soustava
má řešeńı. Nav́ıc má A netriviálńı nulový prostor, tedy má nekonečně mnoho řešeńı.

5.2. (x1, x2, x3) = (2, 1, 0)/3

5.3.a) Zbývá napsat funkci (1.14) ve tvaru f(u) = ‖Pu − q‖2. To je snadné (srov. s (5.14)): máme

∑m
i=1 ‖x− ai‖2 =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥






x− a1
...

x− am






∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥






In
...
In




x−






a1
...

am






∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

, tedy u = x, P =






In
...
In




, q =






a1
...

am






5.3.c) Zbývá napsat funkci (1.13) ve tvaru f(u) = ‖Pu − q‖2. To je opět snadné: u = (α1, α2),
P =

[
b1 − a1 a2 − b2

]
, q = a1 − a2.

5.3.d) Minimalizujte přes proměnné y, t1, . . . , tm.

5.3.e) Nejprve si vzpomeňte či odvod’te, jak se spoč́ıtá vzdálenost bodu y od nadroviny aTx = b.

5.4. f(x) = (Ax− b)TW(Ax− b) = ‖W1/2Ax−W1/2b‖2.
5.5. (a) (2, 1,−3)/14, (b) (26,−1, 17)/14, (c) (62,−35, 17)/38, (d) (14, 35, 21)/38

5.6. Nejsou náhodou vektory ortonormálńı?

5.6. Projektor na X je P = diag(1, 0, 1, 1). Projektor na X⊥ je P = diag(0, 1, 0, 0).

5.7. (a) (1, 1, 1), (b) (0.4,−0.2, 0), (c) (0.6, 1.2, 1), (d) (0, 0, 0). Pozor, A nemá plnou hodnost.

5.8. A je regulárńı, tedy X = Rm. Projektor je identita.

5.9.b) Když A má l.n. sloupce, dle (5.6) je A+ = (ATA)−1AT . Protože (ATA)−1 je regulárńı, A+ má
l.n. řádky. Dle (5.21) tedyA++ = A+T (A+A+T )−1 = A(ATA)−T [(ATA)−1ATA(ATA)−T ]−1 =
A(ATA)−T [(ATA)−T ]−1 = A(ATA)−T (ATA)T = A. Když A má l.n. řádky, udělá se to po-
dobně.

5.11. Ã(Ã
T
Ã)−1Ã

T
= AC(CTATAC)−1CTAT = ACC−1(ATA)−1C−TCTAT = A(ATA)−1AT

5.12. x = 0

5.13. Dle (5.4a) je rng(AT ) = rng(BT ). Tedy každý řádek A je lineárńı kombinaćı řádk̊u B. Dle
Cvičeńı 3.14 to jde napsat jako A = CB pro nějaké C.

5.14.a) |b|/‖a‖
5.14.b) Čtverec vzdálenosti je roven optimálńı hodnotě úlohy (5.18), tedy

(A+b)T (A+b) = bT (AAT )−TAAT (AAT )−1b = bT (AAT )−1b.

5.14.c) |aTx− b|/‖a‖
5.16. Dle (4.8a) a (5.4b) je (rngA)⊥ = null(AT ) = null(AAT ) = null(ATA) = nullA.

5.17. Ihned plyne z toho, že každý podprostor má ortonormálńı bázi (což jsme řekli v §4.5), tedy stač́ı
rovnosti dokázat pro (4.20). Ale můžeme také dokázat př́ımým dosazeńım:
P2 = PP = A(ATA)−1ATA(ATA)−1AT = A(ATA)−1AT ,
PT = [A(ATA)−1AT ]T = A(ATA)−TAT = A(ATA)−1AT .
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5.19. Je ATA + µI = BTB, kde B =

[
A

µ1/2 I

]

. Matice B má l.n. sloupce, protože už matice µ1/2 I je

má. Tedy dle (5.5) má BTB plnou hodnost, tedy je regulárńı.

5.20. Rovnici vynásobte zleva matićı ATA+ µI a zprava matićı AAT + µI a pak roznásobte závorky.

5.21. I =
[
A B

] [
A B

]−1
[
AT

BT

]−1 [
AT

BT

]

=
[
A B

]
([

AT

BT

]
[
A B

]
)−1 [

AT

BT

]

=
[
A B

]
[
ATA 0

0 BTB

]−1 [
AT

BT

]

=
[
A B

]
[
(ATA)−1 0

0 (BTB)−1

] [
AT

BT

]

= A(ATA)−1AT +B(BTB)−1BT .

Význam:
[
A B

]
regulárńı a ATB = 0 implikuje rngB = (rngA)⊥. To souhlaśı s t́ım, že

A(ATA)−1AT je ort. projektor na rngA a B(BTB)−1BT je ort. projektor na rngB = (rngA)⊥.
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Kapitola 6

Spektrálńı rozklad a kvadratické funkce

Ze základńı školy znáte polynomy jedné proměnné, co jsou ale polynomy v́ıce proměnných?
Monom (angl. monomial) k-tého stupně n proměnných je výraz

xk1
1 · · ·xkn

n ,

kde k1, . . . , kn ∈ {0, . . . , k} splňuj́ı k1 + · · · + kn = k. Polynom (angl. polynomial) n pro-
měnných je lineárńı kombinace monomů, přičemž stupeň polynomu je stupeň jeho monomu
(s nenulovým koeficientem) nejvyšš́ıho stupně. Např. funkce

f(x, y) = x2y + xy − 2x+ 1 (6.1)

je polynom dvou proměnných třet́ıho stupně, kde např. x2y je monom třet́ıho stupně a xy je
monom druhého stupně. Polynom je homogenńı, pokud stupně všech jeho monomů jsou stejné.
Polynom (6.1) neńı homogenńı, ale např. f(x, y) = x2y − 5y3 je homogenńı stupně tři.

Vid́ıme, že afinńı funkce (3.23) je jen jiný název pro polynom prvńıho stupně a lineárńı
funkce (3.6) (také zvaná lineárńı forma) je jiný název pro homogenńı polynom prvńıho stupně1.
Polynom druhého stupně se nazývá kvadratická funkce a homogenńı polynom druhého stupně
kvadratická forma2. Ćılem této kapitoly je porozumět extrémům kvadratických forem a funkćı.

6.1 Vlastńı č́ısla a vektory

Necht’ pro čtvercovou matici A ∈ Rn×n, nenulový vektor v ∈ Cn a skalár λ ∈ C plat́ı

Av = λv. (6.2)

Pak λ se nazývá vlastńı č́ıslo matice a v vlastńı vektor matice př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ.
Vlastńı č́ısla a vektory mohou být obecně komplexńı.

Rovnici (6.2) lze přepsat jako
(A− λI)v = 0. (6.3)

Pokud je λ známé, je to soustava homogenńıch lineárńıch rovnic pro v. Ta má netriviálńı (tj.
nenulové) řešeńı právě tehdy, když matice A− λI je singulárńı. Tedy vlastńı č́ısla splňuj́ı

pA(λ) = det(A− λI) = 0, (6.4)

1Tohle plat́ı jen pro funkce na vektorovém prostoru Rn. I když polynomy lze definovat (i když složitěǰśım
zp̊usobem) na abstraktńım (tedy definovaným axiomy) vektorovém prostoru, obvykle se jim tak neř́ıká.

2Názvoslov́ı neńı zcela konzistentńı, což je opět dáno t́ım, že některá jména pocházej́ı z lineárńı algebry a
některá z matematické analýzy.
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kde funkce pA: R → R se nazývá charakteristický polynom matice A.
Vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu λ pak spoč́ıtáme ze soustavy (6.3). Vlastńı vektor

neńı svým vlastńım č́ıslem určen jednoznačně, vlastńı vektory př́ıslušné vlastńımu č́ıslu λ tvoř́ı
celý podprostor null(A− λI) (kromě počátku 0). Speciálně, velikost vlastńıch vektor̊u nehraje
roli a je proto zvykem je normalizovat, ‖v‖ = 1.

Př́ıklad 6.1. Vlastńı č́ısla matice A =

[
1 2
3 4

]

jsou řešeńımi rovnice

det(A− λI) = det

[
1− λ 2
3 4− λ

]

= (1− λ)(4− λ)− 3 · 2 = λ2 − 5λ− 2 = 0.

Tato kvadratická rovnice má dva kořeny λ = (5±
√
33)/2, což jsou tedy vlastńı č́ısla matice A.

Vlastńı vektory př́ıslušné každému λ najdeme řešeńım homogenńı lineárńı soustavy

[
1− λ 2
3 4− λ

]

v = 0.
�

Z definice determinantu (2.6) plyne (promyslete!), že charakteristický polynom má stupeň n.
Podle základńı věty algebry má tedy právě n komplexńıch kořen̊u, poč́ıtáme-li k-násobný kořen
k-krát. Označ́ıme-li kořeny λ1, . . . , λn, je tedy

pA(λ) =
n∏

i=1

(λi − λ).

V tomto smyslu má matice právě n vlastńıch č́ısel, z nichž některá mohou být stejná kv̊uli
násobnosti. Tomuto seznamu vlastńıch č́ısel se ř́ıká spektrum matice.

Necht’ λ1, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla matice a v1, . . . ,vn jim př́ıslušné vlastńı vektory. Rovnice

Avi = λivi, i = 1, . . . , n

můžeme napsat jako jedinou maticovou rovnici (rozmyslete!)

AV = VΛ, (6.5)

kde diagonálńı matice Λ = diag(λ1, . . . , λn) ∈ Rn×n má na diagonále vlastńı č́ısla a sloupce
čtvercové matice V = [v1 · · · vn] ∈ Rn×n jsou vlastńı vektory.

Různé podmnožiny vlastńıch vektor̊u mohou být lineárně závislé. Otázka, kdy se tak stane a
co to znamená, neńı jednoduchá a podrobně ji zde diskutovat nepotřebujeme. Řekneme jen, že
existuje dobrý d̊uvod vlastńı vektory vybrat tak, aby hodnost matice V byla co možná největš́ı.

Jak se poč́ıtaj́ı vlastńı č́ısla a vektory? Charakteristický polynom je hlavně teoeretický ná-
stroj a př́ımé hledáńı jeho kořen̊u neńı vhodné pro numerický výpočet3. Pro větš́ı matice se
použ́ıvaj́ı numerické iteračńı algoritmy, přičemž pro matice r̊uzného typu jsou vhodné r̊uzné
algoritmy. Zásadńı rozd́ıl oproti např. QR rozkladu je v tom, že vlastńı č́ısla (jakožto kořeny
polynomu n-tého stupně) obecně nejdou přesně spoč́ıtat konečným počtem operaćı {+,−,×, /,
k-tá odmocnina}. Matlabská funkce [V,D]=eig(A) spoč́ıtá matice V a Λ splňuj́ıćı (6.5).

3Naopak, hledáńı kořen̊u libovolného polynomu lze převést na hledáńı vlastńıch č́ısel matice, která se nazývá
doprovodná matice (companion matrix) polynomu.
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6.1.1 Spektrálńı rozklad

Pokud je V regulárńı (tj. matice A má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u), je invertova-
telná a (6.5) lze psát jako

A = VΛV−1. (6.6)

Vztahu (6.6) se pak ř́ıká rozklad matice podle vlastńıch č́ısel nebo spektrálńı rozklad.
V tom př́ıpadě je matice A podobná4 diagonálńı matici (neboli diagonalizovatelná), protože
z (6.6) plyne V−1AV = Λ.

Věta 6.1. Necht’ A ∈ Rn×n. Následuj́ıćı dvě tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

• Matice A je symetrická.

• Všechna vlastńı č́ısla matice A jsou reálná a A má n vlastńıch vektor̊u které tvoř́ı orto-
normálńı množinu.

Důkaz této věty neuvád́ıme. Větě 6.1 se někdy ř́ıká spektrálńı věta. Podle ńı pro každou
symetrickou A je v (6.5) matice Λ reálná a V může být zvolena ortogonálńı (V−1 = VT ). Tedy

A = VΛVT = λ1v1v
T
1 + · · ·+ λnvnv

T
n . (6.7)

Zároveň jsme vpravo uvedli i druhou formu rozkladu jako součet dyád (viz §2.6) (přesvědčte
se, že druhá rovnost v (6.7) plat́ı!).

Všimněme si, že (např. dle Věty 3.6, použité dvakrát na výraz VΛVT ) máme

rankΛ = rankA. (6.8)

Ale hodnost diagonálńı matice Λ je jednoduše počet jej́ıch nenulových prvk̊u, tedy počet nenu-
lových vlastńıch č́ısel. Když rankA < n, některá vlastńı č́ısla jsou nulová a můžeme vynechat
jim odpov́ıdaj́ıćı sloupce+řádky matice Λ a sloupce matice V. To znamená vynecháńı nulových
sč́ıtanc̊u v sumě dyád v (6.7).

Př́ıklad 6.2. Zde je spektrálńı rozklad matice 3× 3 hodnosti 2:





2 3 −2
3 2 2

−2 2 −8



 =





1/
√
2 1/

√
18 −2/3

1/
√
2 −1/

√
18 2/3

0 4/
√
18 1/3









5 0 0
0 −9 0
0 0 0









1/
√
2 1/

√
2 0

1/
√
18 −1/

√
18 4/

√
18

−2/3 2/3 1/3





=





1/
√
2 1/

√
18

1/
√
2 −1/

√
18

0 4/
√
18





[
5 0
0 −9

] [
1/
√
2 1/

√
2 0

1/
√
18 −1/

√
18 4/

√
18

]

= 5





1/
√
2

1/
√
2

0




[
1/
√
2 1/

√
2 0

]
− 9





1/
√
18

−1/
√
18

4/
√
18




[
1/
√
18 −1/

√
18 4/

√
18
]
�

Vlastńı č́ısla a vektory jsou rozsáhlé téma, které jsme zde zdaleka nevyčerpali. To ale neńı
ani třeba, protože dále budeme pořebovat jen spektrálńı rozklad symetrické matice.

4Matice A a B jsou si podobné, pokud existuje regulárńı matice C tak, že B = CAC−1. To máte znát z
lineárńı algebry.
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6.2 Kvadratická forma

Kvadratická forma na Rn je homogenńı polynom f : Rn → R druhého stupně. Je pohodlné
ji zapsat v maticovém tvaru

f(x) = xTAx =
n∑

j=1

n∑

i=1

aijxixj (6.9)

pro nějakou matici A ∈ Rn×n. Protože xixj = xjxi (násobeńı č́ısel je komutativńı), máme

xTAx =
n∑

j=1

n∑

i=1

aijxixj =
1

2

n∑

j=1

n∑

i=1

(aij + aji)xixj =
1

2
xT (A+AT )x. (6.10)

Vid́ıme, že funkce f záviśı jen na součtech aij + aji. Je proto zvykem předpokládat aij = aji,
neboli že matice A je symetrická (AT = A). V tom př́ıpadě tedy 1

2
(A+AT ) = A.

Abychom si procvičili maticovou algebru, dokážeme rovnost (6.10) i jinak. Každou čtver-
covou matici lze jednoznačně napsat jako součet symetrické a antisymetrické části (viz Cvi-
čeńı 2.11):

A =
1

2
(A+AT )

︸ ︷︷ ︸

symetrická

+
1

2
(A−AT )

︸ ︷︷ ︸

antisymetrická

.

Ale pro každé x máme

xT (A−AT )x = xTAx− xTATx = xTAx− (xTAx)T = 0,

kde jsme použili skutečnost, že transpozice skaláru je tentýž skalár. Tedy když A neńı symet-
rická, můžeme ji nahradit jej́ı symetrickou část́ı a kvadratická forma se nezměńı.

Př́ıklad 6.3. Př́ıkladem kvadratické formy dvou proměnných je funkce

f(x, y) = 2x2 − 2xy + y2 =
[
x y

]
[
2 −2
0 1

] [
x
y

]

=
[
x y

]
[

2 −1
−1 1

] [
x
y

]

.

Všimněte si, že prvńı matice neńı symetrická a druhá ano. �

6.2.1 Definitnost kvadratické formy / jej́ı matice

Čtvercovou matici A nazýváme

• positivně [negativně] semidefinitńı, když pro každé x plat́ı xTAx ≥ 0 [xTAx ≤ 0],

• positivně [negativně] definitńı, když pro každé x 6= 0 plat́ı xTAx > 0 [xTAx < 0],

• indefinitńı, když existuje x a y tak, že xTAx > 0 a yTAy < 0.

Matice může mı́t i několik těchto vlastnost́ı najednou. Např. positivně definitńı matice je
zároveň positivně semidefinitńı. Nulová matice je zároveň positivně i negativně semidefinitńı.

I když definice dává smysl pro libovolné čtvercové matice, obvykle je zvykem hovořit o těchto
vlastnostech jen pro symetrické matice. Někdy se tyto vlastnosti definuj́ı ne pro matici, ale
abstraktněji pro kvadratickou formu.

Z definice je jasné, má-li kvadratická forma extrém a př́ıpadně jaký:
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Věta 6.2. Necht’ funkce f je dána jako f(x) = xTAx.

• Je-li A positivně [negativně] semidefinitńı, pak f v bodě 0 nabývá minimum [maximum].

• Je-li A positivně [negativně] definitńı, pak f v bodě 0 nabývá ostré minimum [maximum].

• Je-li A indefinitńı, pak f nemá minimum ani maximum.

D̊ukaz. Je-li A positivně semidefinitńı, funkce f neńı nikde záporná a zároveň pro x = 0 je
nulová, proto v bodě x = 0 (i když možná i jinde) nabývá svého minima. Je-li A positivně
definitńı, je forma nulová jen v počátku a všude jinde kladná, tedy počátek je ostré minimum. Je-
li A indefinitńı a např. xTAx > 0, bod x nemůže být maximum protože (2x)TA(2x) > xTAx,
a zároveň x nemůže být minimum protože pro nějaké y je yTAy < 0. �

6.2.2 Definitnost ze znamének hlavńıch minor̊u

Uvedeme kritérium, které urč́ı definitnost matice podle znamének determiant̊u jistých jejich
podmatic. Pro matici A ∈ Rn×n a neprázdnou množinu I ⊆ {1, . . . , n}, symbol AI = [aij ]i,j∈I ∈
R|I|×|I| označuje matici vytvořenou z prvk̊u matice A v řádćıch a sloupćıch s indexy I.

• Hlavni minor matice A je č́ıslo detAI pro nějakou neprázdnou I ⊆ {1, . . . , n}.
• Vůdč́ı hlavńı minor matice A je jej́ı hlavńı minor pro nějaké I = {1, . . . , k} a 1 ≤ k ≤ n.

Věta 6.3. Symetrická matice je

• positivně definitńı, právě když všechny jej́ı v̊udč́ı hlavńı minory jsou kladné,

• positivně semidefinitńı, právě když všechny jej́ı hlavńı minory jsou nezáporné.

Větu nebudeme dokazovat. Prvńı tvrzeńı věty je známé Sylvestrovo kritérium. Všimněte
si, že druhé tvrzeńı je prakticky použitelné jen pro malé matice, protože počet všech hlavńıch
minor̊u matice n×n je 2n−1. Tato tvrzeńı dovoĺı testovat i negativńı [semi]definitnost (maticeA
je negativně [semi]definitńı, právě když matice (−A) je positivně [semi]definitńı) a indefinitnost
(neńı-li matice ani positivně semifinitńı ani negativně sedefinitńı, pak je indefinitńı).

6.2.3 Diagonalizace kvadratické formy

Definitnost matice lze ovšem také snadno určit pomoćı jej́ıch vlastńıch č́ısel. Ze spektrálńıho
rozkladu (6.7) máme

f(x) = xTAx = xTVΛVTx = yTΛy = λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n = g(y) = g(vTx). (6.11)

Vid́ıme, že substituce x = Vy (tj. y = VTx) diagonalizovala matici kvadratické formy. Protože
matice V je ortogonálńı (a proto regulárńı), transformace x = Vy je isometrie a nav́ıc vzájemně
jednoznačná (neboli bijekce, viz §1.1.2). Tedy funkce f a g se lǐśı jen otočeńım př́ıp. zrcadleńım.
Totéž můžeme ř́ıct i v jazyce báźı: zat́ımco ve standardńı (ortonormálńı) bázi (tvořené sloupečky
jednotkové matice I) má kvadratická forma matici A, v ortonormálńı bázi tvořené sloupci
matice V má forma diagonálńı matici Λ.

Vlastnosti kvadratické formy jsou mnohem lépe patrny z jej́ıho diagonálńıho tvaru g než
z p̊uvodńıho f . Pro př́ıpad dvou proměnných (n = 2) si grafy diagonálńı formy g snadno
představ́ıme. Jsou-li obě vlastńı č́ısla kladná, funkce g vypadá jako ‘doĺık’. Jsou-li obě vlastńı
č́ısla záporná, funkce g vypadá jako ‘kopec’. Maj́ı-li vlastńı č́ısla opačná znaménka, tvarem je
‘sedlo’:
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Vrstevnice kvadratické formy (tj. množina řešeńı rovnice xTAx = y, kde ovšem bez ztráty
obecnosti voĺıme y = 1) s oběma vlastńımi č́ısly kladnými je elipsa se středem v počátku, směry
jej́ıchž hlavńıch os jsou vlastńı vektory:

e1
0

v2

v1

e2

xTAx = 1

Věta 6.4. Symetrická matice je

• positivně [negativně] semidefinitńı, právě když má všechna vlastńı č́ısla nezáporná [ne-
kladná]

• positivně [negativně] definitńı, právě když má všechna vlastńı č́ısla kladná [záporná]

• indefinitńı, právě když má alespoň jedno kladné a alespoň jedno záporné vlastńı č́ıslo.

D̊ukaz. To je snadný d̊usledek diagonalizace (6.11). Protože transformace x = Vy je bijekce,
plat́ı např. (promyslete!)

(xTAx ≥ 0 ∀x ∈ Rn) ⇐⇒ (yTΛy ≥ 0 ∀y ∈ Rn).

Tedy definitnost matice A je stejná jako definitnost matice Λ. Ale definitnost diagonálńı ma-
tice Λ je okamžitě patrná ze znamének č́ısel λi. Např. výraz (6.11) je nezáporný pro každé y,
právě když všechna λi jsou nezáporná. �

6.3 Kvadratická funkce

Kvadratická funkce je polynom (ne nutně homogenńı) druhého stupně. Lze jej psát v mati-
covém tvaru5

f(x) = xTAx+ bTx+ c, (6.12)

kde AT = A ∈ Rn×n, b ∈ Rn a c ∈ R. Oproti6 kvadratické formě tedy přibyl lineárńı a
konstantńı člen. Všimněte si, že pro n = 1 je (6.12) známá kvadratická funkce jedné proměnné
f(x) = ax2 + bx+ c.

5Jak už jsme zmı́nili v §2.8 pro afinńı zobrazeńı, kvadratickou funkci nemuśıme vždy dostat zadanou př́ımo
ve tvaru (6.12). Př́ıkladem jsou funkce f(x,y) = yT (Ax − b) či f(X) = tr((AX + B)T (AX + B)). Převést
takové funkce do tvaru (6.12) může stát dost práce a umu.

6Pro A = 0 bude f pouhá afinńı funkce. Je věćı konvence, zda afinńı funkci máme nazývat kvadratickou či
nikoliv, tedy zda máme zakázat př́ıpad A = 0.
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Jak nalézt extrémy kvadratické funkce? Extrémy lze hledat mechanicky pomoćı derivaćı, to
však ukážeme až v pozděǰśı kapitole. Jiný zp̊usob je převést kvadratickou funkci na kvadratickou
formu posunut́ım počátku. Tento zp̊usob poṕı̌seme nyńı.

Někdy lze naj́ıt x0 ∈ Rn a y0 ∈ R takové, že

xTAx+ bTx + c = (x− x0)
TA(x− x0) + y0. (6.13)

Výraz na pravé straně je kvadratická forma s počátkem posunutým do bodu x0, plus konstanta.
Této úpravě se ř́ıká doplněńı na čtverec. Znáte ji pro př́ıpad n = 1, nebot’ tak se na základńı
škole odvozuje vzorec pro kořeny kvadratické rovnice jedné proměnné. Zkusme spoč́ıst x0, y0
z daných A,b, c. Roznásobeńım pravé strany dostaneme

(x− x0)
TA(x− x0) + y0 = xTAx− xTAx0 − xT

0Ax + xT
0Ax0 + y0

= xTAx− 2xT
0Ax+ xT

0Ax0 + y0

(kde jsme použili, že xTAx0 = (xTAx0)
T = xT

0A
Tx = xT

0Ax). Porovnáńım člen̊u stejného
stupně máme

b = −2Ax0, (6.14a)

c = xT
0Ax0 + y0, (6.14b)

Pokud soustava (6.14a) má řešeńı, spoč́ıtáme z ńı x0 a pak z druhé rovnice y0. Pokud sou-
stava (6.14a) nemá řešeńı, doplněńı na čtverec neńı možné.

Pokud je doplněńı na čtverec možné, vyšetřeńı extrémů kvadratické funkce se nelǐśı od
vyšetřeńı extrémů kvadratické formy, protože rozd́ıl je jen v posunut́ı x0. Pokud doplněńı na
čtverec možné neńı, kvadratická funkce extrém nemá (toto tvrzeńı zde uvád́ıme bez d̊ukazu,
dokázalo by se snadno pomoćı derivaćı). Extrémy kvadratických funkćı lze také hledat pomoćı
derivaćı, ale to si ukážeme až později.

Př́ıklad 6.4. Máme kvadratickou funkci

f(x, y) = 2x2 − 2xy + y2 − 2y + 3 =

[
x
y

]T [
2 −1

−1 1

] [
x
y

]

+

[
0

−2

]T [
x
y

]

+ 3.

Jej́ı doplněńı na čtverec je

f(x, y) = 2(x− 1)2 − 2(x− 1)(y − 2) + (y − 2)2 + 1 =

[
x− 1
y − 2

]T [
2 −1

−1 1

] [
x− 1
y − 2

]

+ 1,

tedy máme x0 = (1, 2), y0 = 1. Jelikož matice A je positivně definitńı (ověřte!), má kvadratická
funkce minimum v bodě x0. �

Př́ıklad 6.5. Kvadratická funkce

f(x, y) = x2 − y =

[
x
y

]T [
1 0
0 0

] [
x
y

]

+

[
0

−1

]T [
x
y

]

doplnit na čtverec nejde. Funkce tedy nemá na R2 extrém. �
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Př́ıklad 6.6. Řešme znovu úlohu (5.2). Účelová funkce této úlohy je kvadratická, je totiž

‖Ax− b‖2 = (Ax− b)T (Ax− b)

= (xTAT − bT ) (Ax− b)

= xTATAx− xTATb− bTAx + bTb

= xTATAx− 2bTAx + bTb, (6.15)

kde jsme použili rovnost bTAx = (bTAx)T = xTATb (nebot’ skalár je roven své transpozici).
Extrém této kvadratické funkce můžeme naj́ıt doplněńım na čtverec (viz §6.3). Soustava (6.14a)
bude mı́t tvar ATAx0 = ATb (A,b zde samozřejmě označuje něco jiného než v (6.14a)), tedy
dostali jsme normálńı rovnici (5.3). Zároveň je jasné, že matice ATA je positivně semidefinitńı,
nebot’ pro každé x ∈ Rn máme

xTATAx = (Ax)TAx = ‖Ax‖2 ≥ 0. (6.16)

Tedy v bodě x0 bude minimum. �

6.3.1 Kvadrika

Vrstevnice kvadratické funkce se nazývá kvadrika. Tedy kvadrika je množina7

{x ∈ Rn | xTAx+ bTx+ c = 0 } (6.17)

všech řešeńı kvadratické rovnice, neboli množina všech kořen̊u kvadratické funkce.
Když b = 0, množina (6.17) je vrstevnice kvadratické formy a kvadrika má tedy střed

v počátku. Když A je diagonálńı, kvadrika má osy rovnoběžné se souřadnicovými osami. Když
A = 0, množina (6.17) je pouhá nadrovina. Když A nemá plnou hodnost, kvadrika je degene-
rovaná. Množina (6.17) může být i prázdná.

Jestliže kvadratická funkce dovoluje doplněńı na čtverec, můžeme množinu (6.17) psát jako

{x ∈ Rn | (x− x0)
TA(x− x0) + y0 = 0 }, (6.18)

což je vrstevnice kvadratické formy posunuté o x0. V tom př́ıpadě je typ kvadriky určen jed-
noduše znaménky vlastńıch č́ısel matice A. Speciálně, když všechna vlastńı č́ısla jsou kladná
(tedy A je positivně definitńı), jde o povrch elipsoidu8. Když některá vlastńı č́ısla jsou nulová
(tedy A nemá plnou hodnost), kvadrika je degenerovaná. Toto ale nevyčerpává všechny typy
degenerace: daľśı typy degenerace nastanou, když A nemá plnou hodnost a funkce nedovoluje
doplněńı na čtverec.

Pro n = 2 se kvadrika nazývá kuželosečka (angl. conic). Je-li matice A positivně či nega-
tivně definitńı matićı, kuželosečka je elipsa, je-li A indefinitńı, je to hyperbola (zde předpoklá-
dáme, že y0 je takové, že množina (6.18) obsahuje nekonečný počet bod̊u).

7Bez ztráty obecnosti uvažujeme vrstevnici výšky nula (tj. množina kořen̊u) kvadratické funkce (6.12), nebot’
c můžeme zvolit libovolně.

8Někteř́ı autoři mysĺı elipsoidem množinu i s vniťrkem, někteř́ı jen jej́ı hranici. Rozd́ıl je stejný jako mezi
sférou a kouĺı.
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6.4 Cvičeńı

6.1. Spoč́ıtejte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic

[
1 2

−1 −3

]

,

[
1 2
1 0

]

.

6.2. Napǐste rovnici, jej́ımiž kořeny jsou vlastńı č́ısla matice





2 0 3
0 −2 −1
3 −1 2



.

6.3. Jaká jsou vlastńı č́ısla a vlastńı vektory (a) nulové, (b) jednotkové, (c) diagonálńı matice?
Jaká jsou vlastńı č́ısla trojúhelńıkové matice?

6.4. Známe vlastńı č́ısla a vektory matice A. Jaká jsou vlastńı č́ısla a vektory matice A+ αI?

6.5. Necht’ A ∈ Rm×n a B ∈ Rn×m. Dokažte, že nenulová vlastńı č́ısla matic AB a BA jsou
stejná. Jaký je vztah jejich vlastńıch vektor̊u?

6.6. (⋆) Ukažte, že dvě čtvercové matice komutuj́ı, právě když maj́ı stejné vlastńı vektory.

6.7. Určete definitnost těchto symetrických matic. Pro všechny matice udělejte pomoćı znamé-
nek (v̊udč́ıch) hlavńıch minor̊u, pro matice 2× 2 také pomoćı vlastńıch č́ısel.

[
1 2
2 1

]

,

[
2 1
1 2

]

,

[
0 1
1 0

]

,

[
1 0
0 0

]

,





1 0 0
0 0 1
0 1 0



 ,





3 −2 1
−2 3 0
1 0 3



 ,





−2 0 1
0 3 −1
1 −1 −2





6.8. Mějme matici A =

[
1 −3
2 −4

]

. Která z následuj́ıćıch tvrzeńı jsou pravdivá?

a) Výraz xTAx je nezáporný pro každé x ∈ R2.

b) Výraz xTAx je nekladný pro každé x ∈ R2.

c) Funkce f(x) = xTAx má v bodě x = 0 extrém.

6.9. Máme kvadratickou formu dvou proměnných f(x, y) = 3x2 + 2xy + 3y2.

a) Napǐste ji ve tvaru f(x, y) =
[
x y

]
A

[
x
y

]

se symetrickou A.

b) Najděte a, b ∈ R a ortogonálńı U tak, že f(x, y) = au2 + bv2, kde

[
u
v

]

= U

[
x
y

]

.

c) Nakreslete množinu bod̊u (u, v) splňuj́ıćıch au2 + bv2 = 1.

d) Transformujte tuto množinu do souřadnic (x, y) a nakreslete.

6.10. Je množina { (x, y) ∈ R2 | x2 − 3xy + y2 = 1 } elipsa nebo hyperbola? Od̊uvodněte.

6.11. (⋆) Napǐste v Matlabu funkci ellipse(A), která vykresĺı elipsu s rovnićı xTAx = 1 pro
positivně definitńı A. Zamyslete se, jak byste postupovali při návrhu funkce conic(Q),
která vykresĺı kuželosečku xTAx = 1 proA libovolné definitnosti (nezapomeňte, že obecná
kuželosečka může být neomezená, tedy je nutno ji oř́ıznout do daného obdélńıku).

6.12. Ukažte, že je-li A = VΛVT spektrálńı rozklad symetrické matice A, plat́ı An = VΛnVT .

6.13. Následuj́ıćı kvadratické funkce napǐste ve tvaru (6.12) se symetrickou A. Pak najděte jejich
extrémy a určete typ každého extrému (použijte doplněńı na čtverec).

a) f(x, y) = x2 + 4xy − 2y2 + 3x− 6y + 5
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b) f(x, y) = x2 + 2y2 − 2xy + 2x− y

6.14. Máme neorientovaný graf (V,E) s množinou vrchol̊u V = {1, . . . , n} a množinou hran9.
E ⊆

(
V
2

)
Každému vrcholu i ∈ V je přǐrazeno č́ıslo xi ∈ R, tato č́ısla tvoř́ı vektor x ∈ Rn.

Je dána funkce f : Rn → R vzorcem

f(x) =
∑

{i,j}∈E
(xi − xj)

2.

a) Ukažte, že f je kvadratická forma.

b) Jaká je definitnost této kvadratické formy?

c) Pro jaká x plat́ı f(x) = 0?

d) Necht’ je graf zadán matićı sousednosti A ∈ {0, 1}n×n tak, že aij = 1 právě když
{i, j} ∈ E. Najděte matici L ∈ Rn×n tak, že f(x) = xTLx. Hledejte co nejjednodušš́ı
vztah pro L. Použijte přitom kromě matice A také diagonálńı matici D = diag(A1).
Co jsou diagonálńı prvky matice D v termı́nech grafu (V,E)?

e) Necht’ B ∈ {−1, 0, 1}n×m (kde m = |E|) je incidenčńı matice orientovaného grafu
vytvořeného tak, že pro každou hranu neorientovaného grafu (V,E) zvoĺıme orientaci.
Ukažte, že f(x) = ‖BTx‖2, tedy L = BBT , kde tyto výrazy výraz nezávisej́ı na
zvolených orientaćıch hran.

Poznamenejme, že funkci f (př́ıp. matici L) se ř́ıká Laplacián grafu (V,E).

6.15. Muśı mı́t positivně semidefinitńı matice na diagonále nezáporné prvky? Odpověd’ dokažte.

6.16. Dokažte, že matice ATA+ µI je positivně definitńı pro každou matici A a každé µ > 0.

6.17. Dokažte, že symetrická matice je positivně definitńı, právě když je positivně semidefinitńı
a invertovatelná.

6.18. Dokažte, že každá symetrická positivně definitńı matice je invertovatelná a jej́ı inverze je
také positivně definitńı. Dokažte

a) s použit́ım spektrálńıho rozkladu,

b) bez použit́ı spektrálńıho rozkladu.

6.19. Dokažte:

a) Pro každou matici A je matice ATA positivně semidefinitńı.

b) MaticeATA je positivně definitńı, právě když maticeAmá lineárně nezávislé sloupce,

c) Pro každou positivně semidefinitńı matici B existuje matice A tak, že B = ATA.

d) Pro každou positivně definitńı maticiB existuje regulárńı maticeA tak, žeB = ATA.

6.20. (⋆) Positivně semidefinitńı symetrické matice lze vńımat jako zobecněńı nezáporných č́ısel.
Proto se někdy positivńı semidefinitnost znač́ı A � 0. Zápis A � B je pak zkratkou
B − A � 0. Dokažte, že relace � je částečné uspořádáńı (tj. reflexivńı, tranzitivńı a
antisymetrická) na množině symetrických matic n× n.

6.21. (⋆) Na základě podobnosti relace � z předchoźıho cvičeńı a relace ≤ na množině R bychom
očekávali, že:

a) Pokud A � B a C � D, potom A+C � B+D.

9
(
V

k

)
znač́ı množinu všech k-prvkových podmnožin množiny V .
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b) Pokud A � 0 a α ≥ 0, potom αA � 0.

c) Pokud A � 0, potom A2 � 0.

d) Pokud A � 0 a B � 0, potom AB � 0.

e) Pokud A � 0 a B � 0, potom ABA � 0.

Které z těchto tvrzeńı plat́ı a která neplat́ı? Odpovědi dokažte.

6.22. Najděte všechna vlastńı č́ısla projektoru. Odpověd’ nalezněte algebraicky z idempotence
projektoru a poté od̊uvoděte geometrickou úvahou.

6.23. Geometrickou úvahou najděte aspoň dva vlastńı vektory a př́ıslušná vlastńı č́ısla House-
holderovy matice ze Cvičeńı 4.13.

6.24. Je známo, že libovolnou rotaci ve tř́ırozměrném prostoru lze realizovat jako rotaci ko-
lem jisté př́ımky (jdoućı počátkem) o jistý úhel. Geometrickou úvahou zjistěte co nejv́ıce
o vlastńıch č́ıslech a vektorech rotačńı matice rozměru 3× 3.

6.25. Dokažte, že ortogonálńı projektor (tj. matice reprezentujićı ortogonálńı projekci) je posi-
tivně semidefinitńı. Jaký to má geometrický význam?

6.26. Pro každou z těchto funkćı určete, zda je to polynom. Pokud ano, určete počet proměnných
a stupeň polynomu a rozhodněte, jestli je polynom homogenńı.

a) f : R2 → R, f(x, y) = (x2 + y2)(x− y) + xy − x− y

b) f : Rn → R, f(x) = aTx kde a je dáno

c) f : Rn → R, f(x) = ‖x‖
d) f : Rn → R, f(x) = ‖Ax+ b‖2 kde A,b jsou dány

e) f : R2n → R, f(x,y) = xTy

f) f : Rn×n → R, f(X) = aTXb kde a,b jsou dány

g) f : Rn×n → R, f(X) = detX

Nápověda a řešeńı

6.4. Vlastńı č́ısla se zvětš́ı o α. Vlastńı vektory jsou stejné.

6.5. Necht’ ABv = λv 6= 0. Z toho plyne BABv = λBv, tedy BAu = λu kde u = Bv. Zároveň
u 6= 0 protože jinak by bylo λv = 0.

6.7. indefinitńı, positivně definitńı, indefinitńı, positivně semidefinitńı, indefinitńı, positivně definitńı,
indefinitńı

6.8. Matice A neńı symetrická. Muśıme ji nejdř́ıve symetrizovat, tj. vźıt matici 1
2(A + AT ), a pak

teprv poč́ıtat vlastńı č́ısla. Tı́m zjist́ıme, že žádné tvrzeńı neplat́ı.

6.9.a) A =

[
3 1
1 3

]

6.9.b) a = 2, b = 4, U = 1√
2

[
−1 1
1 1

]

6.10. Hyperbola, nebot’ A má nenulová vlastńı č́ısla opačných znamének.

6.13.a) Převod na tvar (6.12): x =

[
x
y

]

, A =

[
1 2
2 −2

]

, b =

[
3

−6

]

, c = 5. Doplněńı na čtverec existuje

(protože A je regulárńı). Funkce nemá extrém (protože A je indefinitńı), má sedlo v bodě (12 ,−1).

6.13.b) Má minimum v bodě −(3, 1)/2.
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6.14.a) Je (xi − xj)
2 = x2i − 2xixj + x2j . Tedy f je homogenńı polynom stupně dva, což je kvadratická

forma.

6.14.b) Funkce je součet čtverc̊u (druhých mocnin), tedy f(x) ≥ 0 pro všechna x ∈ Rn, tedy f je
positivně semidefinitńı. Zároveň f(x) = 0 když všechny složky xi jsou stejné (tedy x = α1 pro
libovolné α ∈ R), tedy neńı positivně definitńı.

6.14.c) Zjevně f(x) = 0 právě když xi = xj pro všechna {i, j} ∈ E. Když graf je souvislý, nastane to
právě když všechna xi jsou stejná. Jinak to nastane právě když jsou xi stejná v každé komponentě
grafu.

6.14.d) Prvek dii matice D je stupeň (tedy počet incidentńıch hran) vrcholu i. Je L = D−A, nebot’

∑

{i,j}
(xi − xj)

2 =
1

2

∑

{i,j}
x2i −

∑

{i,j}
xixj +

1

2

∑

{i,j}
x2j =

∑

{i,j}
x2i −

∑

{i,j}
xixj = xTDx− xTAx.

6.15. Muśı. Stač́ı vźıt x = ei vektory standardńı báze.

6.16. xT (ATA+ µI)x = xTATAx+ µxT Ix = ‖Ax‖2 + µ‖x‖2 > 0 pro každé x 6= 0.

6.17. Necht’ A = VΛVT . Matice A je positivně semidefinitńı, právě když jsou všechny diagonálńı
prvky matice Λ (což jsou vlastńı č́ısla matice A) nezáporné. Dle (6.8) je A invertovatelná, právě
když Λ je invertovatelná, neboli Λ má na diagonále nenulové prvky. Ale A je positivně definitńı,
právě když jej́ı vl. č́ısla jsou kladná, tj. nezáporná a nenulová.

6.18.a) Je A−1 = (VΛVT )−1 = VΛ−1VT . Ale definitnost matice A je stejná jako definitnost ma-
tice Λ. Je jasné, že pokud diagonálńı prvky λi matice Λ jsou kladné, pak jsou kladné i diagonálńı
prvky 1/λi matice Λ−1.

6.18.b) Necht’ A je positivně definitńı, tedy xTAx > 0 pro každé x 6= 0. KdybyA nebyla invertovatelná
(tj. regulárńı), dle Věty 3.7 by měla netriviálńı nulový prostor, tedy Ax = 0 pro nějaké x 6= 0.
Ale to nelze, protože pak by také xTAx = 0.

Necht’ A je invertovatelná. Položme y = Ax a x = A−1y. Vı́me, že xTAx > 0 pro každé x 6= 0.
Z toho xTAx = yTA−TAA−1y = yTA−1y > 0. Protože zobrazeńı f(x) = Ax je bijekce, je
yTA−1y > 0 pro každé y 6= 0.

6.19.a) xTATAx = (Ax)TAx = ‖Ax‖2 ≥ 0

6.19.b) Vı́me, že ATA je p.s.d. pro každou A. Tedy stač́ı dokázat, že ATA je invertovatelná, právě
když A má l.n. sloupce. To jsme dokázali v (5.5).

6.19.c) Ve spektrálńım rozkladu B = VΛVT má Λ nezáporné diagonálńı prvky. Položme A = Λ1/2VT .

6.19.d) Ve spektrálńım rozkladu B = VΛVT má Λ kladné diagonálńı prvky. Položme A = Λ1/2VT .

6.20. Relace je reflexivńı, když A � A pro každou A, neboli A−A � 0, což plat́ı.

Pro daľśı si všimněte, že A � B znamená (∀x)(xTAx ≤ xTBx). Relace je antisymetrická, když
A � B � A =⇒ A = B. Ale xTAx ≤ xTBx ≤ xTAx implikuje xTAx = xTBx. To plat́ı pro
všechna x, protože A,B jsou symetrické.

Relace je tranzitivńı, když A � B � C =⇒ A � C. To plat́ı, nebot’ xTAx ≤ xTBx ≤
xTCx =⇒ xTAx ≤ xTCx.

6.22. Algebraicky: Projektor P splňuje PP = P (idempotence). Tedy z Pv = λv plyne (násobeńım
matićı P) Pv = λPv. To může platit jen pro λ = 1 nebo pro Pv = 0. Ale když Pv = 0, tak
z rovnice Pv = λv muśı být λ = 0. Tedy vlastńı č́ısla projektoru mohou být bud’ 1 nebo 0.

Úvaha: Projekce na podprostor X = rngP promı́tne každý vektor x ∈ X na sebe, tedy Px = x.
Každý vektor x ∈ X⊥ se promı́tne do 0, tedy Px = 0. Každý vektor x /∈ X ∪X⊥ se promı́tne do
vektoru, který neńı rovnoběžný s x. Shrnuto, P má jen dvě vlastńı č́ısla 1 a 0 (předpokládáme
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nyńı, že X⊥ 6= {0}, neboli P neńı regulárńı). Vlastńı vektory př́ıslušné č́ıslu 1 tvoř́ı podprostor X,
vlastńı vektory př́ıslušné č́ıslu 0 tvoř́ı podprostor X⊥.

6.23. Transformace f(x) = Hx je zrcadleńı okolo nadroviny s normálovým vektorem v. Tedy Hx = x

pro všechna x lež́ıćı v této nadrovině, neboli vTx = 0. Dále jeHv = −v, nebot’ normála nadroviny
zrcadleńım změńı orientaci.

6.25. Projektor P splňuje P2 = P a PT = P (viz §4.6 a Cvičeńı 5.17), z čehož plyne P = PTP. Nyńı
zTPz = zTPTPz = ‖Pz‖2 ≥ 0 (viz Cvičeńı 6.19). Geometrický význam je takový, že libovolný
vektor z sv́ırá se svou ortogonálńı projekćı x = Pz ostrý úhel nebo jsou na sebe kolmé (když
z = 0 nebo x = 0), tedy zTx = zTPz ≥ 0.
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Kapitola 7

Použit́ı spektrálńıho rozkladu
v optimalizaci

7.1 Stopa matice

Stopa (angl. trace) čtvercové matice A ∈ Rn×n je součet jej́ıch diagonálńıch prvk̊u, znač́ı se

trA = a11 + · · ·+ ann. (7.1)

Vlastnosti (dokažte!):

• tr(A+B) = trA+ trB

• tr(αA) = α trA

• tr(AT ) = trA

• tr(AB) = tr(BA) pro každé A ∈ Rm×n a B ∈ Rn×m (tzv. cykličnost stopy)

Z posledńı rovnosti plyne např. tr(ABC) = tr(CAB), protože tr(DC) = tr(CD) kde D = AB.
Podobně např. tr(ABCD) = tr(CDAB). Ale neplat́ı např. tr(ABC) = tr(CBA).

Každá čtvercová matice splňuje

trA = λ1 + · · ·+ λn, (7.2)

kde λ1, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla matice. Pro diagonalizovatelné matice lze rovnost dokázat ze
spektrálńıho rozkladu a cykličnosti stopy (proved’te!). Pro nediagonalizovatelné matice d̊ukaz
neuvád́ıme.

7.2 Skalárńı součin a norma matic

Je přirozené definovat skalárńı součin matic A,B ∈ Rm×n jako

〈A,B〉 =
m∑

i=1

n∑

j=1

aijbij , (7.3)

což je vlastně skalárńı součin vektor̊u vytvořených přerovnáńım prvk̊u každé matice do vektoru.
Zjevně 〈A,B〉 = 〈B,A〉 = 〈AT ,BT 〉 = 〈BT ,AT 〉. Jsou-li ai,bi ∈ Rm sloupce matic A,B,
skalárńı součin jde také napsat jako

〈A,B〉 = aT
1 b1 + · · ·+ aT

nbn (7.4)
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(totéž lze napsat pro řádky). Plat́ı také

〈A,B〉 = tr(ATB) = tr(BTA) = tr(ABT ) = tr(BAT ), (7.5)

kde prvńı rovnost plyne snadno např. ze vzorc̊u (7.4) a (2.8) ostatńı rovnosti z vlastnost́ı stopy
(ověřte!). Obráceně, stopu lze napsat pomoćı skalárńıho součinu jako

trA = 〈I,A〉. (7.6)

Skalárńı součin (7.3) indukuje normu matice A ∈ Rm×n jako

‖A‖ =
√

〈A,A〉 =
√

tr(ATA) =
√

tr(AAT ) =

( m∑

i=1

n∑

j=1

a2ij

)1/2

. (7.7)

Podobně jako pro vektory (viz §4.4), skalárńı součin matic je invariantńı v̊uči transformaci
isometríı: jsou-li U,V matice s ortonormálńımi sloupci, je

〈UAVT ,UBVT 〉= tr(VATUTUBVT ) = tr(VATBVT ) = tr(ATBVTV) = tr(ATB) = 〈A,B〉,

kde jsme použili cykličnost stopy. Tedy i norma (7.7) je invariantńı v̊uči isometrii,

‖UAVT‖ = ‖A‖. (7.8)

Existuj́ı i jiné maticové normy. Maticová norma (7.7) se nazývá Frobeniova norma a
pokud ji chceme odlǐsit od jiných norem, znač́ıme ji ‖ · ‖F.

7.3 Úloha na nejmenš́ı stopu

Necht’ A = VΛVT je spektrálńı rozklad symetrické matice A ∈ Rn×n, tedy matice Λ =
diag(λ1, . . . , λn) je diagonálńı a V =

[
v1 · · · vn

]
je ortogonálńı. Předpokládáme přitom, že

vlastńı č́ısla jsou vzestupně seřazena,

λ1 ≤ · · · ≤ λn,

což lze vždy zař́ıdit vhodnou permutaćı sloupc̊u matice V a diagonálńıch prvk̊u matice Λ.

Věta 7.1. Plat́ı
min{xTAx | x ∈ Rn, xTx = 1 } = λ1 (7.9)

a minimálńı hodnota se nabývá pro x = v1 (tedy pro normalizovaný vlastńı vektor př́ıslušný
nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu λ1).

D̊ukaz. Pohled’me na rovnost (6.11). ProtožeV je ortogonálńı a y = VTx, je yTy = xTVVTx =
xTx a tedy podmı́nka xTx = 1 je ekvivalentńı podmı́nce yTy = 1. Tedy úloha (7.9) má stejnou
minimálńı hodnotu jako úloha

min{yTΛy | y ∈ Rn, yTy = 1 } = min{ λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n | y1, . . . , yn ∈ R, y21 + · · ·+ y2n = 1 }.

(7.10)
Je jasné (viz Cvičeńı 7.1), že minimum nastane když y1 = 1 (tedy y2 = · · · = yn = 0), tj. pro
y = e1 (prvńı vektor standardńı báze). To odpov́ıdá x = Ve1 = v1 a yTΛy = λ1. �
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Všimněte si: Věta 7.1 netvrd́ı, že se minimum úlohy (7.9) nabývá vždy pouze ve vektoru v1.
Je-li vlastńı č́ıslo λ1 násobné, nabývá se ve v́ıce bodech.

Rovnost (7.9) ukazuje, že nejmenš́ı vlastńı č́ıslo lze źıskat řešeńım optimalizačńı úlohy. Zo-
becněńım této úlohy lze postupně źıskat všechna vlastńı č́ısla:

Věta 7.2. Necht’ k < n. Plat́ı

min{xTAx | x ∈ Rn, xTx = 1, vT
1 x = · · · = vT

k x = 0 } = λk+1 (7.11)

a minimálńı hodnota se nabývá pro x = vk+1.

D̊ukaz. Protože vi = Vei, přechodem k souřadnićım y = VTx úlohu převedeme na

min{yTΛy | y ∈ Rn, yTy = 1, eT1 y = · · · = eTk y = 0 }.

Ale eTk y = yk, tedy dodatečná podmı́nka ř́ıká y1 = · · · = yk = 0. Proto minimum nastane když
yk+1 = 1, tedy pro y = ek+1. To odpov́ıdá x = Vek+1 = vk+1 a yTΛy = λk+1. �

Úlohu (7.9) lze ale zobecnit i jiným zp̊usobem:

Věta 7.3. Necht’ k ≤ n. Plat́ı1

min{ tr(XTAX) | X ∈ Rn×k, XTX = I } = λ1 + · · ·+ λk (7.12)

a minimum se nabývá pro X =
[
v1 · · · vk

]
.

D̊ukaz. (⋆) Máme tr(XTAX) = tr(XTVΛVTX) = tr(YTΛY), kde X = VY. Protože V je
ortogonálńı, XTX = I plat́ı právě když YTVTVY = YTY = I. Tedy úloha (7.12) má stejnou
optimálńı hodnotu jako úloha

min{ tr(YTΛY) | Y ∈ Rn×k, YTY = I }. (7.13)

Řešme úlohu (7.13). Z vlastnost́ı stopy (viz §7.1) máme

tr(YTΛY) = tr(YYTΛ) = tr(PΛ) = λ1p11 + · · ·+ λnpnn,

kde p11, . . . , pnn jsou diagonálńı prvky matice P = YYT .
Pro každou Y ∈ Rn×k č́ısla p11, . . . , pnn splňuj́ı rovnost

p11 + · · ·+ pnn = trP = tr(YYT ) = tr(YTY) = tr Ik = k .

Dále splňuj́ı nerovnosti 0 ≤ pii ≤ 1 (viz Cvičeńı 4.20). Uvažujme úlohu

min{ λ1p11 + · · ·+ λnpnn | 0 ≤ p11, . . . , pnn ≤ 1, p11 + · · ·+ pnn = k }. (7.14)

Tento jednoduchý lineárńı program vyřeš́ıme úvahou (viz Cvičeńı ??): jeho optimálńı hodnota je
λ1 + · · ·+ λk a optimálńı argument je dán jako p11 = · · · = pkk = 1 a pk+1,k+1 = · · · = pnn = 0.

Ale matici P = YYT s těmito diagonálńımi prvky lze realizovat volbou Y =

[
Ik
0

]

. Z toho

X = VY =
[
v1 · · · vk

]
. �

1Namı́tnete, že úloha (7.12) neńı ve tvaru (1.11), protože optimalizujeme přes množinu matic a ne vektor̊u.
To je ale jen záležitost značeńı, nebot’ matici rozměru m× n lze vidět jako vektor o mn složkách.
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Všimněte si, že pro k = n se rovnost (7.12) redukuje na rovnost (7.2), nebot’ pro každou
ortogonálńı X ∈ Rn×n je tr(XTAX) = tr(XXTA) = trA = λ1 + · · ·+ λk.

Úloze (7.12) lze rozumět takto. Označme x1, . . . ,xk ∈ Rn sloupce maticeX =
[
x1 · · · xk

]
.

Podmı́nka XTX = I ř́ıká, že x1, . . . ,xk jsou ortonormálńı, xT
i xj = δij. Dále plat́ı (ověřte!)

tr(XTAX) = xT
1Ax1 + · · ·+ xT

kAxk. (7.15)

Tedy v úloze (7.12) hledáme ortonormálńı k-tici vektor̊u, které minimalizuj́ı součet (7.15).
Uvedeme ještě jiný tvar úlohy (7.12). Sloupce matice X tvoř́ı ortonormálńı bázi podprostoru

X = rngX. Každý vektor z podprostoru X je lineárńı kombinace x = Xy vektor̊u báze, kde
y ∈ Rk jsou souřadnice vektoru x v této bázi. Tedy funkce

g(y) = f(Xy) = yTXTAXy (7.16)

je zúžeńı (neboli restrikce) kvadratické formy f(x) = xTAx na daný podprostor, vyjádřená
v souřadnićıch y. Funkce g je kvadratická forma s matićı XTAX. Jej́ı stopu

trX A = tr(XTAX) (7.17)

tedy můžeme nazvat stopou matice A na podprostoru X . Aby tato definice byla smysluplná,
je d̊uležité, že výraz (7.17) nezáviśı na tom, jakou ortonormálńı bázi podprostoru X zvoĺıme.
Vskutku, pro každou ortogonálńı matici U ∈ Rk×k (viz Cvičeńı 4.16) je

tr[(XU)TA(XU)] = tr(UTXTAXU) = tr(UUTXTAX) = tr(XTAX). (7.18)

Tedy úlohu (7.12) můžeme formulovat ‘bezsouřadnicově’: hledáme podprostor X ⊆ Rn

dimenze k, který minimalizuje trX A. Proto se této úloze někdy ř́ıká úloha na nejmenš́ı stopu.

7.4 Proložeńı bod̊u podprostorem

Necht’ jsou dány body a1, . . . , am ∈ Rn a přirozené č́ıslo k ≤ n. Hledejme lineárńı podprostor
dimenze k prostoru Rn, který minimalizuje součet čtverc̊u vzdálenost́ı k bod̊um a1, . . . , am. Ve
statistice se této úloze ř́ıká rozvoj podle hlavńıch komponent (angl. principal component analysis,
PCA) nebo Karhunen-Loeẘuv rozvoj . Podotkněme, že úlohu nelze nijak převést na přibližné
řešeńı lineárńı soustavy ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u, tedy úlohu (5.2).

a4

0

a3

a2

a1

b3

b2

b4
‖a1 − b1‖ = ‖XT

a1‖

rngY = (rngX)⊥ = null(XT )
rngX = (rngY)⊥ = null(YT )

b1 = YY
T
a1 = (I−XX

T )a1
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Zjednodušme formulaci úlohy t́ım, že vzdálenosti podprostoru k bod̊um vyjádř́ıme explicitně

(viz obrázek). Označme jako A =
[
a1 · · · am

]T ∈ Rm×n matici s řádky aT
1 , . . . , a

T
m. Mı́sto

hledaného podprostoru hledejme jeho ortogonálńı doplněk, reprezentovaný ortonormálńı báźı
tvořenou sloupci matice X ∈ Rn×(n−k). Matice X má n − k sloupc̊u, nebot’ dle Věty 4.1 je
dimenze tohoto ortogonálńıho doplňku rovna n− k. Tedy hledaný podprostor je (dle (4.8a))

rngY = (rngX)⊥ = null(XT ) = {b ∈ Rn | XTb = 0 }. (7.19)

Jak jsme odvodili v §4.6.2, vzdálenost bodu a ∈ Rn k podprostoru (7.19) je délka projekce
na jeho ortogonálńı doplněk, tj. ‖XXTa‖ = ‖XTa‖. Součet čtverc̊u vzdálenost́ı všech bod̊u
k podprostoru je

‖XTa1‖2 + · · ·+ ‖XTam‖2 = ‖AX‖2,
kde ‖AX‖ zde znač́ı maticovou (Frobeniovu) normu (7.7) matice AX. Řeš́ıme tedy úlohu

min{ ‖AX‖2 | X ∈ Rn×(n−k), XTX = I }. (7.20)

Protože ‖AX‖2 = tr(XTATAX), úlohu (7.20) můžeme vyřešit pomoćı Věty 7.3. Spoč́ıtáme
spektrálńı rozklad VΛVT = ATA matice ATA (kde opět předpokládáme, že diagonálńı prvky
matice Λ jsou vzestupně seřazeny). Rozděĺıme-li (ortogonálńı) matici V =

[
X Y

]
∈ Rn×n do

dvou blok̊u X ∈ Rn×(n−k) a Y ∈ Rn×k, pak X je řešeńı úlohy (7.20) a (viz §4.6.1) sloupce Y
tvoř́ı ortonormálńı bázi hledaného podprostoru (7.19). Tedy:

• Posledńıch k sloupc̊u matice V (tj. ortonormálńı vlastńı vektory matice ATA odpov́ıdaj́ıćı
k největš́ım vlastńım č́ısl̊um) tvoř́ı ortonormálńı bázi lineárńıho podprostoru dimenze k,
který minimalizuje součet čtverc̊u vdálenost́ı k bod̊um a1, . . . , am.

• Prvńıch n−k sloupc̊u maticeV (tj. ortonormálńı vlastńı vektory maticeATA odpov́ıdaj́ıćı
n − k nejmenš́ım vlastńım č́ısl̊um) tvoř́ı ortonormálńı bázi ortogonálńıho doplňku tohoto
podprostoru.

Všimněte si výhody: spoč́ıtáme-li jednou spektrálńı rozklad matice ATA, máme rovnou řešeńı
úlohy pro všechna k = 1, . . . , n.

Př́ıklad 7.1. Jsou dány body a1, . . . , am v prostoru R3, jež tvoř́ı řádky matice A ∈ Rm×3.
Necht’ATA = VΛVT je spektrálńı rozklad maticeATA, kde v1,v2,v3 jsou sloupce maticeV ∈
R3×3 a 0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ λ3. Př́ımka procházej́ıćı počátkem (tedy k = 1), která minimalizuje součet
čtverc̊u vzdálenost́ı k bod̊um, je množina

(span{v1,v2})⊥ = {x ∈ R3 | vT
1 x = vT

2 x = 0 } = span{v3}.

Rovina procházej́ıćı počátkem (tedy k = 2), která minimalizuje součet čtverc̊u vzdálenost́ı
k bod̊um, je množina

(span{v1})⊥ = {x ∈ R3 | vT
1 x = 0 } = span{v2,v3}. �

7.4.1 Nejbližš́ı matice nižš́ı hodnosti

Úlohu na optimálńı proložeńı bod̊u podprostorem jsme formulovali jako (7.20). Tuto úlohu lze
ale formulovat i př́ımočařeji (viz obrázek výše): k daným bod̊um a1, . . . , am ∈ Rn hledáme body
b1, . . . ,bm ∈ Rn lež́ıćı v podprostoru dimenze k takové, aby součet čtverc̊u vzdálenosti

‖a1 − b1‖2 + · · ·+ ‖am − bm‖2 = ‖A−B‖2 (7.21)
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bylo minimálńı. Výraz (7.21) jsme napsali i v maticové formě, kde B =
[
b1 · · · bm

]T ∈ Rm×n

označuje matici s řádky bT
1 , . . . ,b

T
m. Body b1, . . . ,bm lež́ı v podprostoru dimenze k, právě když

dim span{b1, . . . ,bm} = dim rng(BT ) = rank(BT ) = rankB ≤ k.

Tedy naši úlohu jde napsat jako

min{ ‖A−B‖2 | B ∈ Rm×n, rankB ≤ k }. (7.22)

Krátce, k dané matici A ∈ Rm×n hledáme nejbližš́ı (ve smyslu Frobeniovy normy) matici B
hodnosti nejvýše k. Tato úloha je angl. známa jako low rank approximation.

Z této úvahy plyne, že úlohy (7.20) a (7.22) maj́ı stejnou optimálńı hodnotu. Zbývá zjistit,
jak spoč́ıtat optimálńı řešeńı B úlohy (7.22) z optimálńıho řešeńı X úlohy (7.20). Je jasné, že
známe-li podprostor, ve kterém lež́ı body b1, . . . ,bm, pak tyto body musej́ı být ortogonálńımi
projekcemi bod̊u a1, . . . , am do tohoto podprostoru (jinak by totiž č́ıslo ‖A − B‖ šlo zmenšit
posunut́ım bod̊u v tomto podprostoru). Je-li ortonormálńı báze tohoto podprostoru tvořena
sloupci matice Y, pak tedy bi = YYTai, což se maticově dá zapsat jako

B = AYYT = A(I−XXT ), (7.23)

kde druhá rovnost plyne z (4.25), předpokládáme-li stále V =
[
X Y

]
.

Dle Věty 7.3 je optimálńı hodnota úloh (7.20) a (7.22) rovna

λ1 + · · ·+ λn−k, (7.24)

kde λ1 ≤ · · · ≤ λn je spektrum matice ATA. Č́ıslo (7.24) je tedy čtverec vzdálenosti (měřené
Frobeniovou normou) matice A od nejbližš́ı matice hodnosti nejvýše k. V tomto smyslu lze tedy
spektrum matice ATA vidět jako jakési zobecněńı hodnosti matice A.

7.4.2 Co když prokládáme afinńım podprostorem?

Změňme nyńı úlohu (7.20) tak, že mı́sto lineárńıho podprostoru hledejme afinńı podprostor
dimenze k, který minimalizuje součet čtverc̊u vzdálenost́ı k bod̊um a1, . . . , am.

Věta 7.4. Necht’ a1, . . . , am ∈ Rn a k ≤ n. Afinńı podprostor dimenze k, který minimalizuje
součet čtverc̊u vzdálenost́ı k bod̊um a1, . . . , am, procháźı těžǐstěm ā = 1

m
(a1 + · · ·+ am) těchto

bod̊u.

D̊ukaz. Hledaný afinńı podprostor parametrizujme jako (srov. (7.19) a Věta 3.13)

{b ∈ Rn | XTb = y }, (7.25)

kde X ∈ Rn×(n−k) je matice s ortonormálńımi sloupci a y ∈ Rm. Vzdálenost bodu a ∈ Rn od
tohoto podprostoru je ‖XTa − y‖ (viz §4.6.2). Součet čtverc̊u vzdálenost́ı všech bod̊u k pod-
prostoru je tedy

‖XTa1 − y‖2 + · · ·+ ‖XTam − y‖2.
Tento výraz tedy muśıme minimalizovat přes proměnné X a y za podmı́nky XTX = I. Pokud
je X libovolné pevné a minimalizujeme pouze přes y, minimum se nabývá v bodě y = XT ā
(viz Př́ıklad 1.14). Z toho plyne (proč?), že podprostor (7.25) obsahuje bod ā. �

Nyńı je řešeńı jasné: nejprve posuneme body a1, . . . , am tak, aby jejich těžǐstě leželo v po-
čátku, a potom najdeme (lineárńı) podprostor minimalizuj́ıćı součet čtverc̊u vzdálenost́ı k po-
sunutým bod̊um. Jeho posunut́ım zpět pak źıskáme kýžený afinńı podprostor.
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7.5 Přeurčené homogenńı lineárńı soustavy

Řešme homogenńı lineárńı soustavu
Ax = 0, (7.26)

kde A ∈ Rm×n. Jej́ı množinou řešeńı je nullA, což je lineárńı podprostor Rn dimenze n−rankA
viz (3.16). Může být homogenńı soustava ‘přeurčená’? Přeurčenost neńı rozumné definovat jako
u nehomogenńı soustavy (viz §5.1), protože homogenńı soustava má vždy triviálńı řešeńı x = 0.
Ovšem, kdybychom ‘přeurčenou’ soustavu (7.26) zkusili přibližně řešit jako minimalizaci ‖Ax‖,
dostali bychom triviálńı optimálńı řešeńı x = 0.

Abychom se tomu vyhnuli, můžeme nav́ıc požadovat xTx = 1. To tedy vede na úlohu

min{ ‖Ax‖ | x ∈ Rn, xTx = 1 }. (7.27)

Protože ‖Ax‖2 = xTATAx, dle (7.9) je řešeńım této úlohy vlastńı vektor maticeATA př́ıslušný
jej́ımu nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu.

Př́ıklad 7.2 (Přibližné proložeńı bod̊u kuželosečkou). Kuželosečka (viz §6.3.1) je mno-
žina

K = { (x, y) ∈ R2 | Q(x, y) = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0 }.
Budiž dáno m bod̊u (x1, y1), . . . , (xm, ym) ∈ R2, o kterých v́ıme, že maj́ı ležet na kuželosečce.
Body jsou ale zat́ıženy šumem a tedy obecně nemuśı existovat kuželosečka, která jimi procháźı.
Hledejme tedy kuželosečku, která je ‘nejbližš́ı’ daným bod̊um. Jedna možná formulace této
úlohy je, že hledáme č́ısla a, b, c, d, e, f , která minimalizuj́ı součet čtverc̊u vzdálenost́ı bod̊u od
křivky. Vyřešit přesně tuto úlohu je ale obt́ıžné.

Formulujme proto úlohu přibližně: hledejme č́ısla a, . . . , f , která minimalizuj́ı součet

Q(x1, y1)
2 + · · ·+Q(xm, ym)

2. (7.28)

Tato formulace ale nevyjadřuje to, co chceme, protože minimum výrazu (7.28) se nabývá pro
a = b = c = d = e = f = 0. V tomto př́ıpadě množina K neńı křivka, ale celá rovina R2, což
rozhodně nechceme. Ve skutečnosti nav́ıc potřebujeme, aby aspoň jedno z č́ısel a, . . . , f bylo
nenulové. Toho dosáhneme uvaleńım podmı́nky

a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f 2 = 1. (7.29)

Všimněte si, že pro každou kuželosečku můžeme dosáhnout splněńı této podmı́nky, protože
vynásobeńım vektoru (a, b, c, d, e, f) libovolným nenulovým č́ıslem nezměńı množinu K.

Minimalizace (7.28) za podmı́nky (7.29) se dá psát jako minimalizace ‖Aθ‖2 za podmı́nky
θTθ = 1, kde

A =






x2
1 x1y1 y21 x1 y1 1
...

...
...

...
...

...
x2
m xmym y2m xm ym 1




 , θ =

[
a b c d e f

]T
.

�

Obecněji, soustavu (7.26) nazveme přeurčenou tehdy, když dimenze jej́ıho prostoru řešeńı je
nižš́ı než nějaká předem známá dimenze n−k. Přibližné řešeńı soustavy pak vede na úlohu (7.20),
která je ovšem ekvivalentńı úloze (7.22). Úloha (7.22) odpov́ıdá tomu, že co nejméně změńıme
matici A, aby prostor řešeńı soustavy (7.26) měl kýženou dimenzi n−k. Neboli nejprve najdeme
matici B s hodnost́ı k nejbližš́ı matici A a potom řeš́ıme soustavu Bx = 0, jej́ıž prostor řešeńı
již má dimenzi n− k.
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Vztah k nehomogenńımu př́ıpadu. V §5.1 jsme formulovali přibližné řešeńı nehomogenńı
(b 6= 0) soustavy Ax = b jako úlohu min

x∈Rn

‖Ax− b‖. Může se zdát, že tato formulace je úplně

odlǐsná od formulace přibližného řešeńı homogenńı soustavy, kterou jsme uvedli zde. Ale tak
tomu neńı. Formulujme přibližné řešeńı nehomogenńı soustavy takto: pokud soustava Ax = b
nemá řešeńı, změňme vektor b co nejméně tak, aby soustava řešeńı měla. Přesněji, hledáme
vektor c tak, aby pro nějaké x platilo Ax = c a přitom č́ıslo ‖b − c‖ bylo co nejmenš́ı. Tuto
úlohu lze napsat jako

min{ ‖b− c‖ | Ax = c, x ∈ Rn, c ∈ Rm }.
Zde minimalizujeme přes proměnné x a c (nevad́ı, že x se nevyskytuje v účelové funkci). Ale
tato úloha jde zjednodušit: dosad́ıme c = Ax do účelové funkce ‖b − c‖, č́ımž dostaneme
min
x∈Rn

‖Ax− b‖. Shrňme:

• V přibližném řešeńı nehomogenńı soustavy Ax = b chceme změnit vektor b co nejméně
tak, aby soustava měla řešeńı.

• V přibližném řešeńı homogenńı soustavy Ax = 0 chceme změnit matici A co nejméně tak,
aby soustava měla prostor řešeńı dané dimenze.

7.6 Singulárńı rozklad

Věta 7.5. Každou matici A ∈ Rm×n lze rozložit jako

A = USVT = s1u1v
T
1 + · · ·+ spupv

T
p . (7.30)

kde matice S ∈ Rm×n je diagonálńı s diagonálńımi prvky s1, . . . , sp (kde p = min{m,n}) a
matice U =

[
u1 · · · um

]
∈ Rm×m a V ∈ Rn×n =

[
v1 · · · vn

]
jsou ortogonálńı.

Rozklad (7.30) se nazývá singulárńı rozklad (Singular Value Decomposition, SVD) maticeA.
Diagonálńı prvky s1, . . . , sp matice S se nazývaj́ı singulárńı č́ısla matice A. Upozorněme, že
diagonálńı matice nemuśı být čtvercová (viz začátek §2), diagonálńı matice rozměru m × n
má p = min{m,n} diagonálńıch prvk̊u. Singulárńı č́ısla je zvykem volit nezáporné, což lze
vždy zajistit př́ıp. vynásobeńım č́ısla si a jednoho z vektor̊u ui,vi minus jedničkou. Sloupce
u1, . . . ,um matice U nazývaj́ı levé singulárńı vektory a sloupce v1, . . . ,vn matice V pravé
singulárńı vektory matice A. Plat́ı (např. z Věty 3.6) rankA = rankS, tedy hodnost matice je
rovna počtu jej́ıch nenulových singulárńıch č́ısel.

Rozklad A = USVT kde S,U,V maji rozměry jako ve Větě 7.5 se přesněji nazývá plný
singulárńı rozklad. Pokud je A obdélńıková, pak posledńıch m − p sloupc̊u U př́ıp. n − p
sloupc̊u V je násobeno nulami (napǐste si!). Jejich vynecháńım źıskáme redukovaný rozklad
A = USVT , kde S = diag(s1, . . . , sp) ∈ Rp×p je diagonálńı a U =

[
u1 · · · up

]
∈ Rm×p a

V =
[
v1 · · · vp

]
∈ Rn×p maj́ı ortonormálńı sloupce.

Singulárńı č́ısla a vektory matice A maj́ı úzký vztah k vlastńım č́ısl̊um a vektor̊um matic
ATA a AAT . Předpokládeje, že rozklad (7.30) existuje. Pak

ATA = VSTUTUSVT = VSTSVT , (7.31a)

AAT = USVTVSTUT = USSTUT . (7.31b)

Ale to jsou spektrálńı rozklady (6.7) symetrických positivně definitńıch matic ATA a AAT .
Matice STS ∈ Rn×n a SST ∈ Rm×m jsou diagonálńı a jejich nenulové diagonálńı prvky jsou
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druhé mocniny nenulových diagonálńıch prvk̊u matice S. Tedy nenulová singulárńı č́ısla ma-
tice A jsou druhé odmocniny nenulových vlastńıch č́ısel matic ATA a AAT (která jsou tud́ıž
stejná, srov. Cvičeńı 6.5). Pravé a levé singulárńı vektory jsou vlastńı vektory těchto matic
př́ıslušné nenulovým vlastńım č́ısl̊um. Zd̊urazněme, že (7.31) neńı ještě d̊ukaz Věty 7.5, protože
neńı jasné, zda matice źıskané nezávisle dvěma spektrálńımi rozklady (7.31) splňuj́ı (7.30).

Poč́ıtat SVD matice A ze spektrálńıho rozkladu matice ATA nebo AAT neńı numericky
vhodné, protože výpočet součinu ATA může vést ke zbytečným zaokrouhlovaćım chybám (viz
Př́ıklad 5.2). Na SVD proto byly vymyšleny algoritmy, které se explicitńımu výpočtu ATA
vyhýbaj́ı. Kdykoliv tedy hledáme vlastńı č́ısla a vektory matice ATA (např. v úlohách (7.20)
a (7.22)), měli bychom to dělat pomoćı SVD algoritmu. Na druhou stranu, pokud nám možné
sńıžeńı přesnosti nevad́ı, poč́ıtáńı SVD spektrálńım rozkladem může být rychleǰśı: např. když
m ≫ n a potřebujeme spoč́ıtat jen matice V a S (nepotřebujeme U), spektrálńı rozklad matice
ATA bude rychleǰśı (tato matice je malá, n× n).

7.6.1 Nejbližš́ı matice nižš́ı hodnosti

V §7.4.1 jsme odvodili řešeńı úlohy (7.22) pomoćı spektrálńıho rozkladu matice ATA. Násle-
duj́ıćı klasická věta formuluje toto řešeńı elegantně pomoćı SVD matice A.

Věta 7.6 (Eckart-Young). Necht’ A = USVT je SVD matice A. Řešeńı úlohy (7.22) je

B = US′VT = s1u1v
T
1 + · · ·+ skukv

T
k , (7.32)

kde matice S′ se źıská z matice S vynulováńım p − k nejmenš́ıch diagonálńıch prvk̊u (kde
předpokládáme s1 ≥ · · · ≥ sp ≥ 0).

D̊ukaz. V §7.4.1 jsme ukázali, že optimálńı řešeńı úlohy (7.22) je B = AYYT kde Y ∈ Rn×k je
druhý blok matice V =

[
X Y

]
ve spektrálńım rozkladu ATA = VΛVT . Ze vztahu singulár-

ńıho rozkladu matice A a spektrálńıho rozkladu matice ATA v́ıme, že matici V můžeme také
źıskat ze singulárńıho rozkladu (7.30) matice A. Za předpokladu s1 ≥ · · · ≥ sp ≥ 0 je

B = AYYT = USVTYYT = US

[
Ik
0

]

YT = US

[
Ik 0
0 0

]

VT = US′VT . �

7.7 Cvičeńı

7.1. Řekli jsme, že řešeńı úlohy (7.10) se nabývá pro y1 = 1 a y2 = · · · = yn = 0 (kde
předpokládáme, λ1 je nejmenš́ı z č́ısel λ1, . . . , λn). Dokažte to přesně.

7.2. Vyřešte úlohu max{xTAx | x ∈ Rn, xTx = 1 }. Muśı být matice A symetrická?

7.3. Ukážeme, že úlohy (7.9) a (7.12) lze formulovat i tak, že podmı́nky na ortonormalitu
vynecháme a zobecńıme účelovou funkci.

a) Pro čtvercovu matici A je výraz f(x) =
xTAx

xTx
znám jako Rayleigh̊uv kvocient.

Dokažte, že min
x∈Rn\{0}

f(x) = min{xTAx | x ∈ Rn, xTx = 1 }.
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b) V §7.3 jsme ukázali, že stopa matice A na podprostoru X nezáviśı na tom, jakou or-
tonormálńı bázi podprostoru X zvoĺıme, tj. výraz (7.17) je stejný pro všechny matice
X ∈ Rn×k splňuj́ıćı X = rngX a XTX = I. Chceme naj́ıt obecněǰśı výraz, který bude
stejný pro všechny matice X ∈ Rn×k splňuj́ıćı X = rngX a rankX = k (tedy báze
už nemuśı být ortonormálńı). Dokažte, že takovým výrazem je tr(XTAX(XTX)−1).
Dokažte, že úloha min{ tr(XTAX(XTX)−1) | X ∈ Rn×k, rankX = k } má stejnou
optimálńı hodnotu jako úloha (7.12).

7.4. Jsou dány čtyři body a1 = (3,−3, 4), a2 = (−2,−3,−2), a3 = (1, 0,−1), a4 = (3, 1, 0)
v R3. Najděte podprostor X ⊆ R3, který minimalizuje součet čtverc̊u kolmých vzdálenost́ı
bod̊u k podprostoru X , kde X je

a) př́ımka procházej́ıćı počátkem,

b) rovina procházej́ıćı počátkem,

c) př́ımka která může ale nemuśı procházet počátkem.

Vždy najděte vektor x0 a ortonormálńı bázi lineárńıho podprostoru X ′ tak, aby X =
x0 + X ′. Dále spoč́ıtejte ortogonálńı projekce bod̊u na podprostor X (je snad jasné, co
mysĺıme projekćı na afinńı podprostor) a souřadnice těchto projekćı v ortonormálńı bázi
podprostoru X ′. Použijte (a) spektrálńı rozklad, (b) SVD. Můžete použ́ıt poč́ıtač.

7.5. (⋆) Necht’ v rozkladu (7.30) je σ1 ≥ · · · ≥ σp a necht’ rankA = r. Dokažte, že prvńıch
r sloupc̊u matice U tvoř́ı ortonormálńı bázi prostoru rngA a prvńıch r sloupc̊u matice V
tvoř́ı ortonormálńı bázi prostoru rng(AT ).

7.6. (⋆) V Matlabu se báze nulového prostoru matice najde funkćı null; vypǐste si implementaci
této funkce matlabským př́ıkazem edit null a najděte souvislost se Cvičeńım 7.5.

7.7. Je dán spektrálńı rozklad dané symetrické matice. Jak byste z něho jednoduše nalezli SVD
této matice?

7.8. Pro matici A =
1

15

[
−13 2 −22
−16 14 −4

]

najděte matici B hodnosti jedna takovou, že ‖A−B‖
je minimálńı. Pak spočtěte ‖A−B‖. Spočtěte pomoćı (a) spektrálńıho rozkladu, (b) SVD.

Použijte poč́ıtač. Pokud byste poč́ıtali ručně, napov́ıme že U =
1

5

[
−3 4
4 3

]

.

7.9. Máme n = 100 bod̊u x1, . . . ,xn ∈ R106 . Chceme naj́ıt podprostor dimenze k (kde k < 100)
minimalizuj́ıćı součet čtverc̊u vzdálenost́ı k bod̊um. Jak to uděláme co nejefektivněji?
Nápověda: použijte výsledek Cvičeńı 6.5.

7.10. Dokažte, že rovnice AB−BA = I nemá řešeńı pro žádné A,B.

7.11. Dokažte, že následuj́ıćı dvě úlohy jsou stejné:

• Najdi podprostor takový, že součet čtverc̊u vzdálenost́ı daných bod̊u k tomuto pod-
prostoru je minimálńı.

• Najdi podprostor takový, že součet čtverc̊u délek ortogonálńıch projekćı daných bod̊u
na tento podprostor je maximálńı.

7.12. Zjednodušme Př́ıklad 7.2 tak, že mı́sto kuželosečky chceme dané body proložit př́ımkou
{ (x, y) ∈ R2 | ax+ by+ c = 0 }. Děláme to opět tak, že minimalizujeme

∑

i(axi+ byi+ c)2

za podmı́nky a2 + b2 + c2 = 1.
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a) Minimalizuje formulovaná úloha součet čtverc̊u vzdálenost́ı bod̊u k př́ımce, nebo jen
jeho aproximaci (jako pro kuželosečku)?

b) Co když mı́sto omezeńı a2 + b2 + c2 = 1 použijeme omezeńı a2 + b2 = 1? Co úloha
vyjadřuje a jak ji vyřeš́ıme?

c) (⋆) Když v Př́ıkladě 7.2 změńıme omezeńı (7.29) na a2+ b2+ c2+d2+ e2 = 1 př́ıp. na
a2 + b2 + c2 = 1, bude úloha minimalizovat přesný součet čtverc̊u vzdálenost́ı bod̊u
ke kuželosečce?

7.13. (⋆) Dokažte, že max{xTAy | x ∈ Rm, y ∈ Rn, xTx = yTy = 1 } = s1, kde s1 je
největš́ı singulárńı č́ıslo matice A ∈ Rm×n, a optimálńı argument je u1,v1, tedy levý a
pravý singulárńı vektor př́ıslušný singulárńımu č́ıslu s1.

7.14. Někdo by mohl namı́tnout, že Věta 7.3 plyne okamžitě z Věty 7.2, nebot’ minimalizaci
součtu xT

1Ax1 + · · · + xT
kAxk za podmı́nky xT

i xj = δij jde provést takto: nejdř́ıve mini-
malizujeme xT

1Ax1 za podmı́nky xT
i xj = δij , což má řešeńı x1 = v1, pak x1 zafixujeme a

minimalizujeme xT
1Ax1 + xT

2Ax2 za podmı́nky xT
i xj = δij , což má řešeńı x2 = v2, atd.

Ovšem tento ‘hladový’ (angl. greedy) algoritmus obecně nefunguje. Uvažujte zjednodu-
šenou verzi úlohy: máme funkce f : R → R a g: Rk → R a chceme minimalizovat součet
f(x1)+ · · ·+f(xk) za podmı́nky g(x1, . . . , xk) = 0, kde proměnné jsou č́ısla x1, . . . , xk ∈ R.
Najděte př́ıklad funkćı f, g, pro které hladový algoritmus nenajde minimum této úlohy.

7.15. Do této chv́ıle jsme potkali již tři rozklady matic: QR, spektrálńı rozklad a SVD. Je
ještě několik jiných užitečných rozklad̊u. Návrh algoritmů na operace s maticemi, řešeńı
soustav lineárńıch rovnic a rozklady matic je předmětem numerické lineárńı algebry . Ćılem
je nalézt rychlé algoritmy, které jsou odolné v̊uči zaokrouhlovaćım chybám. Existuj́ı volně
dostupné softwarové baĺıky na numerickou lineárńı algebru. Matlab je postaven na baĺıku
LAPACK. Jiný obĺıbený baĺık je BLAS, který obsahuje funkce nižš́ı úrovně než LAPACK.
Najděte na internetu dokumentaci k baĺık̊um LAPACK a BLAS a pochopte z ńı co nejv́ıce!

Nápověda a řešeńı

7.1. Dokažte, že kdyby bylo y1 < 1 (a tedy y22 + · · · + y2n > 0), tak bychom mohli hodnotu výrazu
λ1y

2
1 + · · ·+ λny

2
n zmenšit bez porušeńı podmı́nky y21 + · · · + y2n = 1.

7.3.a) Kĺıčové je si všimnout, že f(αx) = f(x) pro každé α 6= 0 a x 6= 0. To nám dovoĺı dokázat rovnost
množin { f(x) | x ∈ Rn \ {0} } = {xTAx | x ∈ Rn, xTx = 1 }. Každý prvek z pravé množiny
zřejmě patř́ı také do levé množiny. Ale také každý prvek z levé množiny patř́ı do pravé množiny,
protože když vektor x vyděĺıme č́ıslem ‖x‖, bude xTx = 1 a hodnota f(x) se nezměńı.

7.3.b) Z cykličnosti stopy je tr(XTAX(XTX)−1) = tr(AX(XTX)−1XT ). Matice X(XTX)−1XT je
ortogonálńı projektor na podprostor X. Ve Cvičeńı 5.11 jsme dokázali, že tento projektor nezáviśı
na změně báze.

7.4.a) x0 = 0, ortonorm. báze X ′ je např. {(0.6912,−0.2181, 0.6889)}.
7.4.b) x0 = 0, ortonorm. báze X ′ je např. {(0.6912,−0.2181, 0.6889), (−0.3771,−0.9221, 0.0864)}.
7.4.c) x0 = (1.25,−1.25, 0.25), ortonorm. báze X ′ je např. {(0.6599, 0.0280, 0.7508)}.
7.10. Použijte cykličnost stopy.

7.13. Dosad’te A = USVT (U,V ortogonálńı, S ∈ Rm×n). Řeš́ıme max{ x̄TSȳ | x̄T x̄ = ȳT ȳ = 1 }.
Máme x̄TSȳ =

∑p
i=1 six̄iȳi =

∑p
i=1 sizi, kde zi = x̄iȳi. Plat́ı |zi| ≤ 1 a

∣
∣
∑

i zi
∣
∣ ≤ 1 (rozmyslete).

Úloha max{∑i sizi | |zi| ≤ 1,
∣
∣
∑

i zi
∣
∣ ≤ 1 } má optimálńı hodnotu s1 a optimálńı argument je
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z1 = 1 a zi = 0 pro i 6= 1. Taková č́ısla zi = x̄iȳi lze ale realizovat volbou x̄ = e1 a ȳ = e1.
Optimálńı argument p̊uvodńı úlohy je x = Ux̄ = u1 a y = Vȳ = v1.

7.14. f(x) = x a g(x1, . . . , xk) = x21 + · · · + x2k. Necht’ k = 2. Minimum je x1 = x2 = 1/
√
2. Hladový

algoritmus ovšem v prvńım kroku minimalizuje x1 za podmı́nky x21 + x22 = 1, což dá x1 = −1.
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