
Př́ıklady 14. cvičeńı OPT

105: Středa 12:45-14:15

1. Nalezněte vzdálenost dvou mnohostěn̊u {x ∈ R
n | Ax ≤ b} a {x ∈

R
n | Cx ≤ d} ve smyslu eukleidovské normy (vzdálenost dvou množin

uvažujeme jako vzdálenost jej́ıch dvou nejbližš́ıch bod̊u).

(a) Formulujte jako optimalizačńı úlohu.

(b) Je úloha konvexńı?.

(c) Kolik má úloha proměnných?

(d) Kolik má úloha podmı́nek?

(e) Jakým zp̊usobem bychom tuto úlohu uměli vyřešit?

(f) Pokud bychom uvažovali obecněǰśı kritérium - metriku indukova-
nou obecnou p-normou (tj. || · ||p), pro jakou hodnotu p by šla
úloha zapsat jako lineárńı program? (Hint: p = 1 nebo p = ∞)

(g) Jaký bude vztah mezi optimálńı hodnotou daného LP a optimem
p̊uvodńı úlohy? (Hint: ∀y ∈ R

n : ‖y‖1 ≥ ‖y‖2 ≥ ‖y‖∞)

2. Nalezněte vzdálenost množin conv{a1, ..., am} a conv{b1, ..., bn}, kde
a1, ..., am, b1, ..., bn ∈ R

d jsou dané vektory a conv znač́ı konvexńı obal
množiny vektor̊u.

(a) Formulujte jako optimalizačńı úlohu.

(b) Je tato úloha konvexńı?

(c) Kolik má úloha proměnných?

(d) Kolik má úloha podmı́nek?

(e) Je množina conv{a1, ..., am} mnohostěn?

3. Plat́ı, že každý mnohostěn se dá zapsat jako konvexńı obal svých ex-
tremálńıch bod̊u?
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4. Plat́ı, že každý mnohostěn, který neobsahuje př́ımku, se dá zapsat jako
konvexńı obal svých extremálńıch bod̊u?

5. Je dána optimalizačńı úloha

min
m
∑

i=1

wi

(

n
∑

j=1

aijxj − bi

)2

(1a)

xj ∈ R, ∀j ∈ {1, ..., n}, (1b)

kde

• wi ≥ 0, ∀i ∈ {1, ..., m}

• aij ∈ R, ∀i ∈ {1, ..., m}, j ∈ {1, ..., n}

• bi ∈ R, ∀i ∈ {1, ..., m}

jsou konstanty a optimalizujeme přes vektor proměnných x.

(a) Je úloha konvexńı?

(b) Diskutujte použit́ı gradientńı metody pro řešeńı této úlohy nebo
navrhněte alternativu, pokud by byla výhodněǰśı.

(c) Dokážeme naj́ıt optimálńı řešeńı (tj. optimálńı argument) x? (Hint:
Zkuste úlohu převést na minx∈Rn‖Px− q‖2

2
)

6. Je dána funkce

f(x1, ..., xn) =
m

max
i=1

n

min
j=1

‖ai − xj‖2, (2)

kde ai ∈ R
d, i ∈ {1, ..., m} jsou dané vektory a xj ∈ R

d, j ∈ {1, ..., n}
jsou proměnné (též vektory).

(a) Pokud naṕı̌seme f : Ru → R
v, jaké jsou hodnoty u, v?

(b) Je funkce konvexńı? Pokud ne, můžeme uvalit nějaká omezeńı na
hodnoty m,n, d, které by ji učinily méně obecnou, ale konvexńı?
(Hint: Zvažte n = 1).

7. Je dána obdélńıková matice Q ∈ R
m×n, m 6= n, která má ortonormálńı

sloupce.

(a) Definujte ortonormálńı množinu vektor̊u. Co bude platit pro ma-
tici QTQ?

(b) Co můžeme ř́ıci o hodnotách m,n?
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(c) Jaká je hodnota rank Q?

(d) Má Q levou nebo pravou inverzi, nebo obě?

(e) Projekci vektoru y ∈ R
m na prostor rngQ označ́ıme jako vektor

x ∈ R
d, jaká je hodnota d? Umı́te projekci symbolicky zapsat

pomoćı Q a y? Jak bychom źıskali projekci na prostor ortogonálńı
k rngQ?

8. Je dána matice

A =

[

0 −1
−1 0

]

.

(a) Určete jej́ı definitnost pomoćı Sylvestrova kritéria - rozhodněte,
zda je pozitivně definitńı, pozitivně semidefinitńı, negativně defi-
nitńı, negativně semidefinitńı nebo indefinitńı.

(b) Co nám to ř́ıká o funkci f(x1, x2) = −2x1x2?

9. Určete definitnost matice

B =

[

2 0
0 1

]

pomoćı Sylvestrova kritéria. (Hint: Může být matice pozitivně definitńı
i pozitivně semidefinitńı zároveň? V jakých př́ıpadech se to stane?)
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