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Organizace

8 programovaćıch úloh, dohromady 16 bodů

pro zápočet nutné źıskat alespoň 10 bodů

nutné vy̌rešit 9 z 10 testovaćıch dat, v rámci pamět’ového a časového

limitu

9/10 odpov́ıdá 1 bodu za úlohu, 10/10 odpov́ıdá 2 bodům

kód muśı být vlastńı d́ılo, úlohy řešte včas

max 2 cvičeńı s neomluvenými absencemi

možnost navštěvovat ACM seminá̌r

p̌rednášky PO 14.30-16.00
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př́ıklady



Př́ıklad 1

Necht’ f(n) a g(n) jsou funkce definované na N. Pokud f(n) ∈ O(g(n)),

pak:

1. f(n) ≤ g(n) pro všechna dostatečně velká n.

2. ∃c > 0 : ∃n0 : ∀n > n0 : f(n) ≤ c · g(n)

(c ∈ R+, n0 ∈ N, f(n) ≥ 0 a g(n) ≥ 0)

3. limn→∞
f(n)
g(n) → c, kde c ∈ R+

0 a f(n), g(n) ∈ R+
0

4. Funkce g roste asymptoticky rychleji než funkce f .

5. Funkce f a g jsou nezáporné.
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Řešeńı 1

1. Neplat́ı, protože n ∈ O(n/2) ale n > n/2 pro všechna p̌rirozená č́ısla.

2. Plat́ı.

3. Plat́ı. [https://cw.fel.cvut.cz/wiki/_media/courses/

a4b33alg/alg01_2010.pdf, slide 13]

4. Neplat́ı. Funkce g může r̊ust i asymptoticky stejně rychle jako funkce f .

5. Plat́ı. Nezápornost je jednou z podḿınek, abychom mohli tvrdit, že

f(n) ∈ O(g(n)).
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Př́ıklad 2

Necht’ f(n) a g(n) jsou funkce definované na N. Pokud f(n) ∈ Ω(g(n)),

pak:

1. f(n) ≥ g(n) pro všechna dostatečně velká n.

2. ∀c > 0 : ∃n0 : ∀n > n0 : f(n) > c · g(n)

(c ∈ R+, n0 ∈ N, f(n) ≥ 0 a g(n) ≥ 0)

3. g(n) ∈ O(f(n))

4. limn→∞
f(n)
g(n) →∞, kde f(n), g(n) ∈ R+

0

5. Funkce f roste asymptoticky alespoň tak rychle jako funkce g.

6. Funkce f a g jsou kladné.

Pro zamyšleńı: Existuje i ťŕıda malá omega, ve ktere jsou funkce, ktere

rostou striktně rychleji. Zkuste vymyslet definici.
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Řešeńı 2

1. Neplat́ı, protože n/2 ∈ Ω(n) ale n/2 < n pro všechna p̌rirozená č́ısla.

2. Neplat́ı. Protip̌ŕıkladem je f(n) = 1
2n, g(n) = n a c = 1.

3. Plat́ı.

4. Neplat́ı pokud f(n) ∈ Θ(g(n)).

5. Plat́ı.

6. Neplat́ı. Funkce f a g mohou být klidně nulové.

f(n) ∈ ω(g(n)) právě tehdy, když

∀c > 0 : ∃n0 : ∀n > n0 : f(n) > c · g(n)

(c ∈ R+, n0 ∈ N, f(n) ≥ 0 a g(n) ≥ 0).
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Př́ıklad 3

Necht’ f(n) a g(n) jsou funkce definované na N. Pokud f(n) ∈ Θ(g(n)),

pak:

1. ∃c1, c2 > 0 : ∃n0 : ∀n > n0 : c1 · g(n) ≤ f(n) ≤ c2 · g(n)

(c1, c2 ∈ R+, n0 ∈ N, f(n) ≥ 0 a g(n) ≥ 0)

2. funkce f může r̊ust rychleji než funkce g

3. funkce f může r̊ust asymptoticky rychleji než funkce g

4. f(n) ∈ Ω(g(n)) ∩ O(g(n)).

5. g(n) ∈ O(f(n))

6. ∃n ∈ N : f(n) 6= g(n).
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Řešeńı 3

1. Plat́ı.

2. Plat́ı. Nap̌ŕıklad 2n roste rychleji než n, ale p̌ritom roste asymptoticky

stejně rychle.

3. Neplat́ı.

4. Plat́ı. f(n) ∈ Θ(g(n)) znamená, že f(n) ∈ Ω(g(n)) a také, že

f(n) ∈ O(g(n)).

5. Plat́ı.

6. Neplat́ı. Zvolme f(n) = g(n). Pak f(n) ∈ Θ(g(n)), ale neplat́ı závěr.
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Př́ıklad 4

Pro dvě spojité funkce f(x) a g(x) rostoućı na celém N plat́ı

f(x) < g(x) pro každé x ∈ N. To znamená

1. f(x) /∈ Ω(g(x))

2. f(x) /∈ O(g(x))

3. f(x) /∈ Θ(g(x))

4. je možné, že f(x) ∈ Ω(g(x))

5. je možné, že f(x) ∈ O(g(x))

6. f(x) roste asymptoticky pomaleji než g(x)
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Řešeńı 4

1. Neplat́ı. Protip̌ŕıkladem je f(x) = x a g(x) = 2x.

2. Neplat́ı. Protip̌ŕıkladem je f(x) = x a g(x) = 2x.

3. Neplat́ı. Protip̌ŕıkladem je f(x) = x a g(x) = 2x.

4. Plat́ı. Př́ıkladem je f(x) = x a g(x) = 2x.

5. Plat́ı, dokonce toto plat́ı vždy. Lze to dokázat, pokud zvoĺıme nap̌r.

c = 1 a n0 = 1.

6. Neplat́ı. Protip̌ŕıkladem je f(x) = x a g(x) = 2x.
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Př́ıklad 5

Necht’ f(n) a g(n) jsou asymptoticky nezáporné funkce. Za použit́ı

základńı definice Θ dokažte, že

max(f(n), g(n)) ∈ Θ(f(n) + g(n)).

[http://graphics.stanford.edu/courses/cs161-16-winter/

Handouts/hmwk01.pdf]
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Řešeńı 5

Pro všechna n věťśı než 1 plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

max(f(n), g(n)) ≤ f(n) + g(n) a

2 max(f(n), g(n)) ≥ f(n) + g(n).

Proto pro c1 = 1
2 , c2 = 1 a všechna n ≥ n0 = 1 plat́ı

c1(f(n) + g(n)) ≤ max(f(n), g(n)) ≤ c2(f(n) + g(n)),

což dokazuje, že max(f(n), g(n)) ∈ Θ(f(n) + g(n)).
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Př́ıklad 6

Sěrad’te následuj́ıćı funkce podle asymptotické složitosti

n log2 n

2n

1

n

5n
3
√
n2

n log2 n + 7n

log4 n

log2 n

lnn

n!

3n + 2n

nn

n1000

3n

2log2 n

Pokud je to málo, můžete zkusit vy̌rešit p̌ŕıklad 4 z http://graphics.

stanford.edu/courses/cs161-16-winter/Handouts/hmwk01.pdf.
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Řešeńı 6

1. 1

2. log4 n, log2 n, lnn

3.
3
√
n2

4. n, 5n, 2log2 n

5. n log2 n, n log2 n + 7n

6. n1000

7. 2n

8. 3n, 3n + 2n

9. n!

10. nn
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Př́ıklad 7

Algoritmus A prob́ırá postupně všechny prvky v dvourozměrném poli o

velikosti n× n a s každým prvkem provád́ı daľśı (nám neznámou) akci,

jej́ıž složitost je Θ(log2(n)). Jaká je celková asymptotická složitost

algoritmu A a proč?
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Řešeńı 7

Pro zpracováńı jednoho prvku poťrebujeme nejméně 1 + c1 log2(n)

operaćı a nejvýše 1 + c2 log2(n) operaćı pro vhodnou volbu c1 a c2 a

dostatečně velká n. Pak plat́ı, že celkový počet operaćı f(n) je mezi

n2(1 + c1 log2(n)) a n2(1 + c2 log2(n)). Pro dostatečně velká n, kde

log2(n) ≥ 1, je tedy

c1n
2 log2(n) ≤ f(n) ≤ (c2 + 1)n2 log2(n).

To znamená, že složitost algoritmu je

Θ(n2 log2 n).
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Př́ıklad 8

Uved’te p̌ŕıklad ťŕı rostoućıch funkćı reálné proměnné f(x), g(x) a h(x),

pro které současně plat́ı všechny ťri následuj́ıćı vztahy.

f(x) /∈ O(g(x))

g(x) /∈ Θ(h(x))

h(x) /∈ Ω(f(x))

Pokud taková trojice funkćı nemůže existovat, napǐste krátké zhodnoceńı

proč.
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Řešeńı 8

1. f(x) = n3, g(x) = n2, h(x) = n

2. f(x) = n3, g(x) = n, h(x) = n2
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Př́ıklad 9

Uved’te p̌ŕıklady ťŕı rostoućıch funkćı reálné proměnné f(x), g(x) a h(x),

pro které současně plat́ı všechny ťri následuj́ıćı vztahy.

f(x) /∈ O(g(x))

g(x) /∈ Ω(h(x))

h(x) /∈ Θ(f(x))

Pokud taková trojice funkćı nemůže existovat, napǐste krátké zhodnoceńı

proč.
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Řešeńı 9

1. f(x) = n3, g(x) = n, h(x) = n2

2. f(x) = n3, g(x) = n, h(x) = n5
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Př́ıklad 10

Jaká je složitost následuj́ıćıho algoritmu v závislosti na N? Jaká je jeho

asymptotická složitost?

// a r r a y has s i z e N and c on t a i n s p o s i t i v e i n t e g e r s

i f ( a r r a y . l e n g t h == 0)

return −1;

i n t v a l = a r r a y [ 0 ] ;

f o r ( i n t i = 1 ; i < N; i ++)

i f ( a r r a y [ i ] < v a l )

v a l = a r r a y [ i ] ;

return v a l ;

Co tento algoritmus vypočte?
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Řešeńı 10

Porovnáńı s nulou trvá jednu operaci. Proj́ıt pole trvá N − 1 operaćı.

Celková složitost je N operaćı, tedy Θ(N).

Algoritmus poč́ıtá minimum z pole. Pokud je pole prázdné vraćı −1.
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Př́ıklad 11

Jaká je asymptotická složitost následuj́ıćıho algoritmu v závislosti na N?

// a r r a y has s i z e N and c on t a i n s p o s i t i v e i n t e g e r s

f o r ( i n t i = 0 ; i < N − 1 ; i ++)

f o r ( i n t j = 0 ; j < N − i − 1 ; j ++)

i f ( a r r a y [ j ] < a r r a y [ j +1]){
i n t tmp = a r r a y [ j ] ;

a r r a y [ j ] = a r r a y [ j +1] ;

a r r a y [ j +1] = tmp ;

}

K zamyšleńı: Co tento algoritmus poč́ıtá?
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Řešeńı 11

Vyhodnoceńı podḿınky a prohozeńı prvk̊u ve vniťrńım cyklu trvá O(1).

Vniťrńı cyklus proběhne N − i− 1 krát. Celkově tedy je ťreba

N−2∑
i=0

N − i− 1 = (N − 1) · (N − 1)−
N−2∑
i=0

i

= (N − 1) · (N − 1)− (0 + 1 + 2 + · · ·+ N − 2)

= (N − 1) · (N − 1)− (N − 1)(N − 2)

2

=
N · (N − 1)

2

= O(N2)

operaćı.

Algoritmus řad́ı pole, nazývá se bubble sort. V́ıce se o algoritmech řazeńı

dozv́ıte na daľśıch p̌rednáškách.
25



Př́ıklad 12

Jaká je asymptotická složitost následuj́ıćıho algoritmu v závislosti na N?

i n t [ ] a = new in t [N ] ;

f o r ( i = 0 ; i < N; i ++)

a [ i ] = i ;

f o r ( i = 0 ; i < N; i ++)

whi le ( a [ i ] > 0) {
p r i n t ( a [ i ] ) ;

a [ i ] = a [ i ] / 2 ; // i n t e g e r d i v i s i o n

}
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Řešeńı 12

Vytvǒreńı pole trvá konstantńı čas. Jeho naplněńı hodnotami trvá N .

Druhý cyklus proběhne N krát. Protože pro každé i je a[i] rovné i,

proběhne vnǒrený while cyklus log2(i) krát. Celková složitost je tedy:

1 + N + 1 +

N∑
i=1

log2 i = O(N logN).
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Př́ıklad 13

Na výstup máme vypsat všechna kladná celá č́ısla, která jsou menš́ı než

dané č́ıslo N a která ve svém binárńım zápisu obsahuj́ı právě 3 jedničky.

Jaká bude asymptotická složitost efektivńıho algoritmu. Algoritmus

lineárńı v̊uči N je neefektivńı.
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Př́ıklad 14

Na obvodu kružnice jsou v libovolně v nepravidelných intervalech

vyznačeny body oč́ıslované po řadě za sebou 1, 2, ..., N. Určete počet

všech takových trojúhelńık̊u, jejichž vrcholy lež́ı v oč́ıslovaných bodech a

které neobsahuj́ı sťred kružnice jako sv̊uj vniťrńı bod. Navrhněte

algoritmus a určete jeho asymptotickou složitost.

Řešte analogickou úlohu pro konvexńı čty̌rúhelńıky.
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Programovaćı úlohy k procvičeńı

https://open.kattis.com/problems/tutorial
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