Nize uvedené ulohy predstavuji prehled otazek, které se vyskytly vtomto nebo v minulych semestrech ve
cvi¢eni nebo v minulych semestrech u zkousky. Mezi otdzkami semestrovymi a zkouskovymi neni zadny
rozdil, predpokladame, ze pripraveny poslucha¢ dokaze zdarné zodpovédét vétSinu z nich.

Tento dokument je k dispozici ve varianté prevazné s resenim a bez reseni.

Je to pracovni dokument a nebyl soustavné redigovan, tym ALG neruci za preklepy a jazykové
prohiesky, vétsina odpovédi a FeSeni je ale pravdépodobné spravné :-).

RECURSION

1.
UrCete, jakou hodnotu vypiSe program po vykonani pfikazu print(rekur(6)) ;, kdyz rekurzivni
funkce rekur() je definovana takto:

int rekur(int x) {
if (x < 1) return 2;
return (rekur(x-3)+rekur(x-4));
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2,
UrCete, jakou hodnotu vypiSe program po vykonani pfikazu print(rekur(5));, kdyZ rekurzivni
funkce rekur () je definovana takto:

int rekur(int x) {
iT (x < 0) return 2;
return (rekur(x-4)+rekur(x-2));
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3.
int FFF (int x, int y) {
it (X <= y) return x;

return FFF(y,x);

Uvedena funkce fff vrati pro kladné hodnoty x a y:

a) max(x,y)

b) min(x,y)

c) vzdy x

d) vzdyy

e) nevrati nic, bude volat stale sama sebe



4,
int FF(int x, int y) {

if (x > 0) return ff(x-1, y)-1;
return y;

}
Funkce ff provadi nasledujici akci:

a) pro kladna x vraci 0O, jinak vraci y

b) odecte x od y, pokud x je nezaporné

c) odedte y od x, pokud x je nezaporné

d) vraci —y pro kladné x, jinak vraci y

e) spocte zbytek po celo€iselném déleni y%x

N

int gggint x, int y) {
iIT (X <= y) return y;

return ggg(y,.x);
}
Uvedena funkce ggg vrati pro kladné hodnoty x a y:

a) max(x,y)

b) min(x,y)

c) vzdy x

d) vzdyy

e) nevrati nic, bude volat stale sama sebe

6.
Urcete, jakou hodnotu vypiSe program po vykonani pfikazu print(rekur(5)) ;, kdyz rekurzivni
funkce rekur () je definovana takto:

int rekur(int x) {
if (x <= 0) return 1;
return (rekur(x-2)+rekur(x-2));
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7.
Determine what value will be printed as result of the function call print(recur(4)) ;, Recursive
function recur () is defined as follows:

int recur(int x) {
iIT (x <0) return 1;
return (recur(x-2)+recur(x-2));

b

a) 4
b) 6
c) 8
d) 16
e) 32



8.
Urcete, jakou hodnotu vypiSe program po vykonani pfikazu print(rekur(2));, kdyz rekurzivni
funkce rekur() je definovana takto:

int rekur(int x) {
if (x < 0) return 1;
return (rekur(x-2) + rekur(x-1));

}

a) 2

b) 3

c) 4

d) 5

e) 8

9.

The call of the function recur(2) produces the sequence: void recur(int x) {
if (X < 0) return;

a) 112 print(x);

b) 21100 recur(x-1);

c) 0010012 recur(x-1);

d) 0102010 }

e) 2100100

10.

The call of the function recur(2) produces the sequence: void recur(int x) {
if (x < 0) return;

a) 112 recur(x-1);

b) 21100 recur(x-1);

c) 0010012 print(x);

d) 0102010 }

e) 2100100

11.

Determine the exact number of calls of the Xyz () function while perfoming the command
print(recur(2)) ;. Recursive function recur () is defined as follows:

int recur(int x) {

iIf (x < 1) return 2;

xyz();

return (recur(x-1)+recur(x-2));
}
a)
b)
c)
d)
e)

O O1TWwN

12.
void FF(int x) {
if (x >= 0) ff(x-2) ;
abc(X);
if (x >= 0) ff(x-2) ;
}



Dana funkce ff je volana s parametrem 2: ff(2);. Funkce abc(x) je tedy celkem volana
a) 1 krat
b) 3 krat
c) 5krat
d) 7 krat
e) 8 krat

Jedno volani funkce reprezentujeme (3)

uzlem ve stromu rekurzivniho volani, @) %)
hodnotou uzlu bude hodnota parametru

funkce v daném volani. @ @ @ @

Protoze pfi kazdém volani funkce ff se zavola funkce abc() pravé jednou, je pocet volani funkce abc()
pravé 7. Plati varianta d).

13.

void gg(int x) {
if (x < 0) return;
abc(xX);
99(x-1);
99(x-1);

}

Dana funkce gg je volana s parametrem 2: gg(2) ;. Funkce abc(x) je tedy celkem volana
a) 1 krat
b) 3 krat
c) 4 krat
d) 7 krat
e) 8 krat

Strom rekurzivniho volani funkce gg vidime na obrazku (jenz neni sou€asti zadani ulohy), v kazdém
uzlu je vepsana hodnota parametru x pfi odpovidajicim volani funkce gg. Pfi volani, kdy je hodnota x =
—1, nastava okamzity navrat z funkce gg a funkce abc v takovém pfipadé jiz volana neni. To znamena
Ze funkce gg bude volana jen v bilych uzlech stromu na obrazku, jichz je dohromady 7. Plati varianta
d).

14.

void fFf(int x) {
it (x < 0) return;
abc(X);
Trr(x-1);
Trr(x-2);

}

Dana funkce fff je volana s parametrem 2: ¥FF(2) ;. Funkce abc(X) je tedy celkem volana
a) 1 krat
b) 3 krat
c) 4 krat
d) 7 krat
e) 8 krat

Strom rekurzivniho volani funkce fff vidime na obrazku (jenz neni souc€asti zadani ulohy), v kazdém
uzlu je vepsana hodnota parametru x pfi odpovidajicim volani funkce fff. Pfi volani, kdy je hodnota x je
mensi nez 0 (x = -1 nebo x = -2) , nastava okamzity navrat z funkce fff a funkce abc v takovém
pfipadé jiz volana neni. To znamena Ze funkce fff bude volana jen v bilych uzlech stromu na obrazku,
jez jsou dohromady 4. Plati varianta c).



15.
Vypoctéte, kolik celkem €asu zabere jedno zavolani funkce rekur(4); za pfedpokladu, Ze provedeni
pfikazu xyz() ; trva vzdy jednu milisekundu a Ze dobu trvani vSech ostatnich akci zanedbame.

void rekur(int x) {
if (x < 1) return;
rekur(x-1);
xyz(Q);
rekur(x-1);

}

Reseni: Strom rekurzivniho volani funkce rekur je binarni vyvaZzeny strom. pfi volani rekur(4) bude
mit tento strom hloubku 5, uzly posledniho (=nejhlubSiho) ,patra“ vSak budou odpovidat pouze
provedeni fadku if (x < 1) return; a pfikaz xyz() se tu neprovede.

V kazdém uzlu stromu rekurzivniho volani do hloubky 4 bude tedy jednou proveden pfikaz xyzQ).
Pocet téchto uzll je 1 + 2 + 4 + 8 = 15. Stejnékrat bude proveden i pfikaz xyz ().

16.
Urete, jakou hodnotu vypiSe program po vykonani pfikazu print(rekur(4));, kdyz rekurzivni
funkce rekur() je definovana takto:

int rekur(int x) {

if (x < 1) return 2;

return (rekur(x-1)+rekur(x-1));
}

Nedokazete-li vysledek pfimo zapsat jako pfirozené Cislo, stai jednoduchy vyraz pro jeho vypocet.

Reseni: Rekurzivni volani rekur(x-1)+rekur(x-1) miZzeme zapsat jako 2*rekur(x-1) a potom
mame:

rekur(4) = 2*rekur(3) = 2*2*rekur(2) = 2*2*2*rekur(l) =

= 2*2*%2*2*rekur(0) = 2*2*2*2*2 = 32.

17.
Funkce
int FF(int x, Int y) {
it (x > 0) return ff(x-1,y)+y;
return O;

}

a) scita dvé libovolna cela Cisla

b) néasobi dveé libovolna cela &isla

c) nasobi dvé cela Cisla, pokud je prvni nezaporné

d) vraci nulu za vSech okolnosti

e) vraci nulu nebo y podle toho, zda x je kladné nebo ne

Reseni: Pi kazdém navratu z funkce (kromé prvniho s nulou) je vracena hodnota predchoziho volani
zvétSena o hodnotu y, ktera se béhem jednotlivych volani neméni. Celkem je tedy vracen vicenasobny
soucCet hodnoty y, takze se jedna o nasobeni. Jedina podminka ve funkci zaroven také urCuje, ze
nasobeni probéhne pouze pfi nezaporném prvnim parametru, takZze spravna je varianta c).

18.

Funkce

int FF(int x, int y) {

if (x > 0) return fF(x-1, y)-1;
return y;

}



a) pro kladna x vraci 0, jinak vraci y

b) odecte x od y, pokud x je nezaporné

c) odecte y od x, pokud x je nezaporné

d) vraci —y pro kladné x, jinak vraci y

e) spocte zbytek po celo¢iselném déleni y%x

19.

Funkce

int FF(int x, Iint y) {
if (X <y) return fF(x+1,y);
return Xx;

}

a) bud hned vrati prvni parametr nebo jen ,do nekonecna“ vola sama sebe
b) vrati x+1

c) vrati soucet svych parametr(

d) vrati maximalni hodnotu z obou parametr(

e) neprovede ani jednu z pfedchozich moznosti

20.

Funkce

int FF(int x, Iint y) {
if (y>0) return fFf(x, y-1)+1;
return Xx;

}

a) secte x avy, je-liy nezaporné

b) pro kladnay vréti y, jinak vrati x

c) spocte rozdil x—y, je-li y nezaporné

d) spocte rozdil y—x, je-li y nezaporné

e) vrati hodnotu svého vétSiho parametru

Reseni: Proy zaporné nebo nulové vrati fukce hodnotu x, Pro kladné y vola sama sebe. Poé&et volani
je roven hodnoté y (nebot tento parametr se pfi kazdém volani o jedniCku zmenS$i) a pfi navratu
zrekurze se navratova hodnota z vétSuje pkazdé o 1. PocCet volani je y, nejvnitfnéjSi volani vrati
hodnotu x, takze navrat z rekurze pfiéte k x jesté hodnotu y. Spravna odpovéd je a).

21.
void FF(int x) {
if (x> 0) ff(x-1) ;
abc(X);
if x>0 ffF(x-1) ;
}
Dana funkce ff je volana s parametrem 2: fF(2) ;. Funkce abc(x) je tedy celkem volana
a) 1 krat
b) 3 krat
c) 5 krat
d) 7 krat
e) 8 krat

Reseni: Jedno volani funkce reprezentujeme uzlem ve stromu rekurzivniho volani, (2)
hodnotou uzlu bude hodnota parametru funkce v daném volani. 0 0
Protoze pfi kazdém volani funkce ff se zavola funkce abc() pravé jednou, je

pocet volani funkce abc() pravé 7. Plati varianta d). ORORONO

22,
Funkce



int FF(int x, int y) {
if (x <y) return ff(x+1,y);
return Xx;

}

a) bud hned vrati prvni parametr nebo jen ,do nekone¢na“ vola sama sebe
b) vrati maximalni hodnotu z obou parametrd

c) vrati soucCet svych parametru

d) vrati x+1

e) neprovede ani jednu z pfedchozich moznosti

Reseni: KdyZ je x vétsim (nebo stejnym) z obou parametr(i, jeho hodnota je vracena ihned.
V opa&ném pfipadé se v rekurzivnim volani jeho hodnota zvétduje tak dlouho, dokud nedosahne
hodnoty y tedy plavodné vétSiho z obou parametr(l. Pfi navratu zrekurze jiz k zadnym zménam
nedochazi, opét je tedy vracena hodnota vétSiho z obou parametrd. Plati moznost b).

23.
Napiste rekurzivni funkci, ktera pro zadané Cislo N vypiSe fetézec skladajici se z N jednicek
nasledovanych 2N dvojkami. Napf. pro N = 3 vypide 111222222.

void uloha9 (int n) {
if ( n <= 0) return;
printf('1");
uloha9(n-1);
printf(*'22™);

}

24,

Pomoci rekurzivni funkce vypiste pro zadané N posloupnost Cisel 1 2 ... N-2 N-1 N N N-1 N-2 ..
21

void ulohal0 (int n, int 1) {
if (i >n) return;
printf("%d ', 1);

ulohalO(n, i+1);

printf("%d ', 1);

}

25.
Sedtéte (odeltéte, vynasobte, vydélte, umocnéte) dvé nezaporna cela disla pomoci rekurzivni
(samoziejmé neefektivni) funkce.

int ulohallsoucet (int a, int b) {
if (b==0) return a;
return ulohallsoucet(a, b-1) + 1; // aritmetika jen +1 a -1

}

int ulohallrozdil (int a, int b) {
if (b==0) return a;

return ulohallrozdil(a, b-1) - 1;
}

// dalsi varianty samostatne :-)

26.
Napiste rekurzivni funkci, ktera vypide pouze hodnoty ulozené v listech daného stromu (nebo jen ve
vnitfnich uzlech).



void jenlisty( NODE *ptr) {
if (ptr == NULL) return;
jenlisty(ptr->left);
if ((ptr->left == NULL) && (ptr->right == NULL))
printf("%d ", ptr->key);
jenlisty(ptr->right);
by

// vnitrni uzly se vypisi podobne, vymysli sam ...

27.
Posloupnost 1213121412131 21 Ize generovat rekurzivni funkci zavolanou s parametrem 4.

void ruler(int val) {
if (val < 1) return;
ruler(val-1);
printf("%d%s™,val,”™ '");
ruler(val-1);

}

(Funkce se jmenuje ruler, nebot Ciselna posloupnost na jejim vystupu charakterizuje délky rysek na
pravitku se stupnici v binarni soustavé.)

Zjistéte, co vypiSi podobné funkce:
a)

void ruler2(int val) {
if (val < 1) return;
printf("%d%s",val,” ');
ruler2(val-1);
ruler2(val-1);

b
)void ruler3(int val) {
if (val < 1) return;
ruler3(val-1);
ruler3(val-1);
printf("%d%s",val,” ');
}

Reseni: a) Napt. pro val = 4 dostaneme posloupnost432112113211211.
Jde o vypis uzll vyvazeného binarniho stromu v pofadi preorder, pfiemz v kazdém uzlu se vypisuje
Cislo rovné hloubce stromu plus 1 zmensené o hloubku tohoto uzlu.

b) Jako a), jen jde tentokrat o pofadi postorder.

28.
Kolik znakl vypiSe kazda z funkci v pfedchozi Uloze, spustime-liji s prametrem 207?

Dvé na dvacatou minus jedna, tedy 1048575.

29.

Sestavte rekurzivni proceduru, ktera vypise vdechny moznosti rozménéni stokoruny na 1, 2,5,10,20,50
korunova platidla.

Uloha vyZaduje pro vétsinu zéjemct vice nez 5-10 minut éasu i s odladénim, nejlépe tedy ji provést
Jako samostanou domaci tlohu.



30.
Ackermanova A(n, m) funkce je definovana nize. Vypoctéte ru¢né hodnotu A(2, 2). Zjistéte, pro které
dvojice n, m se da hodnota A(n, m) vypocitat na bézném pocitaci (neni jich pfilis mnoho).

m+1 pro n=0
A(n,m)= A(n-1,1) pro n>0, m=0
A(n-1,A(n,m-1)) pro n>0, m>0

31.
Schodova posloupnost
Posloupnost celych ¢€isel nazveme schodovou, pokud absloutni hodnota rozdilu kazdych dvou
sousednich prvki je pravé 1. Prazdnou posloupnost a posloupnost s jedinym prvkem povazujeme také
za schodové.

Ukazka 1.

Posloupnosti a),

Ukazka 2.
Uvazujme nyni jako prvky posloupnosti pouze Cisla 0 1 2 a délku posloupnosti rovnou 3. VSech
schodovych posloupnosti s témito parametry je pravé 6 ajsouto: 010, 012, 101, 121, 210,
212.

), ) jsou schodové, posloupnosti d), €) nejsou schodové.

Uloha

Jsou dana cela &isla 1, 2, 3, ..., N a nezaporné celé Cislo L. NapiSte program, jehoZz vstupem budou
hodnoty N a L a vystupem bude seznam vSech schodovych posloupnosti délky L, které obsahuiji
pouze hodnoty 1, 2, 3, ..., N. Pouzijte rekurzivni funkci.

// Zakladni reseni, zkuste najit elegentnejsi
int pole[NEJAKA_VELIKOST];

void vsechnyschody (int maxN, int delka) {
int i;
for( 1 = 1; 1 <= maxN; i++)
schody (i, maxN, delka, 0);
}

int schody(int prvni, int maxN, int delka, Int pozice) {

int i;
pole[pozice] = prvni;
if (delka == 1) {

for (i=0; 1 <= pozice; i++)

printf("%d ", pole[i]);
printf(''\n"");
return;

}
if (prvni > 1) schody(prvni-1, maxN, delka-1, pozice+l);
if (prvni < maxN) schody(prvni+l, maxN, delka-1, pozice+l);

32.



Je dana funkce fff vypsana nize. Ve svém téle kromé sama sebe vola funkci abcd, ktera rekurzivni
neni a ktera probéhne v konstantnim ¢ase pro kazdou hodnotu svych parametrd. Vytvorite funkci ggg,
ktera bude provadét tutéz Cinnost jako funkce fff, nebude vSak rekurzivni. Napovéda: Mlzete se
inspirovat nerekurzivnim prdchodem binarnim stromem.

void FFF(int x, int y) {
if (xty <= 0) return;
Tr(x-2, y-2);
abcd(x,yY);
fFf(x-2, y-2);

}

Jedind Cinnost nad daty, kterou funkce fff ve skute¢nosti provadi, je zahrnuta ve funkci abcd. Kdyz
vytvofime strom rekurzivniho volani funkce fff, vidime, Ze postupna jednotliva volani funkce abcd
odpovidaji zpracovani tohoto stromu v pofadi inorder. NaSe uloha se tak redukuje na prichod
binarnim stromem v pofadi inorder bez pouziti rekurze, tedy s pouZitim vlastniho zasobniku.

Pouzijeme-li zasobnik celkem pfirozenym zptsobem k tomu, abychom si v ném pamatovali celou
cestu z kofene do aktualniho uzlu, zapiSeme obecné symbolicky priichod stromem takto:

if (root '= null) { root.visits++; stack.push(root) };
while (Istack.empty())
switch (stack.top.visits) {
case 1: stack.top.visits++;
if (stack.top.left = null)
stack.push(stack.top.left);
break;
case 2: process(stack.top);
stack.top.visits++;
if (stack.top.right !'= null)
stack.push(stack.top.right);
break;
case 3: stack.pop(Q);
break;
ks

}

Tvar a velikost stromu v nasi uUloze je dana po&ate¢nimi hodnotami parametr(i x a y. Jeden prvek
zasobniku bude obsahovat dvojici hodnot aktualnich parametr(i x a y funkce fff a navic informaci,
kolikrate jiz byl dany uzel navstiven. Existence jak pravého tak levého potomka uzlu u ve stromu
rekurzivniho volani je rovnomocna spinéni podminky ((x-2)+(y-2) <= 0), za pfedpokladu, Zze
uzel u je charakterizovan dvojici hodnot (x,y). Toto jsou hlavni odliSnosti od obecného schématu
uvedeného vyse. Zbyva je jen do n&j dosadit.

void ggg (int x, int y) {
(x+y <= 0) return;
stack.push(x,y,1);
while (Istack.empty() {
switch (stack.top.visits) {
case 1: stack.top.visits++;
if (stack.top.x+stack.top.y-4 > 0)
stack.push(stack.top.x-2, stack.top.y-2, 1);
break;
case 2: abcd(stack.top.x, stack.top.y); // process!!
stack.top.visits++;
if (stack.top.x+stack.top.y-4 > 0)
stack.push(stack.top.x-2, stack.top.y-2, 1);
break;



case 3: stack.pop();
break;
}

}

33.

Je dana funkce fff vypsana nize. Ve svém téle kromé& sama sebe vola funkci abcd, ktera rekurzivni
neni a ktera probéhne v konstantnim ¢ase pro kazdou hodnotu svych parametrd. Vytvorte funkci ggg,
ktera bude provadét tutéz Cinnost jako funkce fff, nebude v§ak rekurzivni. Napovéda: Mlzete se
inspirovat nerekurzivnim priichodem binarnim stromem.

void fFf(int x, int y) {
if (xty <= 0) return;
abcd(x,y);
rr(x-2, y-2);
Trr(x-2, y-2);

}

Resitele této Ulohy odkazujeme na feSeni pfedchozi tlohy. Jediny rozdil mezi tlohami je v poradi
zpracovani uzll ve stromu rekurzivniho volani. Tam je to inorder, zde je to preorder. Priichod stromem
sam o sobé se déje vzdy ve stejném poradi uzld, liSi se jen okamziky, kdy dochazi ke zpracovani uzlu.
V profadi preorder je to pfi prvni navstévé, v pofadi inorder je to pfi druhé navstévé. Schématicky kod
se tedy bude liSit pouze mistem, v némz je volana funkce abcd, jinak jsou vSechny dalSi uvahy
identické.

void ggg (int x, int y) {
(x+ty <= 0) return;
stack.push(x,y,1);
while (Istack.empty())
switch (stack.top.visits) {
case 1: abcd(stack.top.x, stack.top.y); // process!!
stack.top.visits++;
if (stack.top.xtstack.top.y-4 > 0)
stack.push(stack.top.-x-2, stack.top.y-2, 1);
break;
case 2: stack.top.visits++;
if (stack.top.x+stack.top.y-4 > 0)
stack.push(stack.top.x-2, stack.top.y-2, 1);

break;
case 3: stack.pop();
break;
}
}
RECURSION MASTER THEOREM
1

Rekurzivni algoritmus A déli Ulohu o velikosti n na 2 stejné Casti, pro zisk vysledku musi kazdou tuto
¢ast zpracovat dvakrat. Cas potfebny na rozdéleni Ulohy na ¢asti a na spojeni dilich feSeni je umérny
hodnoté n. Asymptoticka sloZitost algoritmu A je popsana rekurentnim vztahem

a) T(n)=4T(n/l2)+n

b) T(n)= nT(n- 4/2)

c) T(n)=T(n/2) + 4n/2

d) T(n)=2T(n/4)+n

e) T(n)=n-T(n/2) + n-log(n)



2,

Rekurzivni algoritmus A déli Ulohu o velikosti n na 3 stejne Casti a pro zisk vysledku staci, kdyz
zpracuje pouze dvé z nich. Cas potfebny na rozdéleni ulohy na ¢asti a na spojeni dil€ich FeSeni je
umérny hodnoté& n?. Asymptoticka sloZitost algoritmu A je popsana rekurentnim vztahem

T(n)= nT(n- 3/2)
T(n) = T(n/3) + 2n/3
T(n) = 3T(n/2) + n?
T(n) = n-T(n/2) + n?

T(n) = 2T(n/3) + n?

3.

Rekurzivni algoritmus A déli tlohu o velikosti n na 4 stejné &asti, zpracuje vSak jen tfi z nich. Cas
potfebny na rozdéleni ulohy na €asti a na spojeni dil€ich FeSeni je umérny hodnoté n. Asymptoticka
slozitost algoritmu A je popsana rekurentnim vztahem

T(n)=4T(n/3)+ n

T(n) = nT(n- 4/3)
T(n)=4T(3n)—n

T(n) =3T(n/4) + n

T(n) = n-T(n/3) + n-log(n)
4,

Rekurzivni algoritmus A déli tlohu o velikosti n na 3 stejné &asti, kazdou z nich zpracuje dvakrat. Cas
potfebny na rozdéleni Glohy na &asti a na spojeni dilgich fedeni je tmérny hodnoté n?. Asymptoticka
sloZitost algoritmu A je popsana rekurentnim vztahem

T(n) = 3T(n/6) + n?
T(n) = n®T(n/3)
T(n) = 6T(n/3) + n?
T(n) = 6T(3n) — n*
T(n) = n*T(n/3) — n?
5

Dany rekurzivni algoritmus pracuje tak, Ze pro n > 1 data rozdéli na 4 ¢asti stejné velikosti, zpracuje 5
téchto Casti (tj. jednu z nich dvakrat) a pak jejich feSeni spoji. Na samotné rozdéleni problému a
spojeni feSeni mensich ¢asti potfebuje dobu tmérnou hodnoté n? — n.

a. Nakreslete prvni tfi urovné (kofen a dvé dalsi) stromu rekurze.

b. Predpokladejte, Ze kofen stromu odpovida Cinnosti algoritmu nad daty velikosti n.

Vypoctéte cenu uzlu v hloubce 2 (=ve 3. Urovni) stromu. Cena uzlu je doba, kterou algoritmus
potfebuje na rozdéleni dat a slouceni vyfeSenych podproblém( pfi velikosti dat, ktera odpovida
hloubce uzlu.

c. Vypoctéte hloubku stromu rekurze.

d. Zjistéte asymptotickou sloZitost daného algoritmu pouzitim Mistrovské véty.

Reseni:
a. Viz obrazek. (na okrajich to vypada stejné v hloubce 2 uprostied...)
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b. Cena je vepsana v uzlech v hloubce 2, tj. je to n?/256 — n/16.
c. Hloubka je ziejmé logs(n).

d. Nutno ur€it, ktera podminka 1.-3. Mistrovské véty nastava.
Zkoumame proto vztah veli€in

n'=® g n2_n .
Zrejmé je log,(5) [ 1.161, takZe napf pro ¢ = 0.5 bude platit
*) n'%G* <2 _n, pro dostateéné velika n, tedy také automaticky
n—ne Q<nlog4(5)+a)’
¢imz mame spinénu prvni ¢ast podminky 3. Mistrovské véty. Ovéfme jeji druhou ¢ast. Ta pravi, ze
musi byt
n

2

n

(**) 5/|—=| —= |<c(n®*—n) pro n&jaké ¢ < 1 a vdechna dostate¢né velka n.
4 4

Vidime, Ze nalevo diky druhé mocniné ziskame ve jmenovateli 16, zkusme tedy polozit ¢ zdola blizko
1, napf.

c= E . Pak dostaneme
16

2

n nj 1

(***) 5| —| —— £—5(n2 —n). Upravime levou stranu, dostaneme
4 4] 16

2

16

n’—4n<3n?-3n. To upravime na koneé&ny tvar

(n2 —4n) < %(n2 —n)  azkratime, dostaneme

—n<2n?.

Posledni nerovnost plati pro kazdé pfirozené n.
Protoze jsme provadéli pouze ekvivalentni Upravy nerovnice (***), uzavirame, Ze jsme nasli

15
c :E<l , pro které plati (**), tudiz je spInéna i druha ¢ast podminky 3. Mistrovské véty, a muzeme

tvrdit, Ze asymptoticka sloZitost daného algoritmu je @(n2 - n) = @(nz) .

Poznamka
Nékdo mlize namitnout, Zze vztah (*) ,spadl z nebe“ a Ze neni jasné, pro¢ by mél platit. Ovéifme to.
Mame ukazat, Ze plati



(*)  n"®* <n?_n pro £= 0.5 a pro dostate¢né velika n.
Zfejmé plati
i) log,(5)+e01.161+0.5<1.75.

Tedy také plati
(") n|094 (5)+0.5 < nl.75 .

Pokud tedy ukazeme, Ze pro vSechna dostatecné velka n plati
1.75 2
n~><n°-n,
budeme hotovi.
To je véak jednoduché, vydéime obé strany posledni nerovnice &lenem n“” . Dostaneme

2
N"—N o025 075 4 1
*kkk — . — . —_ [—
( ) 1<F—n n =4/N ER
n4

1
Na pravé strané roste vyraz {‘/ﬁdo nekonecCna a naopak vyraz —- konverguje k nule, takze celkove
n4
1 . . ) Cixi s o w -
vyraz (‘/ﬁ——3 roste do nekonecna, tudiz je pro dostatecné velké n vétsi nez 1, ¢imz je ovéfena
n4
nerovnost (****) a jsme hotovi.
Pfipominam, ze (ii) plyne z (i) diky tomu, Zze exponencidla je rostouci funkce pro zaklad vétSi nez 1.
Pokud by nékdo selhaval v této partii, musi si zopakovat kurs matematiky pfedtim, nez bude moci
dokonéit ALG :-).

6.

Predchozi Ulohu feste dale pro pfipady a, b, ¢, d nize, postup vypoé&tu bude analogicky:

a. Dany rekurzivni algoritmus pracuje tak, Ze pro n > 1 data rozdéli na 3 €asti stejné velikosti, zpracuje
kazdou tuto ¢ast dvakrat a pak jejich FfeSeni spoji. Na samotné rozdéleni problému a spojeni feSeni

menSich ¢asti potfebuje dobu umérnou hodnoté Jn- loga(n).

b. Dany rekurzivni algoritmus pracuje tak, Zze pro n > 1 data rozdéli na 6 Casti stejné velikosti, zpracuje
kazdou tuto ¢ast a pak jejich feSeni spoji. Na samotné rozdéleni problému a spojeni feSeni mensich
&asti potfebuje dobu imérnou hodnoté (n + 1),

c. Dany rekurzivni algoritmus pracuje tak, Ze pro n > 1 data rozdéli na 6 Casti stejné velikosti, zpracuje
3 tyto Casti a pak jejich fedeni spoji. Na samotné rozdéleni problému a spojeni feSeni mensich ¢asti

potfebuje dobu umérnou hodnoté \/ﬁ + logy(n).

d. Dany rekurzivni algoritmus pracuje tak, Ze pro n > 1 data rozdéli na 3 ¢asti stejné velikosti, zpracuje
kazdou tuto ¢ast a pak jejich feSeni spoji. Na samotné rozdéleni problému a spojeni feSeni mensich
&asti potfebuje dobu imérnou hodnoté (n— 1)%.



