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ALG 10

Dynamické programovani

zkratka: DP

Zdroje, prehledy, ukazky viz

https://cw.fel.cvut.cz/wiki/courses/adb33alg/literatura_odkazy
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Dynamické programovani

Charakteristika

Neresi jeden konkrétni typ ulohy, je to vSeobecna strategie
(podobné jako Rozdél a panuj) pro reseni prevazneé
optimaliza€nich uloh z riiznych oblasti tvorby algoritm.

Vyznamné vilastnosti

1. Hledané optimalni reseni lze sestavit z vhodné volenych
optimalnich resSeni téze ulohy nad redukovanymi daty.

2. V rekurzivné formulovaném postupu reseni se opakované
objevuji stejné mensi podproblémy.

DP umoznuje obejit opakovany vypocet vétsinou jednoduchou
tabelaci vysledki mensich podproblému.
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Dynamické programovani

Priklady aplikaci:

= Hledani optimalnich cest v grafech

* Nejdelsi podposloupnosti s predepsanymi vlastnostmi

= Optimalni plnéni ruksaku (kontejneru, nadob...)

= Optimalni rozvrhovani navazujicich procesii

= Priblizné vyhledavani v textu danych vzorku (bioinformatika)
= Nejdelsi spole€na podposloupnost

= Optimalni poradi nasobeni matic

= Optimalni vyhledavaci strom

= Optimalni vrcholové pokryti hran stromu

* Mnozstvi dalsich....
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Dynamické programovani

Seznam DP algoritmil na en.wikipedia.org/wiki/Dynamic_programming

« Recurrent solutions to lattice models for protein-DNA binding
« Backward induction as a solution method for finite-horizon discrete-time dynamic optimization problems

Method of undetermined coefficients can be used to solve the Bellman equation in infinite-horizon, discrete-time, discounted, time-invariant dynamic optimization problems

Many string algorithms including longest common subsequence, longest increasing subsequence, longest common substring, Levenshtein distance (edit distance)

Many algorithmic problems on graphs can be solved efficiently for graphs of bounded treewidth or bounded clique-width by using dynamic programming on a tree decomposition of the graph
« The Cocke-Younger-Kasami (CYK) algorithm which determines whether and how a given string can be generated by a given context-free grammar

.

Knuth's word wrapping algorithm that minimizes raggedness when word wrapping text

The use of transposition tables and refutation tables in computer chess
The Viterbi algorithm (used for hidden Markov models)

The Earley algorithm (a type of chart parser)

The Needleman-Wunsch and other algorithms used in bioinformatics, including sequence alignment, structural alignment, RNA structure prediction

Floyd's all-pairs shortest path algorithm

Optimizing the order for chain matrix multiplication

Pseudo-polynomial time algorithms for the subset sum and knapsack and partition problems
The dynamic time warping algorithm for computing the global distance between two time series
The Selinger (a k.a. System R) algorithm for relational database query optimization

De Boor algorithm for evaluating B-spline curves

Duckworth-Lewis method for resolving the problem when games of cricket are interrupted
The value iteration method for solving Markov decision processes

Some graphic image edge following selection methods such as the "magnet” selection tool in Photoshop
« Some methods for solving interval scheduling problems

Some methods for solving word wrap problems

Some methods for solving the travelling salesman problem, either exactly (in exponential time) or approximately (e.g. via the bitonic tour)
« Recursive least squares method

Beat tracking in music information retrieval

Adaptive-critic training strategy for artificial neural networks

Stereo algorithms for solving the correspondence problem used in stereo vision

Seam carving (content aware image resizing)

The Bellman—Ford algorithm for finding the shortest distance in a graph

« Some approximate solution methods for the linear search problem

Kadane's algorithm for the maximum subarray problem

llustraéni otisk obrazovky
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Tabelace v DP - priklad

Dfefi:ice . (x=0) || (y=0)
unkce f(x,y) = 2.f(x, y-1) + f(x-1,y) (x> 0) && (y > 0)
)
Otazka f(10,10) = ?
4
int £(int x, int y) {
Program ifCx=0 |l (y ==0))
return 1;
return (2* f(x, y-1) + f(x-1,y));
}
|print( £(10,10) );
/
Odpovéd [ £(10,10) = 127 574 017 () J
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Tabelace v DP - priklad

- f;;ljgz count = 0O; h
[Jednoduché]

analyza it T(int x, it y) {
i ~ count++;
T (=0 || ¢y == 0))
return 1;
return (2* f(x, y-1) + f(x-1,y));

}

xyz = ¥(10,10);
print(count);

Vysledek
analyzy count=369511 ()
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Tabelace v DP - priklad

LI &V 4

Detailnéjsi analyza — strom rekurzivniho volani

(£(10,10).
1(9,10)
zw@
'\

oo,
@?@»
D @ @2@ @

07/88/88/70/00

... Opakujici se vypocty, velké mnozstvi!
zobrazeny jen parametry pro nedostatek mista

L]
L
L
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Tabelace v DP - priklad

LD 4

Detailnéjsi analyza pokracuje — efektivita rekurzivniho volani

pocet: volani hodnot
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Tabelace v DP - priklad

[ (x=0) || (y=0)
DV =\ 2fix, y- )]+ [xty)] (x> 0) 8&(y>0)

Tabulka vSeobecné

0 1 2 ......... 3 9 ......... 10 ...... ’
0 f(o,O) f(1,0) f(2,0) ----------------------------------------- f(10,0)
1 [ f(0,1) | f1,1) | 5
2 [ H0.2) |
3

= . [rt0s)]
°: .. f(9,9) | (10,9)
10 f(0,10) ----------------------------. ............ f(8,10) f(9,10) f(10,10)
by
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Tabelace v DP - priklad

H WO NN = O

oo =< 1 (x=0) || (y=0)
’ 2.(f(x,y-1)| + | f(x-1,y)| (x>0) && (y>0)
Tabulka numericky
0 1 2 3 4 9 10 ..ep
; ; ; ; T e ;
1 3 - - e O
1 7 17 | 31 | 1
1 ~ .
1 | »
....... : 8085505
: 16807935| 32978945
10 1 ---------------------------------------- 28000257161616127|127574017
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Tabelace v DP - priklad

Vsechny hodnoty se predpocitaji

int dynArr [N+1][N+1];

void Fi1lIDynArr(Q) {

for (int xy = 0; Xy <= N; Xy++)
dynArr[O][xy] = dynArr[xy][O0] = 1;

for (int y = 1; y <=N; y++)
for (int x = 1; x <= N; X++)

dynArr[y][x] 2*dynArr[y-1]1[x] + dynArr[y]I[x-1];
ks
. int £f(int x, int y) {
Volani funkce return dynArr[y][x]1;

}

10



A4B33ALG 2015/10

Hledani optimalnich cest v grafu

Znaceni
Graf G = (V, E), mnozina uzlt resp. hran: V(g) resp. E(G),
= |V(G)|, M = |E(G)|, pFipadné n = |V|, m = [M| apod.

Cesta v grafu

= posloupnost na sebe navazujicich hran,
ktera prochazi kazdym uzlem nejvyse jednou.

Délka cesty v nevazeném grafu Délka cesty ve vazeném grafu
= pocet hran na ceste. = soucet vah hran na ceste.
Pr. Délka (BD E F C) =4. Pi. Délka (AE F C G) = 14.

A SN

11
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Hledani optimalnich cest v grafu

Nejkratsi cesty

Uloha nalezeni nejkrat$i cesty mezi dvéma danymi uzly,
pripadné mezi nékterymi dvojicemi uzlti nebo

mezi vSemi dvojicemi uzlu.

(Napriklad minimalizace nakladu na presun z X do Y.)

Postupy

Je vyresena uspesne pro vsechny praktickeé pripady.

V nevazeném obecném grafu zname BFS,

pro jiné pripady, zejména vazenych grafu, existuji specializované
algoritmy -- Dijkstra, Floyd-Warshall, Johnson, Bellman-Ford, atd.

Slozitost
Asymptoticka slozitost je vzdy polynomialni v poétu uzlt a hran,
typicky nalezeni jedné cesty ma slozitost nanejvys O(N?),
kde N je pocet uzlu grafu.

12
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Hledani optimalnich cest v grafu

Nejdelsi cesty

Uloha nalezeni nejdel$i cesty v grafu mezi dvéma danymi uzly,

nebo v celém grafu vubec.
(Napriklad maximalizace zisku pfi provadéni navzajem

st e ), Exponencialni slozitost
NP - téezky problém
Neni dosud uspokojivé vyresena v plné obecnosti.
Mozné strategie
1. Brute force -- exponencialni slozitost, pro N > cca 20 bezcenna.
2. Algoritmy priblizného reseni s polynomialni slozitosti
-- bud’ najdou optimum jen s urcitou pravdepodobnosti

-- nebo zaruci jen nalezeni suboptimalniho reseni
-- typicky jsou netrivialni a narocné na spravnou implementaci.

13
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Hledani nejdelSich cest v grafu

Moznée strategie

3. Specifické typy grafli dovoluji pouzit
efektivni specificky algoritmus.

Nejjednodussi pripad

3A.

Graf je strom (vazeny ano i ne, orientovany ano i ne).
NejdelSi cestu Ize najit, napfr. s pomoci prichodu postorder,
vzdy v ase O(N).

Prilezitost pro DP
3B.

Graf je orientovany, acyklicky, vazeny ano i ne.
Standardni oznaceni: DAG (Directed Acyclic Graph)

14
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Topologické usporadani DAG

Topologické usporadani uzlii DAG je takové poradi jeho uzid,
ve kterém kazda hrana vede z uzlu s nizSim poradim do uzlu

s vySSim poradim.

Kazdy DAG lze topologicky usporadat, vétSinou vice zpusoby.

Orientovany graf s alespon jednim cyklem
nelze topologicky usporadat.

Mnoho uloh DP obsahuje DAG na vstupu jiz topologicky
usporadany.

Topologické usporadani DAG (alespon jedno) Ize sestavit
v case O(M), tj. v case umeérném poctu hran DAG.

15
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DAG a jeho topologické usporadani

Priklad 1
ok
(6 « 4 ¢ \\\1
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N
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DAG a jeho ruzna topologicka usporadani

Priklad 2a

77777
777
o0

vv

oeeo O @@
/

V uzlu je zapsano jeho poradi v topologickém uspoiradani

17
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DAG a jeho ruzna topologicka usporadani

Priklad 2b

77777
7777
29:

= >
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DAG a jeho ruzna topologicka usporadani

Priklad 2c

19
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Topologické usporadani DAG

Algoritmus Slozitost
0. new queue Q of Node Predpokladame, ze operace
counter =0 G.removeEdge((v, w))

ma konstantni slozitost.
1. for each x in V(G)

if (x.indegree == 0) 0. Slozitost O(N)
Q.insert(x) 1. Slozitost ®(N)
x.toporder = counter++ 2. Slozitost (M),
kazda hrana je navstivena
2. while (!Q.empty()) { pravé jednou
Node v = Q.pop() a v konstantnim ¢ase zpracovana.
for each edge (v, w) € E(G) {
G.removeEdge((v, w)) Slozitost: ©(N+M
if (w.indegree == 0) ozitost: 6/ )
Q.insert(w)

w.toporder = counter++

Poradi, ve kterém se uzly vkladaji do fronty, uréuje topogické usporadani DAG.
20
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Topologické usporadani DAG - priklad
4 /) \

O «

\ 1 O O
G—— 0« O——O0 G—— 0« O——0

Queue: 1, 2, 3. Queue: 2, 3, 4.

®— ®
o%@ o Q)
@ O« O——0

Queue: 3, 4. Queue: 4.

21
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Topologické usporadani DAG - priklad

® ®
®¢ @ O, ®¢ @ O,
@ o———(B)—o0 @ O ®
Queue: 5, 6. Queue: 6, 7, 8.
® ® @
®¢-@ O, ®¢ @ O,

ORE R RNORER0, QRS LORERORER0,

Queue: 7, 8. Queue: 8, 9.

22
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Topologické usporadani DAG - priklad

“ ...;0 "‘ .:
@ P@¢-® @ PO ¢ @ P®
Queue: 9. Queue: Empty.

Topologické usporadani

N\
X

23
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NejdelSi cesta v DAG

Predpokladame topologické usporadani a v jeho sméru prochazime DAG.
Oznaéme d[x] délku té cesty v DAG, ktera kon¢i v x a je nejdelSi mozna.

Charakteristicky pohled "odzadu dopredu™:
-- d[x] uréujeme az v okamziku, kdy jsou znamy hodnoty d pro vSechny
predchozi (= jiz zpracované) uzly v topologickém usporadani.
-- d[x] uréime jako maximum z hodnot
{d[y1] + w1, d[y2] + w2, ..., d[yk] + wk },
kde (y1, x), (y2, x), ..., (yk, xX) jsou vSechny hrany kong¢ici v x
a w1, w2, ..., wk jsou jejich odpovidajici vahy.

Priklad Zpracovana ¢cast DAG Smer postupu

-O@{O% O O -

Topologlcke usporadanl

24
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NejdelSi cesta v DAG

-- d[x] ur¢ime jako maximum z hodnot
{d[y1] + w1, d[y2] + w2, ..., d[yk] + wk },
kde (y1, x), (y2, x), ..., (yk, X) jsou vSechny hrany kong¢ici v x
a wi, w2, .., wk jsou jejich odpovidajici vahy.

-- Uzel yj, pro ktery je hodnota d[yj] + wj maximalni a nezaporna,
ustavime predchidcem x na hledané nejdelsi cesté.

-- Pokud jsou vSechny hodnoty {d[y1] + w1, d[y2] + w2, ..., d[yk] + wk}
zaporné, neprispivaji do nejdelsi cesty a polozime d[x] =
predchtidce x = null.

Priklad

;

e @/oﬁo\---

dly1]=10  d[y2]=20 d[y3]=35 " d[x]=60
p[x]=y2

25
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NejdelSi cesta v DAG

Priklad

Urcete nejdelsSi cestu a jeji délku.

26
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NejdelSi cesta v DAG

p=nil  'd = max {0+6}
=6

p=1

27



NejdelSi cesta v DAG

p=1 d = max {0+-2,
6+2}

A4B33ALG 2015/10

28
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NejdelSi cesta v DAG

p=nil p=1 p= d = max {0+8,
6+3,
8+-2}
=9
p=2

29



A4B33ALG 2015/10

NejdelSi cesta v DAG

d=0 d=6 d=8 d=9
=nil =1 = - d = max {6+-1,
P P P P 8+-1)
=7
p=3

30
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NejdelSi cesta v DAG

d=0 d=6 d=8 d=9 d=7
p=nil p=1 p=2 p=2 p=3 d = max {0+5,
8+1,
9+3,
7+4}
=12
p=4

31
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NejdelSi cesta v DAG

d=0 d=6 d=8 d=9 d=7 d=12
p=nil p=1 p=2 p=2 p=3 p=4 d = max {6+7,
7+-3,
12+2}
=14
p=6

32
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NejdelSi cesta v DAG

d=0 d=6 d=8 d=9 d=7 d=12 d=14
p=nil p=1 p=2 p=2 p=3

=4 =6
L, Y,

Délka nejdelsi cesty: 14
NejdelSicesta: 1--2--4--6--7

33
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NejdelSi cesta v DAG

0. allocate memory for distance and predecessor of each node

1. for each x in V(G) {
x.dist = neginfinity
x.pred = null 0. Slozitost ©(N)

}
1. Slozitost ®(N)

Il supposing nodes are processed

Il in ascending topological order 2. Slozitost 6(M),
2. for each node x in V(G) kazda hrana je navstivena
for each edge e = (y, x) in E(G) prave jednou
if (x. dist < y.dist + e.weight) { a v konstantnim Case zpracovana.
x. dist = y.dist + e.weight
X.pred = y;
}
if (x. dist < 0) x.dist =0; // avoid negative path lengths
}

Slozitost: ©(N+M)

34



NejdelSi cesta v DAG

Varianta |

2. for each node @ in V(G) {
for each edge e = (y, x) in E(G)
if (x. dist < y.dist + e.weight) {
x. dist = y.dist + e.weight
X.pred =vy;
}
if (x. dist < 0) x.dist = 0;
}

order of processin'g
= topological order

A4B33ALG 2015/10

Varianta ll

2. for each node @ in V(G) {
if (x. dist < 0) x.dist = 0;
for each edge e = (x, y) in E(G)
if (y. dist < x.dist + e.weight) {
y. dist = x.dist + e.weight
y.pred = Xx;

order of processing
= topological order

35
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NejdelSi cesty v DAG

Varovani ]

Algoritmy uvadéné v literature a na webu vétSinou ulohu
maximalni cesty v DAG reSi jen pro nezaporna ohodnoceni hran a toto
své omezeni explicitné nezminuiji.

Pro DAG obsahujici také zaporné vahy hran je nelze pouzit.

Chybny vysledek varianty predpokladajici nezaporné vahy hran

d= -2

@—@-b@—@»@\@\

maximalni d!

Fakticka maximalni cesta je 3 --5 --7 s vahou 4,
Algoritmus pocitajici jen s nezapornymi hodnotami hran
najde jen suboptimalni cestu1 --2 --4 -- 6 s vahou 2.

36
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NejdelSi cesty v DAG

Problém rekonstrukce vsech optimalnich cest
-- muze jich byt priliS mnoho.

Ukazka Kazda cesta z korene do listu
je optimalni, ma cenu N-(a+b).
0 1 2 ... N
0 O-H0-290 === 250 Pocet vSech téchto cest je
b b b b Comb(2N, N),
T T N TR pricemz 2N < Comb(2N, N) < 4N,
Pocet optimalnich reSeni tedy roste

b b b b
2 4 430-3) 2aad exponencialné viéi hodnoté N. Napf.
b b b b

. N Pocet optimalnich resSeni
. 1 2
bbb b 10 184756

N e 20 137846528820
30 118264581564861424

40 107507208733336176461620
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