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Datové struktury a algoritmy

Osnova: Co nam jeste chybi

* Navrh algoritm( zametaci technikou.
e NAavrh algoritm0 technikou "prorezavej a hledej".
* Polynomialné resitelné problémy, NP-Uplnost.

e Turinguv stroj.
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* Je to postup prevzaty z vypocetni geometrie, kdy
postupujeme mezi objekty zleva doprava (zpravidla x
souradnice) a postupneé zpracovavame mista (vyjadrena
souradnici po které postupujeme), ktera nas zajimaji.

— Pro predstavu se pouziva idea svislé zametaci primky, ktera
predstavuje onu hranici posouvajici se zleva doprava.

» Zakladni charakterizujici body jsou:

— Suneme svislou prfimku (scanline, SL, zametaci pfimku) zleva doprava
nad mnozinou objektd.

— Primku posouvame na souradnice, které nas zajimaji (napr. mezi body
na grafu - nikoliv po x++).

— Souradnice, na které se chceme dostat, jsou v prioritni fronté (tu
nazyvame postupovy plan, x-struktura).

— 0jiz projitych mistech/souradnicich si ukladame informace (nazyva se
y-struktura).
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* Prostorem P, na némz probiha reSeni, prolozime zametaci
nadrovinu r (primku v 2D, rovinu v 3D) a tuto nadrovinu
posouvame mezi dvéma meznimi polohami prostoru P.

e Spolu s nadrovinou udrzujeme datovou strukturu S (y-
struktura). Nadrovina rozdéluje prostor reseni na , levy”
poloprostor, v nemz jiz uloha byla vyresena a ,,pravy”
poloprostor, v néemz se reseni bude hledat.

e Struktura S obsahuje vsechny informace o stavu reseni ulohy
v levém podprostoru, které jsou relevantni pro reseni
v pravém podprostoru. Stav struktury S se meéni s polohou
zametaci nadroviny. Nadrovina se posouva do pozic, kde se
meéni stavy reseni. Tyto pozice se nazyvaji postupovy plan (x-
struktura).
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OznacCme stav zametaci primky y-struktura. Zametaci primku
budeme posouvat reSenym prostorem zleva doprava podle
postupového planu, ktery oznacime x-struktura. Zametaci
techniku muzeme vyjadrit pseudokddem:

1: Inicializace x-struktury a y-struktury;
2: while x-struktura # & do
begin p:=minimalni prvek z x-struktury;
Posun zametaci primku do p;
Vyjmi minimalni prvek z x-struktury;
Uprav y-strukturu;
Generuj nové reSeni odpovidajici stavu y-struktury;
Uprav x-strukturu;
end;
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 Hleddm minimalni body (takové, kde v levém dolnim
segmentu nejsou zadné body):

1. Seradim body dle x a ulozim do x-struktury.

2. Pamatuji si v y-strukture jednu hodnotu - minimalni
(nejspodnéjsi) y souradnici. (Prvotni hodnota je
nekonecno).

3. Zametaci pfimku umistuji do bod( x-struktury (tedy

prochazim zleva doprava body a v kazdém provedu
aktualizaci y-struktury).

4. Aktualizuji y-strukturu - pokud je aktualni souradnice
mensi nez hodnota v y-strukture, nahradim.
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1. Setridime body podle x-ové souradnice, oznacime je b,,...,b,.
2. Vlozime do horni a dolni obalky bod b;: H < D & (b,).
3. Prokazdy dalsibod b =b,,...,b_:

Prepocitame horni obalku:

a) Dokud |H|=2,H=(...,h_;,h,)a dhel h_,hb je orientovany doleva:
Odebereme posledni bod h, z obalky H.

b) Priddme bod b na konec obalky H.

Symetricky prepocéteme dolni obdlku (s orientaci doprava).

4. \ysledny obal je tvoren body v obalkach H a D.

Slozitost: ®(n)
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Datové struktury a algoritmy
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* Tento postup optimalizace hledani je zalozen na postupném

vyrazovani casti prohledavanych dat a tim redukovanim
slozitosti hledani.

* Toto paradigma je velmi podobné algoritmum typu rozdél a
panuj (divide and conquer), zasadni rozdil je ovSem v tom, Ze
pri prorezavani neprochazime vsechny vetve, ale pouze ty,
které pro nas davaji smysl.

* V dynamickém programovani se snazime neopakovat vypocty,
tady se snazime je nedélat vubec.
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Hledame i-té nejnizsi Cislo v nesefazeném seznamu cisel.
Jednoduchy postup je seradit seznam a vybrat i-ty prvek -
tento postup vsak neni nejefektivneé;jsi.

Vyuzijeme délici funkce pouzité v algoritmu QUICKSORT, ktera
v daném poli vybere pivota a prvky mensi nez pivot prehazi do
levé Casti pole a prvky vétsi do praveé casti. Z pozice pivota

v tomto poli muzeme urcit, zda hledat i-té nejnizsi Cislo v levé
nebo praveé casti - v té rekurzivneé opakujeme postup, druhou
casti se pak dale nemusime zabyvat.

Priklad operuje nad globalnim polem array a vyuziva
nasledujici funkci: int RSPLIT(1,r) - v Casti pole urcené
indexy 1 a r vybere pivota a prohazi prvky pole tak, aby prvky
mensi nez pivot byly nalevo a vétsi napravo. Navratova
hodnota je index pivota.
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int[] array; //
int RSELECT(int 1, r, i) {
// Vrati index i-tého nejmensiho prvku
int q = RSPLIT(1, r); // q je pivot
intm=q -1+ 1; // m je pocet prvki pred pivotem
if i < m then return RSELECT(1l, q - 1, i);
// Vlevo je vice prvkd nez i - tedy i-ty nejmensi musi lezet tam
elsif i = m then return q;
// Vlevo je pravé i prvkl - pivot je i-ty nejmensi
else return RSELECT(q + 1, r, i - m);
/* Vlevo je méné prvkd nez i - i-ty nejmensi musi lezet
v pravé pod¢dsti. i je zmenseno o pocet mensich prvki,
které jsme jiz nasli (nalevo od pivota) */
endif;
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Témer vsechny dosud probirané algoritmy byly polynomialni
v Case, tj. pro vstup rozsahu n, jejich casova slozitost byla
nejvyse O(nk) pro néjaké k.

MUzZeme se ptat, zda jsou vSechny problémy resitelné

v polynomialnim case.

Odpovéd zni ne. Napfr. existuji problémy jako klasicky Turingtv
“Halting Problem”, které nemohou byt vyreseny zadnym
algoritmem, bez ohledu na cas.

Také existuji problémy, které jsou algoritmicky resitelné, ale
ne v polynomialnim case.

Obecné problémy, které nejsou resitelné v polynomialnim
Case nazyvame ,tézké (NP-hard)“ — jsou reSitelné

v superpolynomialnim case.
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Existuje zajimava trida problému, nazyvanych ,NP-Uplné (NP-
complete)”, jejichz statut neni zatim znamy. Nebyl zatim
objeven zadny polynomialni algoritmus, ktery by je resil, ale
nepodarilo se dokazat, ze by takovy algoritmus nemohl
existovat.

Tento problém je oznacovan jako otazka: P # NP ?

Tato otazka je stale jednou z nejvétsich vyzev teoretické
informatiky od roku 1971, kdy byla poprvé formulovana.
Vztah mezi P a NP je jednim ze sedmi problému tisicileti, které
vypsal 24. kvétna 2000, za
rozhodnuti vztahu nabizi 1 000 000 dolaru.

Pritom nekteré NP-uplné problémy se lisi jen velmi jemné od
problému resitelnych polynomidlné.
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Problém nejkratsi versus nejdelsi jednoduché cesty:

— Nejkratsi cestu v orientovaném grafu G = (V,E) lze nalézt v ase
O(|V|-]E|) - Bellman-Ford, resp. O(|V|-log,|E|) — Dijkstra.

— Nalezeni nejdelsi jednoduché cesty mezi dvema uzly je velmi obtizné.

— Dokonce i pouhé urceni, zda graf obsahuje jednoduchou cestu
s alespon urcitym poctem hran, je NP problém (dokonce NP-Uplny).

Eulerova cesta versus Hamiltonovsky cyklus:

— Eulerova prohlidka souvislého, orientovaného grafu G = (V,E) je cyklus,
ktery prochazi kazdou hranou z E prave jednou, vrcholy je dovoleno
navstivit vice nez jednou. Zjistit, zda existuje Eulerova cesta a ktera
posloupnost hran ji tvori, Ize v ase O(|E|).

— Hamiltonovsky cyklus v orientovaném grafu je jednoduchy cyklus,
ktery obsahuje kazdy vrchol z V (projde vSemi uzly prave jednou).
Urceni, zda orientovany graf ma hamiltonovsky cyklus je NP problém
(dokonce NP-uplny).
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Definujeme tri tfidy problému: P, NP, a NPC (NP-UpIné problémy,
NP-Complete problems).

Trida P sestava z problému, které jsou resitelné v polynomiadlnim
¢ase, tj. problémy, které lze vyresit s casovou slozitosti O(n¥) pro
néjakou konstantu k.

Trida NP sestava z problému, které jsou "ovéritelné"

v polynomialnim Case. Ovéritelnosti (verifiability) se mysli fakt, ze
pokud ziskame néejaké potencialni ,reseni”, pak umime ovérit, ze
je spravné. Problémy, kde toto ovéreni umime v polynomialnim
case, patri do NP (nedeterministicky polynomialni).

Napr. pro Hamiltonovsky cyklus: méjme graf G=(V,E) a jistou
posloupnost uzlu <v,,v,,v;, ... V> Pak muzZeme

v polynomialnim case overit, ze v,,v;,; € E a take v, v, € E.

B6B36DSA, 2018, Lekce 13, 15/47



Kazdy problém z P je také v NP, protoze v pripade, ze problém
je v P, pak jej mUzeme reSit v polynomialnim case, aniz
bychom predem znali feseni. MUzeme vérit, ze P < NP.
Otevrenou otazkou je, zda P je vlastni podmnozinou NP.

Problém patri do tridy NPC (NP-upiny, NP-Complete), pokud
je vNP a je stejné tézky (hard), jako vSechny ostatni problémy
v NP (je NP-hard).

Dusledek: Pokud by byl
nektery NP-uplny problém
resitelny v polynomialnim
case, pak existuje NS N
polynomialni algoritmus P NP P =P

pro kaidy problém 7 NP. Autor: Behnam Esfahbod, CC BY-SA 3.0,

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=3532181

NP-Hard

NP-Complete

NP

NP-Hard

P=NP=
NP-Complete
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e Vétsina odborniktu se domniva, ze NP-Uplné problémy jsou
polynomialné neresitelné, protoze s ohledem na Sirokou skalu
NP-Uplnych problémd, které byly studovany, zatim nikdo
neobjevil polynomialni reSeni nekterého z nich.

* Bylo by vskutku ohromuijici, pokud vSechny z nich byly
resitelné v polynomialnim case. Pres velké usili vénované
prokazani, ze NP-uplné problémy jsou neresitelné, nejsou
zatim prukazné vysledky ani vtomto sméru.

* Nelze tedy vyloucit moznost, ze NP-uplné problémy jsou ve
skutecnosti resitelné v polynomialnim case.
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Pro dukaz, ze dany problém je NP-Uplny, Ize pouzit jakoukoliv
techniku, ktera ovéri, ze je preveditelny na néjaky existujici NP-
uplny problém.

Je treba uvazit rozdil mezi rozhodovacimi a optimalizaCnimi
problémy. NP-uplnost se primo vztahuje na rozhodovaci
problémy, tj. na algoritmy, kde vysledkem je ,ano“ nebo , ne”.
Optimalizacni problémy je nutno upravit tak, aby se prevedly
na problémy rozhodovaci.

Poté se zabyvame redukci problému na existujici NP-uplny
problém.

Ukazeme jeden existujici NP-Uplny problém (na néj pak
muzZeme prevést vSechny ostatni).
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Definice NP-Uplnosti ukazuje, Ze dikaz NP-Uplnosti Ize provést
redukci problému na jiny NP-uplny problém pomoci
polynomialniho algoritmu.

Predpokladejme, ze mame algoritmus, ktery transformuje
jakoukoliv instanci o problému A do néjaké instance 3
problému B a ma nasledujici charakteristiky:

— Transformace probeéhne v polynomialnim case.

— Odpoveédi jsou po transformaci stejné. To znamena, ze
odpoved pro a je "ano" tehdy a jen tehdy, pokud odpovéd
pro 3 je také "ano."

— Problém B je NP-uplny.

Pak i problém A je NP-upliny.
Poznamka: Pokud je problém Bz P, paki AjezP.
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Vzhledem k tomu, ze trida NPC je definovana pomoci stejné
obtiznosti problému jako ma jiny NP-Uplny problém, je treba
definovat "Prvni" NP-uplny problém. Tento problém budeme
pouzivat pro ustaveni stejné obtiznosti jako zkoumany
problém.

,Prvni“ NP-uplny problém je problém splnitelnosti, ve kterém
budeme mit logicky kombinacni obvod slozeny z bran
realizujicich logické operace AND, OR a NOT, ktery ma n vstupu
a jeden vystup. Chceme védeét, zda existuje néjaky vektor
logickych dvouhodnotovych (Boolean) vstupu do tohoto
obvodu, ktery zpusobi, Ze na jeho vystupu bude hodnota 1.

Byva také nazyvam problém splnitelnosti Booleovské formule.
Slozitost tohoto problému je O(2"), je tedy NP.
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Priklady NP-Uplnych problému

* Problém splnitelnosti Booleovské formule.
* Problém dvou loupeznikd.

* Problém obchodniho cestujiciho.

* Problém batohu.

* Problém tribarevnosti grafu.
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Teoreticky model pocitace popsany matematikem Alanem
Turingem. Obdoba RAM pocitace.

Sklada se z procesorové jednotky, tvorené konecnym
automatem, programu ve tvaru pravidel prechodové funkce a
nekonecné pasky pro zapis mezivysledkl. Vyuziva se pro
modelovani algoritmu v teorii vycislitelnosti.

Church-Turingova teze rika, ze ke kazdému algoritmu existuje
ekvivalentni TuringUv stroj.

Od vypocetni sily Turingova stroje se odvozuje turingovska
uplnost: turingovsky uplné jsou prave ty programovaci jazyky
nebo pocitace, které maji stejnou vypocetni silu jako Turinglv
stroj.
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TuringUyv stroj je sedmice TS=(Q,l,b,2,s, 6, F), kde:
Q je kone€¢na mnozina vnitrnich stavu,
[ je konecna abeceda symboll na pasce,

b €T je symbol reprezentujici prazdny symbol (b neni soucasti
vstupni abecedy prijimaného retézce),

2 C I\ b je konecna mnozina vstupnich symboluq,
s € Q je pocatecni stav,
6:QxI->QxIx{L,R,e}jeprechodova funkce, kde:

— L znamena posun hlavy vlevo, R znamena posun hlavy vpravo, ¢
znamena bez posuvu,

F € Q je mnozina koncovych stavd.
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* Konfigurace Turingova stroje je trojice:

(a,s)eQx(Tui{#),

kde g je aktualni stav, s je nejmensi souvisla cast pasky
obsahujici vSechny neprazdné symboly a znakem # je
vyznacena pozice cteci hlavy.

Pokud napriklad paska obsahuje 1234, stroj je ve stavu q a
cteci hlava stoji na symbolu 2, zapise se tato konfigurace jako:

(q,1#234).
* Pocatecni konfigurace Turingova stroje pro vstup w € '™ je:

(q,#Hw ).
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Na zacatku vypoctu je Turinguv stroj v pocatecni konfiguraci a na

pasce je zapsané vstupni slovo. Dale pracuje po jednotlivych

krocich:

e pokud je aktualni stav zaroven stavem koncovym, vypocet
konci, jinak

e Cteci hlava precte jeden vstupni symbol z bunky, na které se
prave nachazi a pokud je v prechodové funkci pro aktualni
stav a pro precteny symbol definovany prechod:

— zmeéni se stav stroje,
— na aktualni pozici hlavy se zapisSe prislusny symbol,
— hlava se prislusSnym zplsobem posune, ¢i neposune.
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* Popisme jednoduchy TS, ktery bude mit za ukol zjistit, zda
slovo napsané na pasku ma tvar 0"1", n > 0 (zda retézec
obsahuje n nul a nasledné n jednicek).

e Zakladni myslenkou algoritmu je, Ze nas TuringUv stroj vzdy
vymaze pocatecni O, presune hlavu na konec slova, vymaze z
néj posledni 1 a presune se zpét na zacatek slova. Tuto Cinnost
opakuje, dokud slovo nevymaze nebo se nedostane do stavu,
kdy dalSi krok neni definovan (v tom pripadé slovo do jazyka
nepatri).

* Formalni zapis: Q={q,,9,,9,,93, 94,95, ds, A7 },
[ ={0, 1, b}, po&étecni stav je g, a F = {q,}.
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Prechodova funkce:

1.

& (g, 0) = (a4, b, R) - vymaZeme pocatecni nulu a zahdjime presun cteci
hlavy doprava,

& (q4, 0) = (g4, 0, R) - pfesouvame hlavu doprava pfes nuly, pasku
neménime,

& (g4, 1) = (a,, 1, R) - narazili jsme na prvni jednicku, zménime stav a
pokracCujeme v pohybu doprava,

6 (9,, 1) = (a,, 1, R) - pfesouvame hlavu doprava pres jednicky,

& (q,, b) = (g3, b, L) - ocitli jsme se za slovem, vratime se pfed posledni
symbol,

& (g5, 1) = (a4, b, L) - vymazeme posledni jednicku a presuneme se na
predchozi znak,

& (q4, b) = (g5, b, R) - pokud jsme v kroku 6 vymazali posledni symbol slova,
algoritmus konci prechodem do koncového stavu,

6 (a4, 1) = (qs, 1, L) - jinak zahajime presun doleva,
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Priklad Turingova stroje (pokr.)

Pfechodova funkce (pokr.):

9. 6(qs, 1)=(qs, 1, L) - pfesouvame hlavu doleva pres jednicky,

10. & (g, 0) = (g, O, L) - narazili jsme na posledni nulu, zménime stav a
pokracCujeme v pohybu doleva,

11. &6 (qge, 0) = (g, O, L) - presouvame hlavu doleva pres nuly,

12. &6 (q¢, b) = (g, b, R) - dostali jsme se pred slovo, vratime se na jeho prvni
znak a zaCiname zase od zacatku, slovo je nyni o dva znaky kratsi.
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Ukazka vypoctu vyse uvedeného Turingova stroje pri vstupu
,0011“ Zapiseme ji jako posloupnost po sobé nasledujicich
konfiguraci. Nad Sipkou predstavujici jeden krok vypoctu je vzdy
uvedeno cCislo pouzitého pravidla:

< Qo #0011> >1<q,, #011> 32 < q,, O#11> >3 < q,, 01#1> >4
< q,, 011#> 5°< q,, 01#1> %< q,, O#1> >8< q., #01> -9

< gg #01> >10< ¢, #01> 1< q;, #1> 52< q,, 1#> 5°

< Qs #1> %< q, #>>7<q,, #>

Turinguv stroj dospél do koncového stavu, vypocet konci
uspesne.
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 Zmeéna spociva v tom, ze Cteci hlava precte jeden vstupni
symbol z pasky v miste, kde se pravé nachazi a pokud je
v prechodové funkci pro aktualni stav a pro precteny symbol
definovano vice moznych prechodu, vybere se jeden nahodné
a podle ngj se:
— zZméni stav,
— na aktualni pozici hlavy se zapise prislusny symbol,

— hlava se prislusnym zplsobem posune (¢i neposune).
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Turingovu pasku muzeme nahradit seznamem — ukazovatko v seznamu
zastupuje polohu cteci hlavy, posun hlavy simulujeme posunem
ukazovatka.

Seznam se da nahradit dvéma zasobniky — v jednom je obsah pasky pred
Cteci hlavou, ve druhém obsah za Cteci hlavou. Pohyb Cteci hlavy se
simuluje presunem z jednoho zasobniku na druhy.

Pokud nahradime Turingovu pasku omezenou RAM paméti, dostaneme
RAM pocitac.

Pokud nahradime Turingovu pasku zasobnikem, dostaneme zasobnikovy
automat.

Pokud Turingovu pasku zcela odstranime, dostaneme konecny automat.
Ten si pamatuje svou minulost pouze pomoci aktualniho stavu, nema
zadnou vnéjsi pamét.
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212|2 2|13|5|5|F
4l4al4 415|5]|5
4(414 4|15(5|5|F
95|9]5 5|5|5]5
/
\
Q: koneéna mnozina stavii 000006
2. kone¢na abeceda {0,1,2,...,9, ,+, -}
0. zobrazeni Q x £ —» Q, viz ohodnoceni hran nebo tabulka
g,: podateéni stav “0
F: mnozina koncovych (akceptujicich) stavu y
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a I
blaln
0 |o|o]o
b 1
a 2
n 3
a 4
n 5
a 6
N J
. B
1: :\[ — ('{Q’[} QI_ I Qm}-. E‘. df (f[}f {QFH}J
2: for Va € X do
3: 0(qo,a) — {qo} {self-loop of the initial state}
4: end for
_ Y,

B6B36DSA, 2018, Lekce 13, 42/47



bl lal[n||c||d|] ... =1

1olofo]fo].. r=8(0,b) =0

QS O S5 9 T
O 01k WNPEFEO

AN

Y4

- fori — 1..m do
r<— o(qi_1.p;)
d(qi_1,p;) — q; {forward transition}
for Va € X do
9: 6(q;,a) «— o(r,a)
10: end for
11: end for

N Og

)
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e N
bla|n|c|d | =2
0 |[1]0]|0|0]O
b 1 |1|2|0]0]0
a 2 |1]|o]o]o]0 r=98(1,a)=0
n 3
a 4
n b5
L a 6 F )
e N
5. for: — 1..m do
6: 1< d(qi1,pi)
7 O(q;—1,p;) — q; {forward transition}
8: for Va € X do
9 O(q;.a) «— o(r,a)
10 end for
11: end for
N\ J
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e N
blaln|c|d]. 1 =3
0 [1]0]|0|0]0].
b 1 |1|2(0|/0]0].
a 2 |1|0(3|0]0].
n 3 |1{0]0]0f[0]. r=06(2,n)=0
a 4
n 5
\ a b6 F )
e N
5. for: — 1..m do
6: o r’i[g;_l.j_};:]
7 O(qg,_1.p;) — q; {forward transition}
8: for Va € X do
9: O(q;.a) «— o(r,a)
10: end for
11: end for
N\ J
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bla|n|c|d]. | =6
0 [(1|(ofo0f0]0].

b 1 (1|{2]|0]0]0].

a 2 [1|0]|3]0]|0].

n 3 (1(4|0f0]0].

a 4 |1]|0]|5]|0]|0].

n 5 (1(6|0f0]0].

a 6 |1]|0[0|0|0]|]..| F r=8(5a)=0 y
S

5. for: — 1..m do

6: o r’i[g;_l.j_};:]

7 O(qg,_1.p;) — q; {forward transition}

8: for Va € > do

9: O(q;.a) «— o(r,a)

10: end for

11: end for
J
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Datové struktury a algoritmy

The End
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