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Teorie pravdépodobnosti



1 Motivacni priklady



Priklad (Monty Hall Problem). Hra¢ ma uhadnout, za kterymi z trojich dveFi se
skryvd vyhra. Rekne sviij tip, poté mu moderdtor (ktery vi, kde vyhra je) otevre
Jjiné dvere, za kterymi vyhra neni. Poté da hraci moZnost zménit sviij tip. Ma to
hra¢ udélat?



Priklad (Monty Hall Problem). Hra¢ ma uhadnout, za kterymi z trojich dveFi se
skryvd vyhra. Rekne sviij tip, poté mu moderdtor (ktery vi, kde vyhra je) otevre
Jjiné dvere, za kterymi vyhra neni. Poté da hraci moZnost zménit sviij tip. Ma to
hra¢ udélat?

Reseni. Pokud hra& trvd na svém prvnim odhadu, je pravd&podobnost vyhry 1 /3.
Pokud zméni tip, voli ze 2 moZnosti, ale jeho Sance se zvysi na 2/3:

S pravdépodobnosti 1/3 byl prvni odhad spravny a druhy chybny.

S pravdépodobnosti 2/3 byl prvni odhad chybny a druhy spravny. []



Ptiklad (4 PINy). Banka poslala ke 4 kontim pFistupova hesla (PIN), ale neuvedla,
které heslo patFi ke kterému uctu. Ke kaZdému ucltu lze vyzkouset 3 kody, po 3
chybach se zablokuje. Navrhnéte postup, ktery dovoli zpFistupnit (v priiméru) co

nejvice kont.



Ptiklad (4 PINy). Banka poslala ke 4 kontim pFistupova hesla (PIN), ale neuvedla,
které heslo patFi ke kterému uctu. Ke kaZdému ucltu lze vyzkouset 3 kody, po 3
chybach se zablokuje. Navrhnéte postup, ktery dovoli zpFistupnit (v priiméru) co

nejvice kont.

Reseni. Prvni heslo zkousime postupné k jednotlivym kontiim, dokud neusp&jeme.
Pak postupujeme stejné s druhym heslem. V nejnepFiznivéjsim pFipadé (pokud jsme
spravné konto nasli vZdy aZ na posledni pokus) nyni mame pravdépodobnost 1/2,
Ze zablokujeme jedno konto, vsechna ostatni se podaFi otevFit. (Toto neni jediny
postup s timto vysledkem.) []



2 Kombinatorické pojmy a vzorce



P¥iklad (druhy ndhodnych vybérii). Kolika zpisoby Ize z populace velikosti n vybrat

1. 12 finalistek soutéZe krasy,

2. 4-¢lenné druZstvo na zavod Dolomitenmann,

3. 1000 vyhercii spotfebitelské soutéZe?

U téch probiranych druhii nahodnych vybérii, které zde nejsou zastoupeny, najdéte
vlastni pFiklad.



P¥iklad (druhy ndhodnych vybérii). Kolika zpisoby Ize z populace velikosti n vybrat

1. 12 finalistek soutéZe krasy,

2. 4-¢lenné druZstvo na zavod Dolomitenmann,

3. 1000 vyhercii spotfebitelské soutéZe?

U téch probiranych druhii nahodnych vybérii, které zde nejsou zastoupeny, najdéte
vlastni pFiklad.

ResSeni.

1. 12 finalistek soutéze krasy:



P¥iklad (druhy ndhodnych vybérii). Kolika zpisoby Ize z populace velikosti n vybrat
1. 12 finalistek soutéZe krasy,
2. 4-¢lenné druzstvo na zavod Dolomitenmann,
3. 1000 vyhercii spotfebitelské soutéZe?

U téch probiranych druhii nahodnych vybérii, které zde nejsou zastoupeny, najdéte
vlastni pFiklad.

ResSeni.

1. 12 finalistek soutéze krasy:

neusporddany vybér bez vraceni, (1”2>



2. 4-&lenné druZstvo na zavod Dolomitenmann:



2. 4-&lenné druZstvo na zavod Dolomitenmann:

\rd 7 7 v Ve l
uspofdadany vybé&r bez vraceni, ﬁ.



2. 4-&lenné druZstvo na zavod Dolomitenmann:

\rd 7 7 v Ve l
uspofdadany vybé&r bez vraceni, ﬁ.

3. 1000 vyhercii spotrebitelské soutéZe:



. 4-&lenné druZstvo na zavod Dolomitenmann:

\rd 7 7 v Ve l
uspofdadany vybé&r bez vraceni, ﬁ.

. 1000 vyhercii spotrebitelské soutéZe:

neusporddany vybér s vracenim, <n+%888_1)



2. 4-&lenné druZstvo na zavod Dolomitenmann:

\rd 7 7 v Ve l
uspofdadany vybé&r bez vraceni, ﬁ.

3. 1000 vyhercii spotrebitelské soutéZe:

neusporddany vybér s vracenim, <n+%888_1)

Neni zde zastoupen usporadany vybér s vracenim, nap¥. vyherci prvnich t¥i cen

v literarni soutézi, n3, a

permutace s opakovanim, napf. polet mozZnych zpiisobii rozmisténi osmi bilych

Sachovych figur (bez pé&scii) na 1. Fadé& sachovnice, 2!.2!_82!!.1_1! = 5040. []



P¥iklad (hypergeometrické rozdé&leni). Mezi M vyrobky je K vadnych. Jaka je prav-
dépodobnost, Ze mezi m nahodné vybranymi vyrobky je pravé k vadnych?



P¥iklad (hypergeometrické rozdé&leni). Mezi M vyrobky je K vadnych. Jaka je prav-
dépodobnost, Ze mezi m nahodné vybranymi vyrobky je pravé k vadnych?
Reseni. VVSechny mozné vyb&ry m z M vyrobkii pFedstavuji (% ) elementarnich
Jevii.

Z K vadnych vybereme k vyrobkii ([k{) zptisoby,

z M — K dobrych vybereme m — k vyrobkii (Z\T{L :? ) zplisoby,

p v v ;. (K\(M—-K
celkovy polet moZnosti je (k) ( ke )

Vysledna pravdépodobnost je

K\ (M—K
(k)((]\gl)’f), ke{0,1,2,...,m}.

Odvodili jsme tzv. hypergeometrické rozdéleni. []



P¥iklad (pravdépodobnosti zafazeni do prizkumu). Alice a Bob Ziji ve staté, ktery
md n = 107 obyvatel. Do statistického priizkumu bude vybrdno k = 10000 re-
spondentii. Pro vSechny CtyFi typy vybérii vypocltéte polet vSech mozZnosti vybéru
a pravdépodobnost, Ze do vybéru bude vybrana (a) Alice aspori jednou, (b) Alice i
Bob, (c) Alice vice neZ jednou.



P¥iklad (pravdépodobnosti zafazeni do prizkumu). Alice a Bob Ziji ve staté, ktery
md n = 107 obyvatel. Do statistického priizkumu bude vybrdno k = 10000 re-
spondentii. Pro vSechny CtyFi typy vybérii vypocltéte polet vSech mozZnosti vybéru
a pravdépodobnost, Ze do vybéru bude vybrana (a) Alice aspori jednou, (b) Alice i
Bob, (c) Alice vice neZ jednou.

ReSeni. Usporadany vybér bez vraceni:

Celkovy pocet mozvnost/'(nf—!k)! = 6.730 - 1099997
(a) Alice (stejné jako Bob) neni vybrana v (?fﬁgi)k!)! = 6.723-10°9997 pripadech,
, y ., (n—=1)! (n—k)! _ n—k _
tj. s pravdépodobnosti 1okl = 7= = 0.999,
()Rl _n—k _ k_ g 001.

Je vybrana s pravdépodobnosti 1 — (n—1—k)1 7l =2



P¥iklad (pravdépodobnosti zafazeni do prizkumu). Alice a Bob Ziji ve staté, ktery
md n = 107 obyvatel. Do statistického priizkumu bude vybrdno k = 10000 re-
spondentii. Pro vSechny CtyFi typy vybérii vypocltéte polet vSech mozZnosti vybéru
a pravdépodobnost, Ze do vybéru bude vybrana (a) Alice aspori jednou, (b) Alice i
Bob, (c) Alice vice neZ jednou.

Regeni. Uspo¥adany vybér bez vraceni:
Celkovy pocet mozvnost/'(nf—!k), = 6.730 - 1099997

(n—1)!
(n—1—k)!

(a) Alice (stejné jako Bob) neni vybrana v = 6.723-1009997 p¥ipadech,

tj. s pravdépodobnosti (ﬁi)k!)! (n;!k)! — ”;k = 0.999,
je vybrana s pravdépodobnosti 1 — (éﬁzi)k!)! (n;!k)! =1 ”T_k = % = 0.001.

(b) Alice ani Bob nejsou vybrani v (n(ﬁgf)k!)! pFfipadech, tj. s pravdépodobnosti

(n=2)! (n—k)! _ (n—k)(n—k-1) . 0.998 001
n—2—k)! nl n(n—1) ' '

d jednotky odelteme pravdépodobnost, Ze neni vybrana Alice, a také, Ze neni
vybran Bob, tj. 1 — 2”T_k.

To jsme ale dvakrat odecletli vybéry bez Alice i Boba, a musime je jednou pFilist.




Pravdépodobnost, Ze bude vybrana Alice i Bob, je 1 — 2 nT_k + (n— ,i)(f,bn 1]§ D -

k(k—1) 7
n(n _1)—9999 10~

Alternativni Feseni: Alice bude vybrana s pravdevpodobnostl’%, ze zbyvajicich oby-

vatel do zbytku vybéru Bob s pravdépodobnosti k= i



Neusporadany vybér bez vraceni:

Celkovy pocet moZnosti <Z’> = (n—n—kl)lkl = 2.365 - 1034338,

(a) Alice je vybriana v (Z’:D = (n—(lgl_(llg!—l)! = 2.365 - 1034335 p¥ipadech, t.

s pravd&podobnosti (n—(l?)!_(lk)!—l)! (n_f!)! R % — 0.001.




Neusporadany vybér bez vraceni:

Celkovy pocet moZnosti <Z’> = (n—n—kl)lkl = 2.365 - 1034338,

(a) Alice je vybrdna v (Z:%) = (n_(;g;_(llg!_l)!

s pravd&podobnosti (n—(l?)!_(lk)!—l)! (n_f!)! R % — 0.001.

= 2.365 - 103433% p¥ipadech, tj.

(b) Alice i Bob jsou vybrani v (Z:g) pFipadech, tj. opét s pravd&podobnosti

n—2)! n—k)! k! k(k—1) . _
(n—(k)!(k)—2)!( AR ngn—l)) =9.999 - 10,




Usporadany vybér s vracenim:
Celkovy pocet moZnosti nk = 1070000

(a) Alice neni vybrana v (n — 1)k = 0.99 - 1099999 piipadech, tj. s pravdpo-
. (n—1\k _
dobnosti (T) = 0.999,

k
je vybrana s pravdépodobnosti 1 — ("’T_l) = 0.001.



Uspoiradany vybér s vracenim:
Celkovy pocet moZnosti nk = 1070000

(a) Alice neni vybrana v (n — 1)k = 0.99 - 1099999 piipadech, tj. s pravdpo-
k
dobnosti (nT_1> = 0.999,

k
je vybrana s pravdépodobnosti 1 — (”T_l) = 0.001.

(b)  Alice ani Bob nejsou vybrani v (n —2)F = 9.98 - 1009999 p¥ipadech, tj.
k
s pravd&podobnosti (”T_z) = 0.998 001.

Obdobné jako u vybéru bez vraceni, pravdépodobnost, Ze bude vybrana Alice i Bob,
k k _
je1—2 (n=l) 4 (no2)® = FE=) = 9 989107,

n — n(n—1) —




Uspoiradany vybér s vracenim:
kE _ 1070 000

Celkovy pocet moZnosti n

(a) Alice neni vybrana v (n — 1)k = 0.99 - 1099999 piipadech, tj. s pravdpo-
k

dobnosti ("T_1> = 0.999,

n—1

je vybrana s pravdépodobnosti 1 — (T) = 0.001.

(b)  Alice ani Bob nejsou vybrani v (n —2)F = 9.98 - 1009999 p¥ipadech, tj.

k
s pravd&podobnosti (”T_z) = 0.998 001.
Obdobné jako u vybéru bez vraceni, pravdépodobnost, Ze bude vybrana Alice i Bob,

je1—2 (n=1)" 4 (n=2)F — R(i2D) - g ggg. 107,

n — n(n—1) —
(c) Pokud je Alice vybrana pravé jednou, miiZe se to stat pFi k pFileZitostech;
zbyvajicich k—1 respondentii je vybrano zn—1 obyvatel, moZnosti je k (n — 1)k_1.
k k-1

Pravdépodobnost, Ze Alice bude vybrana vice neZ jednou, je 1—( = )

4.996-10~".
(U vybérii bez vraceni byla nulova.)

nk



Neusporadany vybér s vracenim:

Celkovy polet moZnosti <n+£_1) = 5.203 - 1034342 3/e nejsou stejné pravdépo-

dobné. Pocty moznosti bychom mohli vypocitat, ale pravdépodobnosti z nich nelze

snadno urcit. Pravdépodobnosti jsou stejné jako pro usporadany vybér s vracenim.

[]



3 Vlastnosti pravdépodobnosti



4 Geometricka pravdépodobnost



Priklad (Buffonova uloha). Na linkovany papir hodime jehlu, jejiZz délka je rovna
vzdalenosti mezi linkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze jehla protne néjakou linku?



Ptiklad (Buffonova tloha). Na linkovany papir hodime jehlu, jejiZz délka je rovna
vzdalenosti mezi linkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze jehla protne néjakou linku?

Reseni. BUNO: Délka jehly (a vzdadlenost linek) je jednotkova.

Oznaéme x € (0,7/2) thel mezi linkou a jehlou a y € (0,1/2) vzdalenost stFedu
jehly od nejbliZsi linky (za jednotku bereme vzdalenost mezi linkami). PFedpokladame,
Ze tyto nahodné veli¢iny jsou nezavislé a maji rovhomérna rozdéleni na pFislusnych
intervalech. Za mnoZinu elementarnich jevii vezmeme dvojrozmérny interval (obdélnik)
Q2 =(0,1/2) x (0,7/2), na kterém mame rovnomérné rozdéleni. Jev A — protnutfi
linky — nastane, pokud y < % sin x,

A ={(y,z) €(0,1/2) x (0,7/2) | y < ; sinz} .

Hledana pravdépodobnost je pomér obsahii mnoZin A a S, pficemZ A je plocha
pod kFivkou, jejiZz integraci dostaneme obsah, a ) je obdélnik:

1 (51 2
P(A)=-— [*Zsinzdr == =0.636619772.
%% 0 2 7



Priklad. Na rovnomérnou nekonecnou &tvercovou mtizku, kde vzdalenost priisecikii
Jje a, hodime minci o priiméru b, b < a. Jaka je pravdépodobnost, Ze mince zakryje
cast nékteré z linek této mFizky?



Priklad. Hazime minci na &aru; nahodna veli¢ina X udava vzdalenost hozené mince
od cary. Jeji rozdéleni pravdépodobnosti je dano hustotou:

1—% pokud z € (0,2)
_ 2 ) 3
fx (@) { 0 pokud x > 2.

Nahodna veli¢ina Y = % udava vyhru (zisk) z jednoho hodu. Jaké je rozdéleni

(stfedni hodnota, rozptyl) nahodné veli¢iny Y ?



5 Kolmogoroviiv model pravdépodobnosti



6 Nezavislé jevy

6.1 Nezavislost dvou jevi



Ptiklad (vylep%eni ndhodného generatoru). Alice a Bob chtéji spravedlivé vybrat
jednoho z nich. Mohou si hodit minci, ale ta je zdeformovana, takZe jsou pochyby,
zda padaji oba vysledky se stejnou pravdépodobnosti. Dohodnou se, Ze hodi minci
dvakrat. Alice vyhrava, pokud padnou stejné vysledky, Bob pFi riiznych vysledcich.
Kdo z nich ma vétsi nadé&ji na vyhru?



Ptiklad (vylep%eni ndhodného generatoru). Alice a Bob chtéji spravedlivé vybrat
jednoho z nich. Mohou si hodit minci, ale ta je zdeformovana, takZe jsou pochyby,
zda padaji oba vysledky se stejnou pravdépodobnosti. Dohodnou se, Ze hodi minci
dvakrat. Alice vyhrava, pokud padnou stejné vysledky, Bob pFi riiznych vysledcich.
Kdo z nich ma vétsi nadé&ji na vyhru?

Reseni. Lic padd s pravdépodobnosti 1 /2 + ¢,

rub s pravdépodobnosti 1/2 — e, kde e € (—1/2,1/2).
2% lic s pravdépodobnosti (1/2 + €)?,

2% rub s pravd&podobnosti (1/2 — €)°.

Alice vyhrava s pravdépodobnosti

BOb S pranépOdObnOStI/

2 (%—I—s) (%—6):%—282<%.



Ptiklad (vylep%eni ndhodného generatoru). Alice a Bob chtéji spravedlivé vybrat
jednoho z nich. Mohou si hodit minci, ale ta je zdeformovana, takZe jsou pochyby,
zda padaji oba vysledky se stejnou pravdépodobnosti. Dohodnou se, Ze hodi minci
dvakrat. Alice vyhrava, pokud padnou stejné vysledky, Bob pFi riiznych vysledcich.
Kdo z nich ma vétsi nadé&ji na vyhru?

Reseni. Lic padd s pravdépodobnosti 1 /2 + ¢,

rub s pravdépodobnosti 1/2 — e, kde e € (—1/2,1/2).
2% lic s pravdépodobnosti (1/2 + €)?,

2% rub s pravd&podobnosti (1/2 — €)°.

Alice vyhrava s pravdépodobnosti

BOb S pranépOdObnOStI/

2 (%—I—e) (%—6):%—282<%.

Pravdé&podobnost se od 1/2 15 od 1/2 o h(e) = 2&? namisto «.
NapF. pro € = 0.01 Alice vyhrava s pravdépodobnosti1/2 + 2 e2 = 0.5002. Udslali
Jjsme ze Spatného nahodného generatoru lepsi. []



Ptiklad (vylepSeni ndhodného generatoru 2). VylepsSete predchozi pFiklad.



Ptiklad (vylepSeni ndhodného generatoru 2). VylepsSete predchozi pFiklad.

Reseni. PotFebujeme vice neZ dva hody.
NapF. pFi sudém pocltu licii vyhrava Alice, p¥i lichém Bob.
Pro 3 hody vyhrava Alice s pravdépodobnosti

l_€3+3 l—g l—|—<¢;2:l—4<€3.
2 2 2 2

Pro € = 0.01 je to 0.499 996.



Ptiklad (vylepSeni ndhodného generatoru 2). VylepsSete predchozi pFiklad.

Reseni. PotFebujeme vice neZ dva hody.
NapF. pFi sudém pocltu licii vyhrava Alice, p¥i lichém Bob.
Pro 3 hody vyhrava Alice s pravdépodobnosti

l_€3+3 l—g l—|—<¢;2:l—4<€3.
2 2 2 2

Pro € = 0.01 je to 0.499 996.

Pro 4 hody

LoV a6 (o) () (2ae)* =14 84— 0.50000008.
2 2 2 2 2



Ptiklad (vylepSeni ndhodného generatoru 2). VylepsSete predchozi pFiklad.

Reseni. PotFebujeme vice neZ dva hody.
NapF. pFi sudém pocltu licii vyhrava Alice, p¥i lichém Bob.
Pro 3 hody vyhrava Alice s pravdépodobnosti

B-o +3 (3-c) (o) =3-42

Pro € = 0.01 je to 0.499 996.

Pro 4 hody

L e (o) (24 +(L4+6) =1 484 = 050000008
2 2 2 2 2

Pro velmi spatnou minci, u niZ lic pada s pravdépodobnosti 0.9, tj. € = 0.4,
provedeme nap¥. 2° = 32 pokusd.
Pravdé&podobnost, Ze pocet lici je sudy, se lisi od 1/2 o

h(h(h(h(h(€))))) =3.96-10"%.

Takto Ize vytvoFit z velmi $patného nahodného generatoru libovoln& dobry (byt
pomalejsi). []



6.2 Nezavislost vice jevi



P¥iklad. Nezavislé jevy A, B, C maji po Fadé pravdépodobnosti 0.2, 0.3, 0.4. Urcete
pravdépodobnost jevu X = (AV B) A C.



P¥iklad. Nezavislé jevy A, B, C maji po Fadé pravdépodobnosti 0.2, 0.3, 0.4. Urcete
pravdépodobnost jevu X = (AV B) A C.

ReSeni. Pro nezavislé jevy

P(AV B) = P(A)+ P(B) — P(A)- P(B)=02+0.3—0.2-0.3=0.44 ,
P(X)=P(AVB)AC)=P(AV B) -P(C)=0.44-0.4 = 0.176.



Priklad. Hladina je kontrolovana 4 spinaci dle obrazku. PFi nizké hladiné maji byt
vSechny sepnuty, pFi vysoké vypnuty. KaZdy z nich (nezavisle) je s pravd&podob-
nosti 10 % v opa&ném stavu, neZ by mé&l byt. Jaka je pravdépodobnost poruchy
celého zapojeni v sepnutém, resp. vypnutém stavu? Porovnejte s pouZitim jednoho

spinace.



Priklad. Hladina je kontrolovana 4 spinaci dle obrazku. PFi nizké hladiné maji byt
vSechny sepnuty, pFi vysoké vypnuty. KaZdy z nich (nezavisle) je s pravd&podob-
nosti 10 % v opa&ném stavu, neZ by mé&l byt. Jaka je pravdépodobnost poruchy
celého zapojeni v sepnutém, resp. vypnutém stavu? Porovnejte s pouZitim jednoho

spinace.

Reseni. Ozna&me p pravd&podobnost, Ze spina& je sepnuty. Paralelni spojeni dvou
nezavislych spinaci je spojené s pravdépodobnostiq =1 — (1 — p)2, sériové spojeni
dvou takovych obvodii s pravdépodobnosti r = q2.

Sepnuty stav: p = 0.9, ¢ = 0.99, » = 0.9801, pravdépodobnost poruchy jel —r =
0.0199.

Vypnuty stav: p = 0.1, ¢ = 0.19, » = 0.0361, coZ je i pravdépodobnost poruchy.

V obou stavech se pravdépodobnost poruchy nékolikanasobné sniZila.



{ Podminéna pravdépodobnost



P¥iklad. U 10% Fidi¢i, kteFi zpiisobili dopravni nehodu, bylo prokazano poZiti alko-
holu. Rozsahly prizkum ukazal, Ze riziko nehody se poZitim alkoholu zvysuje 7X.
Odhadnéte, kolik procent Fidi¢ii poZilo alkohol.



P¥iklad. U 10% Fidi¢i, kteFi zpiisobili dopravni nehodu, bylo prokazano poZiti alko-
holu. Rozsahly prizkum ukazal, Ze riziko nehody se poZitim alkoholu zvysuje 7X.
Odhadnéte, kolik procent Fidi¢ii poZilo alkohol.

Reseni. Jevy:
A ... poZil alkohol,

H ... zpisobil nehodu.
P(A|H)=0.1, P(H|A)=7P (H|A).

B B P (H|A) P (A) _ 7P (A)
O'l_P(A|H)_p(H|A)P(A)+P(H|fl) P(A) 7TP(A)+(1-P(4)
p(A):6i4.



P¥iklad. PoZiti alkoholu bylo prokaziano u 1% vsech Fidi¢i a u 10% Fidi&l, kteFi
zptisobili dopravni nehodu. Kolikrat se poZitim alkoholu zvysuje riziko nehody?



P¥iklad. PoZiti alkoholu bylo prokaziano u 1% vsech Fidi¢i a u 10% Fidi&l, kteFi
zptisobili dopravni nehodu. Kolikrat se poZitim alkoholu zvysuje riziko nehody?

Reseni. Jevy:

A ... poZil alkohol,

H ... zpisobil nehodu.
P(A)=0.01, P(AlH) =0.1.

0.1 =P (A|H) = P(H|A) P(A) -
P(H|A) P(A)+ P (H|A) P (A)
_ P (H|A) 0.01 _ 1
P(H|A) 0.01+ P (H|A) 099 14 J;EZ@ 0o’
P(H|A) _ .,
P (H|A) |



Priklad. KdyZ je Egon stFizlivy, udéla v priiméru jednu gramatickou chybu na 100
slov, kdyZz je opily, 2x tolik. V' semestralni praci o 1000 slovech mél 16 chyb. Alice
soudi, Ze ji musel psat opily, Bob tvrdi, Ze Egon byl stFizlivy. Co vse miiZete k jejich

sporu Fici, miiZete-li si dovolit riziko 5%, Ze vas tsudek bude chybny?



P¥iklad. V populaci je infikovana 1/4 jedincii, ale jen u 2/3 infikovanych se nakaza
projevuje (a u Zadnych neinfikovanych). Jaka je pravdépodobnost, Ze jedinec bez
pFiznakii neni infikovany?



P¥iklad. Pravd&podobnost onemocnéni cukrovkou je 5% u té&ch, jejichZ rodi&e tuto
nemoc neméli, 10% tam, kde ji mél jeden z rodi¢i, a 30%, pokud méli cukrovku
oba rodice.

1. Jaky je rovnovazny podil nemocnych cukrovkou v populaci (stejny u generace
rodicd i déti) za pFedpokladu, Ze onemocnéni otce a matky jsou nezavislé jevy?

2. Jestlize pacient onemocnél cukrovkou, jaka je pravdépodobnost, Ze tuto nemoc
mél aspori jeden z jeho rodilii, pokud pfedpokladame, Ze v populaci je rovnovazny
vyskyt dle bodu 17



P¥iklad. Pravd&podobnost onemocnéni cukrovkou je 5% u té&ch, jejichZ rodi&e tuto
nemoc neméli, 10% tam, kde ji mél jeden z rodi¢i, a 30%, pokud méli cukrovku
oba rodice.

. Jaky je rovnovazny podil nemocnych cukrovkou v populaci (stejny u generace

rodicd i déti) za pFedpokladu, Ze onemocnéni otce a matky jsou nezavislé jevy?

. Jestlize pacient onemocnél cukrovkou, jaka je pravdépodobnost, Ze tuto nemoc
mél aspori jeden z jeho rodilii, pokud pfedpokladame, Ze v populaci je rovnovazny
vyskyt dle bodu 17

Reseni. ¢ = 0.05(1 — ¢)? + 0.3¢2 + 0.2¢(1 — ¢)

c=15.608 x 1072

2
P(Ro|C) = XBU=cS _ 7944

2
P(=Ro|C) = 1 — 22029 _ 2056 n




P¥iklad. Jazykovy korektor zmé&ni 99 % chybnych slov na spravna a 0.01 % spravnych
na chybna. Zménil 2% slov. Odhadné&te mnoZstvi chybnych slov v jeho vystupu.



P¥iklad. Jazykovy korektor zmé&ni 99 % chybnych slov na spravna a 0.01 % spravnych
na chybna. Zménil 2% slov. Odhadné&te mnoZstvi chybnych slov v jeho vystupu.

Reseni. Predtim pravd&podobnost chybného slova p. Opraveno 0.99 p+10~% (1 — p) =
0.02, p = 2.0103 x 10~2. Po oprav& chybn& 0.01p + 10~4 (1 — p) = 2.9902 x
10~ ]



Priklad. Z 60 Zijicich &leni klubu vyslouZilych namornich kapitand jich 5 zaZilo
ztroskotani (jednou). Podle statistiky pFi ztroskotani lodi v této oblasti tFetina
kapitani zahyne. Odhadnéte pravdépodobnost, Ze kapitan zaZije ztroskotani (aspori
jednou za Zivot — moZnost opakovaného ztroskotani téhoz kapitana i pfedcasného

umrti z jiné pFi¢iny zanedbavame).



Priklad. Z 60 Zijicich &leni klubu vyslouZilych namornich kapitand jich 5 zaZilo
ztroskotani (jednou). Podle statistiky pFi ztroskotani lodi v této oblasti tFetina
kapitani zahyne. Odhadnéte pravdépodobnost, Ze kapitan zaZije ztroskotani (aspori
jednou za Zivot — moZnost opakovaného ztroskotani téhoz kapitana i pfedcasného

umrti z jiné pFi¢iny zanedbavame).

Reseni. A ... Zjje,

B ... zazil ztroskotan/

P(A|B) = 3, P(A|-B) =1, P(B|A) = 60 = i (odhad)
Bayesova véta:

P(B|A) — P(B) P(A|B)
P(B) P(A|B) + P(-B) P(A|-B)
1 <P(B)
12 2P(B) + (1 — P(B))

3
P(B) = - =0.12

Alternativni FeSeni: Na 5 preZivsich namorniki pFipada v priméru 5 - % = 7.5
ucastniki ztroskotani, z toho 2.5 nepreZilo, celkovy pocet je 60—|—2.5 = 62.5 a prav-
dépodobnost, Ze se jedna o ucastnika ztroskotani, je 67255 = 25 (tyto Cetnosti nam



jen nazornéji nahrazuji pravdépodobnosti, proto neni nutné, aby byly celoliselné,
pokud vychazime z toho, Ze statistika umrtnosti pFi ztroskotanich je zaloZena i na
dalSich pFfipadech kromé& zde uvaZovanych; z téch by nemohla vyjit % ). []



Ptiklad (pozitivni test na nemoc). Test nemoci je u 1% zdravych falesné pozitivni
a u 10% nemocnych falesn& negativni. Nemocnych je v populaci 0.001. Jaka je
pravdépodobnost, Ze pacient s pozitivnim testem je nemocny?



Ptiklad (pozitivni test na nemoc). Test nemoci je u 1% zdravych falesné pozitivni
a u 10% nemocnych falesn& negativni. Nemocnych je v populaci 0.001. Jaka je

pravdépodobnost, Ze pacient s pozitivnim testem je nemocny?

ReSeni. T ... pozitivni test, N ... nemocny.
P(N) = 0.001, P(T|N) = 0.01, P(T|N) = 0.1.

P(T) = P(T|N)- P(N)+ P(T|N) - P(N) =

P(NAT)
— 0.01- (1 —0.001) + (1 — 0.1) - 0.001 = 0.01089 ,
P(NAT
P(N|T) = (P(;) ) = 0.00.



P¥iklad (vyskyt nemoci v populaci). Modifikace pFedchoziho pFikladu: Nevime, ko-
lik nemocnych je v populaci, ale vime, Ze pravdépodobnost pozitivniho testu je
0.02. (Test nemoci je u 1% zdravych falesné& pozitivni a u 10% nemocnych falesné&

negativni.) Odhadnéte podil nemocnych je v populaci.



P¥iklad (vyskyt nemoci v populaci). Modifikace pFedchoziho pFikladu: Nevime, ko-
lik nemocnych je v populaci, ale vime, Ze pravdépodobnost pozitivniho testu je
0.02. (Test nemoci je u 1% zdravych falesné& pozitivni a u 10% nemocnych falesné&

negativni.) Odhadnéte podil nemocnych je v populaci.

Reseni. T ... pozitivni test, N ... nemocny.
P(T) =0.02, P(T|N) = 0.01, P(T|N) =0.1.
P(T) = P(T|N)- P(N)+ P(T|N) - P(N),
P(NAT)
0.02=001-(1-—P(N))+(1—-0.1)- P(N) =0.89 P(N) + 0.01,
P(N) =0.011236.




Ptiklad (bayesovsky odhad vstupu informaéniho kandlu). Na vstupu informaéniho
kanalu mohou byt znaky 0, 1, na vystupu jsou pFecteny s nezavislou pravdépodob-
nosti chyby 0.1. Urcete podminéné pravdépodobnosti vstupu pfi znamém vystupu,
je-li apriorni pravdépodobnost jedni¢ky (a) 0.4, (b) 0.1, (c) 0.05.



Ptiklad (bayesovsky odhad vstupu informaéniho kandlu). Na vstupu informaéniho
kanalu mohou byt znaky 0, 1, na vystupu jsou pFecteny s nezavislou pravdépodob-
nosti chyby 0.1. Urcete podminéné pravdépodobnosti vstupu pfi znamém vystupu,
je-li apriorni pravdépodobnost jedni¢ky (a) 0.4, (b) 0.1, (c) 0.05.
Reseni. Ozna&me jevy:

Bg, B1: vyslan znak O, resp. 1,

Ag, A1: pFijat znak 0, resp. 1.



P (Ag) P(Ay)]

- [P(50) P3|

0.9 0.1

0.6 0.4] [o.1 0.9

P (Ag|Bg) P (A1|Bo)
P (Ag|B1) P (A1|By)

] = [0.58 0.42] ,

|



(a)

Pa0) P )] = [P(B0) P52 |

=10.6 0.4 [

P (By|Ag) = P(AOILB(‘ZO?(BO) -
P (B1|Ag) = P(AOPB(ZO];(Bl) -
P (BolA1) = = (AlpB(Of)xll)D (Bo)

P (By|Ay) = L A1B1) P(B1) _

P (A1)

0.9 0.1
0.1 0.9

0.9-0.6

0.58
0.1-0.4

0.58

. 0.1-06

0.42
0.9-0.4

0.42

P (Ag|Bo) P(A1|Bo)]
P (Ag|B1) P (A1|By)

] = [0.58 0.42] ,

=~ 0.93103,
=~ 6.8966- 1072,
= 0.142 86,

= 0.857 14.



(b)

0.9 0.1

(a0 ()] =[os 01]- 07 03

] = [0.82 0.18] ,



(b)

0.9 0.1

P(a0) Pa] = oo 01] |39 O

] — [0.82 0.18] ,

P (Ao|By) P(By) 0.9-0.9

P (Bo|Ag) = P (A g, = 0-9878,
p(Byag) = D A0lBD) P(By) _01:01 o000
0 P (Ap) 0.82 | ’
P (Boay) — D (A1lBo) P(Bo) _ 0109 _
oI P (A7) 0.18 =
P(A1|B;) P(By) 0.9-0.1
P (By|A;) = (A1|B1) P(B1) _ _ 05

P (A7) 0.18



0.9 0.1

[P (Aop) P(Al)] — [0.95 0.05] : [0.1 09

] = [0.86 0.14] ,



P(Ag) P(A1)| =095 0.05] [

P (BglAg) =

P (B

P (By

Ap)

Aq) =

P (B1|A1) =

P (Ap|Bg) P (By) - 09-0.95

P (Ap)

0.9 0.1
0.1 0.9

P (Ap)

P(Al BO) P(BO) B 0.1-0.95

0.86

_ P (Ap|B1) P (Bq) B 0.1-0.05

P(Aq)

P(Al Bl) P(Bl) B 0.9.0.05

0.86

P (A1)

0.14

0.14

] = [0.86 0.14],

= 0.994 19,
= 5.8140- 1073,
= 0.67857,

= 0.32143.



Zavér: Je-li vystup 1, pak v pFipadé (b) je stejné pravdépodobné, Ze vstup je 0
nebo 1; v pFipadé (c) je dokonce pravdépodobnéjsi, Ze vstup je 0 (takZe bayesovské
rozhodovani vede k zavéru, Ze na vstupu jsou samé nuly). []



Priklad. A. Rodina ma dvé déti, starsi je dcera. Jaka je pravdépodobnost, Ze maji

dvé dcery?

B. Rodina ma dvé déti, (aspori) jedno z nich je dcera. Jaka je pravdépodobnost,

Ze maji dvé dcery?



Priklad. A. Rodina ma dvé déti, starsi je dcera. Jaka je pravdépodobnost, Ze maji

dvé dcery?

B. Rodina ma dvé déti, (aspori) jedno z nich je dcera. Jaka je pravdépodobnost,

Ze maji dvé dcery?



Priklad. A. Rodina ma dvé déti, starsi je dcera. Jaka je pravdépodobnost, Ze maji

dvé dcery?

B. Rodina ma dvé déti, (aspori) jedno z nich je dcera. Jaka je pravdépodobnost,

Ze maji dvé dcery?

Reseni. A. Jde o pravdépodobnost, Ze mladsi z d&ti je dcera, coZ nastdvd s pravdé-
podobnosti q blizkou 1/2, pFesnéji asi 0.52. (Predpokladame, Ze pohlavi déti jsou

nezavisla, coZ je pFiblizné& spravné.)



Priklad. A. Rodina ma dvé déti, starsi je dcera. Jaka je pravdépodobnost, Ze maji

dvé dcery?

B. Rodina ma dvé déti, (aspori) jedno z nich je dcera. Jaka je pravdépodobnost,
Ze maji dvé dcery?

Reseni. A. Jde o pravdépodobnost, Ze mladsi z d&ti je dcera, coZ nastdvd s pravdé-
podobnosti q blizkou 1/2, pFesnéji asi 0.52. (Predpokladame, Ze pohlavi déti jsou

nezavisla, coZ je pFiblizné& spravné.)

B. Pozor, nejde o stejnou ulohu jako A! Pokud pro jednoduchost predpokladame
q = 1/2, pak pFedpoklad J, Ze rodina ma aspori 1 dceru, je splnén s pravdépo-
dobnosti P(J) = 1 — (1 — ¢)% = 3/4, ale to, Ze md 2 dcery, je podjev D C J
s pravd&podobnosti P(D) = ¢°> = 1/4 = P(D A J). Podminéna pravd&podobnost
je

P(DANJ) P(D) 1/4 1

P(DI]) = P(J)  P(J) 3/4 3




Obecnéji pro pravdépodobnost narozeni divky q

q2

1—(1—q)?

P(D|J) =

pro g = 0.52

q2

PP =Ty

= 0.35.




8 Nahodné veliciny



P¥iklad (rodiny s jednim chlapcem). V zemi je rodinam povoleno mit pouze jednoho
chlapce a vsechny rodiny usiluji o to, aby ho mély. Jaky je podil divek? (Pro
jednoduchost zanedbavame umrtnost a viceCetné porody a predpokladame, Ze prav-

dépodobnost narozeni chlapce i divky je stejna.)



P¥iklad (rodiny s jednim chlapcem). V zemi je rodinam povoleno mit pouze jednoho
chlapce a vsechny rodiny usiluji o to, aby ho mély. Jaky je podil divek? (Pro
jednoduchost zanedbavame umrtnost a viceCetné porody a predpokladame, Ze prav-

dépodobnost narozeni chlapce i divky je stejna.)

ResSeni. MiiZe se stat, Ze rodina ma samé divky a na chlapce dosud ¢eka. Prozatim

to ignorujme a uvaZujme rodiny, které maji chlapce (jako posledni dité).

Pocet divek v nahodné vybrané rodiné z tohoto souboru je nahodna veli¢ina X,

jejiz hodnoty jsou nezaporna cela cisla.



S pravdépodobnosti 1/2 se narodil chlapec jako prvni dit&€ a X = 0.
S pravdépodobnosti 1/4 se narodil chlapec jako druhé dité a X = 1.

S pravdépodobnosti 1/8 se narodil chlapec jako treti dité a X = 2.



S pravdépodobnosti 1/2 se narodil chlapec jako prvni dit&€ a X = 0.
S pravdépodobnosti 1/4 se narodil chlapec jako druhé dité a X = 1.

S pravdépodobnosti 1/8 se narodil chlapec jako treti dité a X = 2.

Priimérny pocet divek na jednoho chlapce je dan stfedni hodnotou

EX=Y nP[X=n]=Y n2-("tl) =1,
n=0

n=0



Alternativa: Lze Fici, Ze
1/2 chlapcii ma nejstarsi sestru,
1/4 chlapcii ma druhou sestru,

1/8 chlapcii ma treti sestru,

celkem



Alternativa: Lze Fici, Ze
1/2 chlapcii ma nejstarsi sestru,
1/4 chlapcii ma druhou sestru,

1/8 chlapcii ma treti sestru,

celkem

i 2—(n+l) — 1

n=0

Alternativa: Podle pfedpokladu se rodi stejné chlapcti jako divek, to vede pFimo ke

spravnému zavéru.



Problém: Zanedbavali jsme rodiny, ve kterych neni chlapec. Ten se narodi skoro

"y mEN,

jisté, tj. s pravd&podobnosti 1, ale budouci chlapci maji jiZ ted sestry bez bratrii.



Problém: Zanedbavali jsme rodiny, ve kterych neni chlapec. Ten se narodi skoro

"y mEN,

jisté, tj. s pravd&podobnosti 1, ale budouci chlapci maji jiZ ted sestry bez bratrii.

Je to jen problém definice polatku a konce pokusu, s rostouci délkou pokusu jeho
vliv klesa k nule.



Problém: Zanedbavali jsme rodiny, ve kterych neni chlapec. Ten se narodi skoro

Je to jen problém definice polatku a konce pokusu, s rostouci délkou pokusu jeho
vliv klesa k nule.

Problém: Vliv by neklesal k nule, kdyby dochazelo k velkému populaénimu ristu
nebo poklesu.



Problém: Zanedbavali jsme rodiny, ve kterych neni chlapec. Ten se narodi skoro

Je to jen problém definice polatku a konce pokusu, s rostouci délkou pokusu jeho
vliv klesa k nule.

Problém: Vliv by neklesal k nule, kdyby dochazelo k velkému populaénimu ristu
nebo poklesu.

Podminky ulohy vylucuji velky nariist, nikoli vsak velky pokles. []



9 Smeés nahodnych veli€in



Priklad. Mame 2 hraci kostky, na jedné padaji pouze licha ¢isla 1,3,5, na druhé
pouze sudd, 2,4,6, vSechna se stejnou pravdépodobnosti 1/3. Najdéte rozdé&leni a
stfedni hodnotu vysledkii nasledujicich pokusii:

(a) hodime obéma kostkami a vezmeme aritmeticky primér obou Cisel,

(b) nahodné (s pravdépodobnosti 1/2) vybereme jednu kostku a tou hodime.



Re3eni. (a) Rozlisime 9 stejné& pravd&podobnych moZnosti, vedoucich k ndsledujicim
vysledkim:

1 3 5
1.5 25 35
25 35 45
35 45 55

O B~DN

MozZné vysledky a jejich pravdépodobnosti:

15] 25 | 35| 45 | 5.5
1/92/93/9|2/9|1/9

Stredni hodnota je

115—|—225—|—335—|—245—|—155—35
gl g2 g g4 g2 =35



(b) S pravdépodobnosti 1/2 uréuje vysledek prvni kostka, se stejnou pravdépodob-
nosti druha; dostavame 6 stejné pravdépodobnych vysledkii, rozdéleni je stejné jako

u normalni hraci kostky.

1 3 5
2 4 6

StFedni hodnota je stejna,

1
c(1+2+3+4+5+6)=35.



Priklad. V urné je 15 hracich kostek, z toho 10 spravnych, na nichZ padaji vSechna
Cisla se stejnou pravdépodobnosti, a 5 vadnych, na nichZ pada Sestka s pravdé-
podobnosti 1/2, ostatni ¢&isla s pravdépodobnosti 1/10. Ndahodné& vybereme jednu

kostku a hodime; jaka je pravdépodobnost moZnych vysledkii?



Priklad. V urné je 15 hracich kostek, z toho 10 spravnych, na nichZ padaji vSechna
Cisla se stejnou pravdépodobnosti, a 5 vadnych, na nichZ pada Sestka s pravdé-
podobnosti 1/2, ostatni ¢&isla s pravdépodobnosti 1/10. Ndahodné& vybereme jednu
kostku a hodime; jaka je pravdépodobnost moZnych vysledkii?

Reseni. Oznaéme ndhodné veli&iny:

U vysledek na spravné kostce,

V' vysledek na vadné kostce,
X vysledek celého pokusu (smés nahodnych veli¢in U,V s koeficientem ¢ = 10/15 =

2/3).

| 2 1
PIX =t] = PlU =1+ P[V =1]
21 11 13

PIX =1 e
- 1 =367370~ %0
| 21 11 5
PIX=6=--4+--=_"
- 36 32 18
t 1 2 3 4 5 6
PU=¢t| 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 -

pP[V=t|1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/2
P[X =t] |13/90 13/90 13/90 13/90 13/90 5/18




10 Druhy ndahodnych veli€in

10.1 Diskrétni nahodné veli€iny

10.2 Spojité ndhodné veliciny



10.3 Nahodné velic¢iny se smiSenym rozdélenim



P¥iklad. Nahodna veli¢ina X ma distribu&ni funkci

(0 pro t<O0
2
B %4—% pro 0<t<1/2
L~ 3 pro 1/2<t<1
|1 pro t>1

Vyjadrete ji jako smés nahodnych velicin U,V , z nichZ U je diskrétni a V' spojita;
popiste a znazornéte jejich rozdélenti.



P¥iklad. Nahodna veli¢ina X ma distribu&ni funkci

(0 pro t<O0
2
B %4—% pro 0<t<1/2
L~ 3 pro 1/2<t<1
|1 pro t>1

Vyjadrete ji jako smés nahodnych velicin U,V , z nichZ U je diskrétni a V' spojita;
popiste a znazornéte jejich rozdélenti.

tRE §

o1 + /

s T

025 /

]

I | ] |
5 I} 05 1 15




Nespojitosti distribuéni funkce jsou v bodech 0,1/2,1,

Fx(0) = Fx(0-) = Fx(1) - Fx(1-) = —_,

Fx(1/2) - Fx(1/2-) = ¢,

~

3 w
Il—‘-hll—'ls‘,_‘ o

prot < 0,
proO<t<2,
pro2<t<1
prot > 1,

n Fp(t) = 3.

prot < 0,
proO<t<2,
pr02<t<1
prot > 1,
prot € {0,1},
_ 1
;.).rot—ﬁ,
Jjinde.

cFy(t) = 9

7

C

~ =

ONFRNRFR = NWHNEFR O

FU(t) =

py(t) = 9




(1 =) Fy(t) = Fx(t) = cFy(t) =

Fv(t) = 9

fv(t) =4

~

(0 pro
2
ny.

§_4(13t) pro

L 3 pro
0 pro t<0
212 pro 0<t<1/2
1-2(1—1¢)% pro 1/2<t<1
1 pro t>1
41 pro0 <t<1/2,
4(1—t) prol/2<t<1,

0

Jinak.

t<0
0<t<1/2

1/2<t<1
t>1



Priklad. Nahodna veli¢ina X ma alternativni rozdéleni (s hodnotami 0,1),
P[X = 1] = 2/3. Ndhodna veli¢cina Y ma spojité rovnomérné rozdéleni na in-
tervalu (0, 2). Popiste rozdéleni jejich smési Z = Mix, ;3(X,Y).



Priklad. Nahodna veli¢ina X ma alternativni rozdéleni (s hodnotami 0,1),
P[X = 1] = 2/3. Ndhodna veli¢cina Y ma spojité rovnomérné rozdéleni na in-
tervalu (0, 2). Popiste rozdéleni jejich smési Z = Mix, ;3(X,Y).

Reseni.
(0 prot <O,
Fx(t) = ¢ % pro0 <t <1,
|1 prot>1,
(0 prot <O,
Fy(t) = ¢ % pro0<t<?2,
| 1 prot > 2,
(0 prot < 0,
> 1 24 L pro0<t<1
Fyt)=SFxy(t)+=Fy(t)={ 36 <t
20 =3FxW+ 30 =138 Lo 2o
1 prot > 2,

Va



P¥iklad. Nahodna veli¢ina X ma distribu&ni funkci

p

0 prot < 0,
Fx(t)=1{ 2-— § exp(—2t) pro0 <t <2,
| 1-3 exp(—2t) prot > 2.

Vyjadrete jeji rozdéleni jako smés diskrétniho a spojitého rozdéleni.



P¥iklad. Nahodna veli¢ina X ma distribu&ni funkci

p

5
FX(t):< 6
1_

o

prot <O,
exp(—2t) pro0 <t <2,
exp(—2t) prot > 2.

NWIN

3
Vyjadrete jeji rozdéleni jako smés diskrétniho a spojitého rozdéleni.

ReSeni. X = Mix.(U, V), U diskrétni, V spojita.
Nespojitosti distribu¢ni funkce jsou v bodech 0, 2, obé& stejné velikosti

Fx(0) = Fx(0-) = Fx(2) — Fx(2-) = 2.



0 prot <0,
c Frr(t) = < % pro0 <t <2,
3 prot > 2,
1
= lim Fy(t) ==
c=lim Fy(t) =3,
(0 prot <0,
Frr(t) = < % pro0 <t <2,
1 prot > 2,
(1
= t €4{0,2},
t — P pro ’
PUt) =10 Jinde.
(0 prot < 0,
(1—c) Fy(t) = Fx(t) — c F(t) = 4 %—%exp(—bﬁ) pro0 <t <2,
\ £ — 5 exp(—2t) prot > 2,
] 0 prot <0,
FV(t)_{ 1 —exp(—2t) prot >0,

] 0 prot <0,
fv(t) = { 2 exp(—2t) prot > 0.



11 Nezavislost nahodnych velic¢in



12 Operace s nahodnymi veli¢inami



Ptiklad. Nahodna veli¢ina ma spojité rovnomérné rozdéleni na intervalu (—3,5).
Zobrazte ji funkci

—1 prox < -2,
h(z) =< x/2 prox € (—2,2),
1 pro x > 2,

vysledné rozdéleni popiste a znazornéte.



Ptiklad. Nahodna veli¢ina ma spojité rovnomérné rozdéleni na intervalu (—3,5).
Zobrazte ji funkci
—1 prox < -2,
h(z) =< x/2 prox € (—2,2),
1 pro x > 2,

vysledné rozdéleni popiste a znazornéte.

Re3eni. Vystup —1 odpovida vstupu v intervalu (—3, —2), a ma tedy pravd&podob-
nost 1/8, P[h(X) = —1] = 1/8. Vlystup 1 odpovida vstupu v intervalu (2,5), a
ma tedy pravdépodobnost 3/8, P[h(X) = 1] = 3/8. Zbyvajici hodnoty vedou na
spojité rovnomé&rné rozdéleni na (—1,1) (jako sloZku smési, ktera tvoFi rozdé&leni
vystupu a ma vahu 1/2), distribu¢ni funkce je

0 pro t < —1,
1 pro t > 1.



Ht) 1T

nrs T

L

0 T

Snazsi je FeSeni pres kvantilovou funkci; pidvodni kvantilova funkce qx(a) = 8a—3
sloZena s funkci h da kvantilovou funkci

—1 pro a <1/8,

an(x)(a) = hlgx(a)) = { 4a—3/2 pro a€(1/8,5/8),
1 pro a>5/8.



qx)

I

057

03

03



Priklad. Nahodné veli¢iny X,Y jsou nezavislé, X ma spojité rovnomérné rozdéleni

na intervalu (0,1), Y ma alternativni rozdé&lent,

) 1/2 prot e {0,1},
py(t) = { 0 jinak.

Popiste a znazornéte rozdéleni nahodnych velicin
1. X+4+Y,
2. Mixy /o(X,Y) (smés X aY),

3. X +EY.



Priklad. Nahodné veliciny X, Y jsou nezavislé, maji spojité rovnomérné rozdéleni; X
na intervalu (0,1), Y na intervalu (1,2). Popiste a znazornéte rozdéleni nahodnych

velic¢in
1. X +Y,
2. Mixy (X, Y) (smé&s X aY),

3. X +EY.



P¥iklad. Nahodna veli¢ina X ma distribu&ni funkci

1 — le—2-2 pokud x > —1
Fx(t) = 2 =
x(t) { 0 jinak.

Urcete a znazornéte rozdéleni nahodnych veli&in
. X 42,

X/2,

. —2X.



13 Zakladni charakteristiky nahodnych veli€in



Ptiklad. Nahodny vektor (X,Y) ma nasledujici parametry: EX = 10, ox = 5,
EY = 150, oy = 20, o(X,Y) = 0.5 (korelace). Stanovte stfedni hodnotu a
rozptyl nahodnych veli¢in T =2X +3, U=200-Y, V=X +Y.



Ptiklad. Nezdvislé nahodné veli¢iny X1, Xo,..., Xn, n € N maji (stejné) rov-
nomérné rozdéleni na intervalu (—a,2a), a € (0,00). Urlete stfedni hodnotu a
rozptyl nahodné velic¢iny



Priklad. V pisemce jsou 2 riizné obtiZné otazky, studenti z nich v priiméru ziskaji
p;X celkovy pocet bodii za otazku, p; € (0,1), i« = 1,2. Nabizeji se tFi bodovaci
systémy:

. vSechny otazky maji stejny pocet bodii,

. pocet bodii za i-tou otazku je umérny 1 — p;.

. pocet bodii za i-tou otazku je nepFimo umérny p;.

(Celkovy pocet bodi je ve véech pFipadech stejny.) PFi kterém systému ziskaji

studenti v priiméru vice bodii?



Priklad. Nahodna veli¢ina U ma hustotu danou grafem. Urlete a znazornéte hustoty
a distribu¢ni funkce nahodnych veli¢in (a) U — 1, (b) —2U, (c) expU.




P¥iklad. Nahodna veli¢ina X ma distribu&ni funkci

p

0 pro t<O0
1+5\/_ pro 0<t<1/2
Fx(t) = q 1= 5V2(1 t) 1/2<t<1

pro
ﬂ pro 1<t<?2
1 pro t>2

Najdéte jeji stfedni hodnotu.



P¥iklad. Nahodna veli¢ina X ma distribu&ni funkci

p

Fy(t) = ¢

Najdéte jeji stfedni hodnotu.

0 pro
1+5\/_ pro
11— 5\/2(1 t)

1
1 pro

t<0
0<t<1/2
1/2<t<1

1<t<?2
t>2

Ry 17T

0rs T

s T

05 T

04

ReSeni

| | |
15 ) 15

Integraci kvantilové funkce vyjde 0.5 + 1/12 = 0.583 33.




14 Nahodné vektory (vicerozmérné nahodné veliciny)



P¥iklad. Dvojrozmérny nahodny vektor (X,Y) ma pravdépodobnosti hodnot dané

tabulkou:
X
v 1 2
0 1/3 1/3
1 0 1/3

Vypocltéte korelaci nahodnych veli¢in X, Y .



P¥iklad. Dvojrozmérny nahodny vektor (X,Y) ma pravdépodobnosti hodnot dané

tabulkou:
X
v 1 2
0 1/3 1/3
1 0 1/3

Vypocltéte korelaci nahodnych veli¢in X, Y .

PP _5 _ 1 —
Reteni. EX =3, BEY =1, DX=DY =2, E(XY) =

o(X,Y) =

§
E(XY)-EXEY 1
ox Oy 27



Ptiklad. Nahodny vektor ma rovnomérné rozdéleni na trojiuhelniku s vrcholy (0, 0),
(1,0), (1,1). Popiste a znazornéte distribu¢ni funkce jeho sloZek (marginalni rozdéleni).



Ptiklad. Nahodny vektor ma rovnomérné rozdéleni na trojiuhelniku s vrcholy (0, 0),
(1,0), (1,1). Popiste a znazornéte distribu¢ni funkce jeho sloZek (marginalni rozdéleni).

Reseni. 1. postup: Margindini hustoty jsou

(2t pro0<t<1,

fx (t) = <\ 0 inak
[2@-t) proO<t<1,
fy () = 0 jinak,

\

distribu¢ni funkce dostaneme jejich integraci:

(0 prou <0,

u
FX(u):/ fx@)dt=1{ u? pro0<u<l,
T 1 prou>1,

\
” (0 pro u < 0,

fy(@®)dt={ 2u—u? pro0<u<1l,
> 1 prou > 1.

FY(“):/

\



07 T+

s T

0T

0 T

s T

02 T

2. postup: Distribu¢ni funkce je podle definice dana pomérem obsahii ploch (vesmés
se jedna o trojuhelniky nebo lichobézZniky, takZe nepotfebujeme integrovat a vystacime
s geometrii ze zakladni skoly); vZdy je nutno délit obsahem celého daného trojtihelnika,



coZ je1/2. Pro0 < u < 1 vychazi




Ptiklad. Ndhodné veli¢iny XY jsou nezavislé. Urcete korelaci o(U, V') nahodnych
veliginU =X +Y,V=X-Y.



P¥iklad. Zndme korelace nahodnych veli¢in o(X,Y) = 0.5, o(Y,Z) = 1//2.
MiiZeme néco Fici o korelaci o(X, Z) (a jeji existenci)?



15 CebySevova nerovnost, centralni limitni véta



P¥iklad. Ryby mohou si vybrat ze 2 cest, z nichZ jedna je spravna (vede k potravé).
KaZda ryba nezavisle pozna spravnou cestu s pravdépodobnosti ¢ = 0.6. Jaka je
pravdépodobnost, Ze ,vétsinové hlasovani“ v hejnu n ryb vybere spravnou cestu?



P¥iklad. Ryby mohou si vybrat ze 2 cest, z nichZ jedna je spravna (vede k potravé).
KaZda ryba nezavisle pozna spravnou cestu s pravdépodobnosti ¢ = 0.6. Jaka je
pravdépodobnost, Ze ,vétsinové hlasovani“ v hejnu n ryb vybere spravnou cestu?

Reseni. Rozhodnuti jednotlivych ryb popisuji nezavislé ndhodné veliciny X, j =
1,...,n s alternativnim rozdélenim s parametrem q = 0.6. (Spravnou cestu vyhod-
nocujeme jako 1, Spatnou 0.) Z vlastnosti alternativniho rozdélenf

EX; =q, DX, =q(1—q).
Pro vybérovy priimér
EX=q, bDx=2079
n
jeho rozdéleni pro velka n miiZeme podle centralni limitni véty pFibliZné nahradit
normalnim rozdélenim se stejnymi parametry, tj. N (q, @). Odchylku stfedni

hodnoty od 50 %, 0.5—q = 0.5—0.6 = —0.1 budeme mé&Fit smérodatnou odchylkou

vybérového priiméru

__\/q(l—q) _\/0.6-(1—0.6) . 0.49
n N n - n

Ox =




pomér %\/ﬁ bude argumentem distribu¢ni funkce normovaného normalniho
rozdéleni. Pravdépodobnost, Ze se hejno rozhodne chybné, je

P [X < 0.5] = F (q)@)(% —q) =09 <0‘5 — q) =

Ox

= ¢ (% \/ﬁ> = (~0.20408/n) .

Pravdépodobnost spravného rozhodnuti hejna je k ni doplrikova,

P[X > 05 i1—FN(q’q(1nq))(O.5—q):1—¢<O'5_q> :¢<q_0-5> -

b ox
, 0.1 |
- ¢ <@ \/ﬁ) = ¢ (0.204 \/ﬁ) .

Ciselné hodnoty pro nékolik hodnot n uddvd tabulka:

n | 0.204yn| P|X>05

10 0.645 0.74
100 2.04 0.98
1000 6.45 1—-6-10"11




Ptiklad. Ve vzorku je 1 mg uhliku, tj. asi 6 - 1023 . 1073/12 = 5 - 101° atomui.
Z nich je pFiblizné 1/1012, tj. asi 5-107, atomii radioaktivniho izotopu C'14. Ur&ete
symetricky 95 %-ni intervalovy odhad po&tu atomii, které se rozpadnou za 1 rok,
tj. za 1/5730 pololasu rozpadu. Co o tom Fika Cebysevova nerovnost?



Ptiklad. Ve vzorku je 1 mg uhliku, tj. asi 6 - 1023 . 1073/12 = 5 - 101° atomui.
Z nich je pFiblizné 1/1012, tj. asi 5-107, atomii radioaktivniho izotopu C'14. Ur&ete
symetricky 95 %-ni intervalovy odhad po&tu atomii, které se rozpadnou za 1 rok,
tj. za 1/5730 pololasu rozpadu. Co o tom Fika Cebysevova nerovnost?

Reseni. Odhadujeme nahodnou veli¢inu X s rozd&lenim Bi(n,p), n = 5 - 107,
p=1-— 1/21/5730 = 1.2 - 10~* (=pravdépodobnost, %e se atom v daném &ase
rozpadne),

EX =np=06048,
DX =np (1 —p)=06047,
JX:\/np (1—p)=78.

Pri aproximaci normalnim rozdélenim vyjdou meze EX L+ o x el (0.975) = 6048+
78 - 1.96 = 6048 + 153, interval pFiblizn& (5895,6201), relativni chyba zhruba
153/6048 = 2.5 %.

Exaktni vypocet z binomického rozdéleni by byl pracny a vedl by k velmi podobnym
vysledkim.



CebySevova nerovnost nezohledriuje znalost rozdé&leni (pFibliZn& normalni) a vede

na intervalovy odhad s toleranci € spliiujici nerovnost
DX
—5 < 0.05,
€
DX Ox 78
g >\ —— = = = 349,

—V0.05 +0.05 +/0.05
meze 6048 + 349 = 6397, interval pFiblizn& (5699, 6397), relativni chyba zhruba
349/6048 = 5.7 %. []




P¥iklad. Zivotnost baterie md exponencialni rozd&leni se st¥edni hodnotou 3 hodiny.
Urcete pravdépodobnost, Ze 100 baterii zajisti alespori 252 hodin provozu.



Priklad. Na oboru ma studovat 600 studentii, avsak fakulta smi stanovit pouze
pocet pFijatych. Z dlouhodobé zkuSenosti se ukazuje, Ze z pFijatych studenti se
zapiSe asi 2/3. Jaké se ma stanovit smérné C&islo pro pFijeti, aby pocet zapsanych
byl co nejvétsi, ale aby prekrocil 600 s pravdé&podobnosti nejvyse 5% ? Jaky bude
primérny pocet zapsanych studentii? Jak se uloha zméni pro obor, na ktery ma
byt ptijato 60 student(i? Uvedte pouZité predpoklady.



Priklad. Alice nabidla Bobovi sazku 1 : 1000, Ze nedokaze z 500 hodi minci aspori
v 60 % hodit lic. Bob vaha, proto Alice navic nabizi, Ze Bob ma 10 pokusii (po 500
hodech) a staci, kdyZ aspori v jednom z nich uspéje. Kurs ziistava 1 : 1000. M4
Bob sazku pFijmout?



Priklad. Alice nabidla Bobovi sazku 1 : 1000, Ze nedokaze z 500 hodi minci aspori
v 60 % hodit lic. Bob vaha, proto Alice navic nabizi, Ze Bob ma 10 pokusii (po 500
hodech) a staci, kdyZ aspori v jednom z nich uspéje. Kurs ziistava 1 : 1000. M4

Bob sazku pFijmout?

Reseni. Je-li mince regulérni a n = 500 je po&et pokusti, pak vyb&rovy priimér md
podle centralni limitni véty rozdéleni pFiblizné N (%, ﬁ) Pocet licti je nx vétsi, ma
tedy rozdéleni priblizné N (%, %) Pravdépodobnost, Ze Bob v jednom kole dosahne
o 10 % vic neZ polovinu licti, je

0.1n

n

4

1—-¢

=1-0(02vn)=1-—®(4.472) =3.9x 10°°.

Pri 10 opakovanych pokusech se pravdépodbonost tspéchu zvysi méné nez 10X,
sazka ziistava pro Boba velmi nevyhodna. []



Priklad. Pocet X ryb, které ryba¥ ulovi za den, je popsan Poissonovym rozdélenim,

Ak
pX(k):ge )

s parametrem A\ = 3. Na ryby jde n = 100X za rok. Najdéte (co nejmensi) syme-

ke{0,1,2,...},

tricky interval, v némZz se pocet ulovenych ryb za rok nachazi s pravdépodobnosti
aspofi 95%.



Priklad. Pocet X ryb, které ryba¥ ulovi za den, je popsan Poissonovym rozdélenim,

)\k
px(k)ZFG_A, ke{0,1,2,...},

s parametrem A\ = 3. Na ryby jde n = 100X za rok. Najdéte (co nejmensi) syme-

tricky interval, v némZz se pocet ulovenych ryb za rok nachazi s pravdépodobnosti
aspofi 95%.

ReSeni. 300 4 1.96 - v/3 - 10 = (266. 05, 333. 95)



Cast II
Zaklady matematické statistiky

16 Bodové odhady charakteristik rozdéleni

17 Intervalové odhady charakteristik rozdéleni

17.1 Intervalové odhady normalniho rozdéleni N(u, o2)

17.1.1 Odhad stfedni hodnoty p¥i zndmém rozptylu o2



Priklad. Rozvodné zavody dodavaly elektFinu, jejiz napéti ve voltech mélo normalni
rozdéleni N(230, 25). Nyni se jim poda¥ilo sniZit rozptyl na 10. O kolik mohou zvysit
stfedni hodnotu pFi zachovani horni meze, ktera je prekrocena jen s pravdépodob-
nosti 1047



Ptiklad. Ostéparky Anna a Barbora maji stfedni hodnoty hodii po Fadé 67 a 75 m
a smérodatné odchylky 6 a 3 m. Predpokladejme nezavisla normalni rozdélent.
Odhadnéte pravdépodobnost, Ze pFi jednom hodu hodi Anna dal.



Ptiklad. Ostéparky Anna a Barbora maji stfedni hodnoty hodii po Fadé 67 a 75 m
a smérodatné odchylky 6 a 3 m. Predpokladejme nezavisla normalni rozdélent.
Odhadnéte pravdépodobnost, Ze pFi jednom hodu hodi Anna dal.

ReZeni. Nihodna veli¢ina A ma rozdé&leni N (67,36), B ma N (75,9), A — B md
N (67 — 75,36 + 9) = N (—38,45), kladnych hodnot nabyva s pravdépodobnosti

0— (—8)\ . .
1—FN(_8745)(O):1—<D< N ):1—d>(1.1926):1—0.883:O.117.

[]

17.1.2 Odhad stfedni hodnoty pFfi neznamém rozptylu



17.1.3 Odhad rozptylu a smérodatné odchylky



P¥iklad. Opakovana méreni stejné koncentrace latky vedla k nasledujicim vysledkiim:
(0.2,0.23,0.21,0.16,0.18,0.19,0.14,0.18,0.21). Najdéte symetrické oboustranné
90 %-ni odhady stFedni hodnoty, rozptylu a smé&rodatné odchylky.



P¥iklad. Opakovana méreni stejné koncentrace latky vedla k nasledujicim vysledkiim:
(0.2,0.23,0.21,0.16,0.18,0.19,0.14,0.18,0.21). Najdéte symetrické oboustranné
90 %-ni odhady stFedni hodnoty, rozptylu a smé&rodatné odchylky.

Reseni. Odhadujeme parametry nihodné veli¢iny X z realizace rozsahu n = 9,
jejiz statistiky jsou realizace vybé&rového priiméru £ = 0.189, realizace vybérového
rozptylu 3926 = 7.6 - 10~%, realizace vyb&rové smérodatné odchylky s; = \/% =
2.76 - 10~2. Intervalovy odhad stfedni hodnoty:

<w—j—aiqt(n 1)(0.95), $+\f

2.76 102
- <O.189 _ ; ¢(5)(0.95),0.189 +
1.86

t(n— 1)(O 95)>
2.76 102

qt(g)(0.95)> =

= (0.172, 0.206) .



Intervalovy odhad rozptylu:

< (n—l)s% (n—l)s% >;
¢,2(n—1) (0-95)" 4,2(,,_1(0.05)
,<8 76-107% 8- 7.6-10" >
QX2(8) (0. 95) qxz(S) (0. 05)
15 51 2. 73
- <3.9 1074, 2.2. 10—3> .

Intervalovy odhad smérodatné odchylky (odmocnina z predchoziho):

< (n —1)s3 (n—1)s2 >;
4\2(n_1) (095)"\ ¢,2(,,_1) (0.05)/
<¢39 104, v2.2.10— 3> <197 1072.4.7-10" >

VSimnéte si, Ze inervalové odhady vybérového rozptylu, resp. smérodatné odchylky
nejsou symetrické kolem jejich bodovych odhadii s% = 7.6 - 1074, resp. sy =
2.76 - 1072, (]




18 Odhad parametrii (metoda momentii, metoda ma-

ximalni vérohodnosti)

18.1 Odhady diskrétnich rozdéleni



Priklad. Gen se vyskytuje ve 4 variantach A, B, C, D. Model predpoklada, ze B se
vyskytuje 3x castéji neZ A a D 3x cZastéji nez C. Odhadnéte jejich pravdépodob-
nosti na zakladé zjisténych Cetnosti v tabulce.

varianta | A | B | C | D

Cetnost | 10 | 15 | 15 | 40




Priklad. V urné je mnoho hracich kostek, z nichZz nékteré jsou spravné, nékteré
falesné. Na falesnych pada Sestka s pravdépodobnosti 1/2, zbyvajici &isla maji stej-
nou pravdépodobnost. Opakované jsme vytahli kostku, hodili s ni a vratili ji zpét.
Cetnost vysledki udsva tabulka:

hodnota | 1 2 3 4 5 6
Cetnost | 18 20 12 15 10 25

Odhadnéte, kolik procent kostek je falesnych.



Priklad. V urné je mnoho hracich kostek, z nichZz nékteré jsou spravné, nékteré
falesné. Na falesnych pada Sestka s pravdépodobnosti 1/2, zbyvajici &isla maji stej-
nou pravdépodobnost. Opakované jsme vytahli kostku, hodili s ni a vratili ji zpét.
Cetnost vysledki udsva tabulka:

hodnota | 1 2 3 4 5 6

Cetnost | 18 20 12 15 10 25

Odhadnéte, kolik procent kostek je falesnych.
ReSeni. Podil falesnych kostek oznaéme p € (0,1).
Metoda momentiu:

StFedni hodnota vysledku pro spravnou kostku je 3.5, pro faleSnou 4.5, pro smés s
koeficientem p vychazi 3.5 (1 —p)+ 4.5p = 3.5 + p.

Realizace vybérového priiméru je 3.54.

Srovnanim téchto dvou hodnot vyjde odhad p = 0.04 € (0, 1), coZ vyhovuje zadan.



Metoda maximalni vérohodnosti:

Ve smési rozdé&leni ma Sestka pravdépodobnost % (1—p) + %p — 1+62p a padla
25 X%, ostatni Cisla % (1—p) + 1—10p = % a padla 75x (neni tfeba mezi nimi
rozliSovat).
L(p) = (5 — 2p)75. (1 —|—2p)25 |
30 6

L(p)=75In(5—-2p)+25In(1+2p)—75In30—25In6.

Maximum nastava pro p takové, Ze

o0 —150 50
_Ae(ﬁ): ~ T -~ =0,
op 5—2p 1+42p
5= € (0,1)
p—4 y 1) -



Priklad. Nahodna veli¢ina X je smési nahodnych veli¢in'Y, Z, jejichZ pravdépodob-
nostni funkce jsou dany tabulkou:

hodnota 1 2 3 4
% 0.4/04]01]0.1
Dz 0.1/01/04|04
pozorovana Cetnost | 12 | 13 | 9 6

Posledni Fadek udava cetnosti hodnot v realizaci nahodného vybéru s rozdélenim,
které ma nahodna veli¢ina X . Odhadnéte z nich neznamy koeficient smési.



Priklad. Nahodna veli¢ina X je smési nahodnych veli¢in'Y, Z, jejichZ pravdépodob-
nostni funkce jsou dany tabulkou:

hodnota 1 2 3 4
% 0.4/04]01]0.1
Dz 0.1/01/04|04
pozorovana Cetnost | 12 | 13 | 9 6

Posledni Fadek udava cetnosti hodnot v realizaci nahodného vybéru s rozdélenim,
které ma nahodna veli¢ina X . Odhadnéte z nich neznamy koeficient smési.

ReSeni. Metoda momentii:

EX =wEY + (1 —w) EZ =
—w (04-14+04-2+0.1-3+0.1-4)+
+(1—w)(0.1-14+01-24+04-3+04-4) =

—1.9w+3.1(1—-w)=3.1—1.2w=
12-1+4 13- : -
_ +13-249-3+46:4_ 8 _,
12+134+9+6 40
35

w=-—=20.72917.
48

Viyhovuje zadani.



Metoda maximalni vérohodnosti:
04w+01(1—-—w)=03w+0.1,01w+04(1—w)=04—-03w.

hodnota 1 2 3 4
pX 0.1+403w |0.1+03w|04—-03w|0.4—-0.3w
pozorovana etnost 12 13 9 6

L(w) = (0.140.3w)?"13.(0.4 — 0.3w)>t® = (0.1 + 0.3w)?® (0.4 — 0.3w)*°,

l(w)=In(L(w))=25In(0.1+0.3w)+15In(0.4 —0.3w) ,
7.5 4.5
0 (w) = — =0,
014+03w 04-03w

17
w= - =0.70833.
24




Priklad. Nahodna veli¢ina mize nabyvat hodnot 0,1, 2. Jeji rozdéleni, zavislé na
parametrech p, q, a etnost hodnot v realizaci uvadi tabulka:

hodnota o 1 2
teoretickd pravdépodobnost | p q q°
pozorovana cetnost 2 12 6

Odhadnéte parametry p, q.



Priklad. Nahodna veli¢ina mize nabyvat hodnot 0,1, 2. Jeji rozdéleni, zavislé na
parametrech p, q, a etnost hodnot v realizaci uvadi tabulka:

hodnota o 1 2
teoretickd pravdépodobnost | p q q°
pozorovana cetnost 2 12 6

Odhadnéte parametry p, q.
ReSeni.p=1—¢q — q2

Metoda momenti: px = q + 2¢%, mx = éﬁ% = g Uy = myx.

= q1 = \/26 = —1 0639 (nevyhovuje), qo = 2()\/26 = 0.563 94
(vyhOVUJe) p =1- qz — g3 =0.11803.

Metoda maximalni vérohodnosti: L(q) = 2Inp+12Ing+6In g° = 2In (1 —q— q2)+
24 In q,

2q—1 ; 1
%_g(q) 24_|_2 _qq _q —0=q = %(nevyhovwe), g = % = 0.571 43 (vyhovuje),

p=1—q —q5 =75 =0.10204. u




Priklad. V osudi jsou 2 druhy kostek, na prvnich jsou C&isla 1,...,6, na druhych
pouze 1,3,5, u obou druhii jsou vSsechny mozZné vysledky stejné pravdépodob-
né. Vytahli jsme 20 kostek a jednou jimi hodili; cetnost vysledki udava tabulka.
Odhadnéte, kolik z téchto kostek bylo prvniho druhu.

~

hodnota 21314156
Cetnost | 3| 44| 42| 3




Priklad. Nahodna veli¢ina nabyva vysledky 1,2,3. Tabulka uvadi jejich pravdépo-
dobnosti a pozorované Cetnosti. Odhadnéte parametry a, b.

hodnota 1 2 3

teoreticka pravdépodobnost | a+b | a+ 2b | a + 3b

cetnost 10 10 20




18.2 Odhady spojitych rozdéleni



Ptiklad. Predpokladame, Ze nahodna veli¢ina X ma (po astech linedarni) hustotu

dle obrazku.

Ix

Na zakladé& realizace

1. x = (-2,1,1)

2. x=(-1,1,2)

odhadnéte parametr a > 0.



Priklad. Predpokladame, Ze nahodna veli¢ina X ma posunuté exponencialni rozdéleni
s hustotou

1 t—T

P exp (—T) pro 4 Z T,

0 Jjinak,

fx(t) = {

kde T > 0. Z realizace x = (2,3, 8,4,10,3,5) odhadnéte parametry T, T.



Priklad. Predpokladame, Ze nahodna veli¢ina X ma posunuté exponencialni rozdéleni
s hustotou

fx(t) = { Lexp (—5E) prot>T,

0 Jinak,
kde T > 0. Z realizace x = (2,3, 8,4,10,3,5) odhadnéte parametry T, T.

A4

ReSeni. Metoda maximalni vérohodnosti:

L(T,7)=In (ﬁ %exp (—xi_T>) = —n |nT——ZZCZ—|— 1nT

i=1 T T =1 T

pokud T' < min z; (jinak 0). To je rostouci funkce T, takZe T' = min ;.
1 1

1 .

n
z:: ﬁ’fLT,

nT

OL /.
0= aT(T)

,7’:

T=—T=x—minz;.
1

V' nasem pFl’padeVT =2, 7T=5—-2=3.



Metoda momentii:

,LLX:/Rth(t)dt:/ooéexp (—#) dt = (=t — 7) exp <_t—T)‘OO B

T =1
=T+ T,
2
5 o0 ¢ < t—T)
= [t tdt:/ —exp | — dt =
% /R fx(t) o eXP .
t— 1T\ |°
:(—t2—27't—27'2)exp(— )‘
T /=T

=T+ 27T +27% = (T+7)2+ 7%= pk +1°.

K témto vysledkiim Ize dojit bez integrovani, nebot X =Y + T, kde T je konstanta

a Y je nahodna velic¢ina s exponencidlnim rozdélenim, puy = T, 052/ = 72; Uy =

py + T, 0% = 0%, px2 = p%k + 0%

V' nasem pFipadé

1 n
1=1



soustava rovnic

T+7A':mX:5

5 9 227
my + 77 =Mmy2 = —
ma kladné Feseni 7 = %9_1 = 2.7255, T = 2.274 5, které ovSem neodpovida

zadsni, nebot T > x1 = 2, takZe nalezeny model nepFipousti pozorovanou hodnotu
x1 (ta by méla nulovou hustotu pravdépodobnosti). []



19 Testovani hypotéz

20 Testy stfedni hodnoty a rozptylu

20.1 Testy stfedni hodnoty normalniho rozdéleni

20.1.1 P¥i znamém rozptylu o2

20.1.2 P¥i neznamém rozptylu



Priklad. Z 10 mérFeni krevniho tlaku u jednoho pacienta jsme obdrZeli vybérovy
priimér 150 a vybérovou smérodatnou odchylku 20. Rozhodnéte na hladiné vyznamnosti
5%, zda je stfedni hodnota krevniho tlaku nejvyse 140. Za jakych pFedpokladii
vysledek plati?



P¥iklad. Voltmetr vykazal nasledujici Cetnosti chyb méreni. Otestujte na hladiné vy-

znamnosti 1% hypotézu, Ze ma nulovou stalou chybu. Diskutujte pouZité pfedpoklady.
chyba [mV] —-02 —-0.1 0 0.1 0.2 0.3

cetnost chyby 2 2 10 10 5 1

20.2 Testy rozptylu normalniho rozdéleni



Priklad. Do laboratore bylo odeslano 5 stejnych vzorkii krve ke stanoveni ob-
sahu alkoholu. Vysledky byly: 0.8, 1, 0.6, 1.4, 0.9 promile. Posud'te na hladiné&
vyznamnosti 5 %, zda smérodatnd odchylka mé&reni je nejvyse 0.1 promile. Uved'te

pouZité predpoklady.



Priklad. Do laboratore bylo odeslano 5 stejnych vzorkii krve ke stanoveni ob-
sahu alkoholu. Vysledky byly: 0.8, 1, 0.6, 1.4, 0.9 promile. Posud'te na hladiné&
vyznamnosti 5 %, zda smérodatnd odchylka mé&reni je nejvyse 0.1 promile. Uved'te
pouZité predpoklady.

ReSeni. Z vybé&rového rozptylu vypo&itime testovaci statistiku

L (n—1)s2 . 4-0.088
DX 0.12
kterou porovname s kvantilem qx2(n—1)(1 —a) = qX2(4)(0.95) = 9.49, hypotézu

= 35.2,

zamitame. Vlychazime z predpokladu, Ze chyby jednotlivych méreni jsou nezavislé
a maji vSechny stejné normalni rozdéleni; potom ma testovaci statistika rozdéleni
x?(n —1). []



Priklad. Z 10 méreni stejného napéti nam vysla vybé&rova smérodatna odchylka
voltmetru 3mV. Posudte na hladin& vyznamnosti 5%, zda smérodatnd odchylka
voltmetru je nejvy$e 2 mV, jak uvddi vyrobce. Uved'te pouZité predpoklady.



Priklad. Z 10 méreni stejného napéti nam vysla vybé&rova smérodatna odchylka
voltmetru 3mV. Posudte na hladin& vyznamnosti 5%, zda smérodatnd odchylka
voltmetru je nejvy$e 2 mV, jak uvddi vyrobce. Uved'te pouZité predpoklady.

ReSeni. Z vybé&rového rozptylu vypo&itame testovaci statistiku

= (n—1)ss 8l = 20.25,
DX 4
kterou porovname s kvantilem qx2(n—1)(1 — «a) = 16.92, hypotézu zamitame,
Viychazime z predpokladu, Ze chyby jednotlivych méFeni jsou nezavislé a maji
vSechny stejné normalni rozdéleni; potom ma testovaci statistika rozdéleni X2(n —

1). n



20.3 Porovnani dvou normalnich rozdéleni

20.3.1 Test rozptyli dvou normalnich rozdéleni



Priklad. Jeden vzorek byl rozdélen na mnoho stejnych asti a zaslan opakované
k mé&reni dvéma laborato¥im. Vlysledky jsou v tabulce. Posud'te na hladin& vyznamnosti
5%, zda rozptyl jejich vysledkii je stejny. Uved'te pouZité predpoklady.

1. laborator | 10.1 | 10.3 | 11.1 | 9.7 | 10.4 | 10.8 | 10.4

2. laboratoF| 9.8 | 9.6 | 11.3 9.3 |10.5|10.7 | 10.2




20.3.2 Testy st¥ednich hodnot dvou normalnich rozdéleni se znamym rozptylem o2

20.3.3 Testy stfednich hodnot dvou normalnich rozdéleni se (stejnym) neznamym
rozptylem



Priklad. U testovaci skupiny 20 pacienti, kterym byl podavan Iék na snizeni krevniho
tlaku, byla namérena realizace vybérového priiméru 140 torr, realizace vybérové
smérodatné odchylky 20 torr. U srovnavaci skupiny 50 pacientii, kterym Iék nebyl
podavan, byl namérena realizace vybérového priiméru 150 torr, realizace vybérové
smérodatné odchylky 15 torr. Posud'te, zda je tim prokdzana u&innost léku na hla-

din& vyznamnosti 1%. Uved'te pouZité predpoklady.



Priklad. U testovaci skupiny 20 pacienti, kterym byl podavan Iék na snizeni krevniho
tlaku, byla namérena realizace vybérového priiméru 140 torr, realizace vybérové
smérodatné odchylky 20 torr. U srovnavaci skupiny 50 pacientii, kterym Iék nebyl
podavan, byl namérena realizace vybérového priiméru 150 torr, realizace vybérové
smérodatné odchylky 15 torr. Posud'te, zda je tim prokdzana u&innost léku na hla-
din& vyznamnosti 1%. Uved'te pouZité predpoklady.

Reseni. T = 140, s; = 20, m = 20,

28

y = 150, sy = 15, n = 50,

Hy : s2 = sz, Hj :s2 # s
s — 16 - 1.778 porovname s
s 9 T 7 P
(0.995) = 2.47 (0.005) - -1 - 0338
dF(19,49)\V- — &.010, 4F(19,49) Y- = = = 0. :
(19.49) (19,49) 41 (49.10)(0.995) ~ 2.96

hypotézu o rovnosti rozptylii nezamitame



m—1 32—|— n—1) s2
52:( ) 5+ ( ) Y = 2730 s =1/273.9 = 16.55,

m—+n— 2
Hy:Z>§,  Hy:Z<j
T—Yy . —10 :
t = = = —2.284
/1 1 /1 1
S m + n 16.55 20 + 50
porovname s qy6g)(0.01) = —qy(65)(0.99) = —2.38 a hypotézu, Ze lék nesnizuje

krevni tlak, nezamitame na na hladiné vyznamnosti 1%. (Mohli bychom ji zamitnout
na hladin& vyznamnosti 5%, pro tu je qt(68)(0'05) — _qt(68)(0-95) = —1.66.)

Predpoklady: normaini rozdéleni (stejné uvnit¥ kaZdého souboru), nezavislost, stejné
rozptyly. []



Ptiklad. Stejnou veli¢inu jsme mé¥Fili dvéma metodami, kaZdou 10x. Vysledky shr-
nuje nasledujici tabulka.

vybérovy priimér | vybérova smérodatna odchylka
1. metoda 20 3
2. metoda 21 5

Posud'te na hladin& vyznamnosti 5%, zda lze povaZovat ob& metody za stejné&
presné a jejich stfedni hodnoty za stejné. Diskutujte pouZité predpoklady.



Priklad. V Fetézcich A a B jsme koupili 11 balicki cukru a jejich zvaZenim jsme

dospéli k té€mto hodnotam:

A B
vybérovy primér 0.951 kg | 0.912 kg
vybérovy rozptyl 0.021 kg2 | 0.067 kg*
vybérova smérodatna odchylka | 0.144 kg | 0.258 kg

Je mozZné na zakladé téchto dat zamitnout na hladiné vyznamnosti 5 % hypotézu,
Ze stfedni hodnoty hmotnosti bali¢ki cukru v téchto dvou Fetezcich jsou stejné?



20.4 Testy stfednich hodnot dvou normalnich rozdéleni — parovy

pokus

20.4.1 Pro znamy rozptyl o2

20.4.2 Pro neznamy rozptyl



Priklad. U dvou benzinovych stanic byly vzdy v tutéZ dobu sledovany ceny benzinu,
vysledky jsou v tabulce:

X | 3250 3220 31.30 30.60 29.20 27.60 27.20 26.90 2590 2590 23.90 23.90
Y | 3270 32.30 31.50 30.60 29.30 27.70 27.40 26.70 2650 25.50 24.90 23.50

Posud'te na hladin& vyznamnosti 5% hypotézu, Ze benzin u stanice X neni levné&jsi.
Uved'te pouZité predpoklady.



Priklad. U dvou benzinovych stanic byly vzdy v tutéZ dobu sledovany ceny benzinu,
vysledky jsou v tabulce:

X | 3250 3220 31.30 30.60 29.20 27.60 27.20 26.90 2590 2590 23.90 23.90
Y | 3270 32.30 31.50 30.60 29.30 27.70 27.40 26.70 2650 25.50 24.90 23.50

Posud'te na hladin& vyznamnosti 5% hypotézu, Ze benzin u stanice X neni levné&jsi.
Uved'te pouZité predpoklady.

Regeni. Rozdily cen jsou
§ =(—0.2,-0.1,—0.2,0,—0.1,—0.1,—0.2,0.2, —0.6, 0.4, —1,0.4),
n =12, § = —0.125, s§ = 0.153, s5 = 0.391,

5
t=—+/n=-1107,

S5
porovname s kvantilem q;(11)(0.05) = —g;(11)(0.95) = —1.80 a nulovou hypotézu
nezamitame.
Predpoklady pro parovy pokus: stfedni hodnoty nahodnych veliéin v obou vybérech

kolisaji stejné, odchylky od nich maji normalni rozdéleni a jsou nezavislé. []



21 y?-test dobré shody



Priklad. Realizaci nahodného vybéru jsme dostali nasledujici Eetnosti hodnot:

2 3

hodnota 0 1 4 5
pozorovana Cetnost |2 7 15 12 3 1

Posud'te na hladin& vyznamnosti 5% hypotézu, Ze vybér pochdzi z binomického
rozdéleni Bi (5, p), kde p nezname.



Priklad. Realizaci nahodného vybéru jsme dostali nasledujici Eetnosti hodnot:

2 3

hodnota 0
2

5
pozorovana cetnost 1

1 4
/ 15 12 3

Posud'te na hladiné vyznamnosti 5% hypotézu, Ze vybér pochazi z binomického
Y. yp y P

rozdéleni Bi (5, p), kde p nezname.

Reseni. Odhad p metodou momenti: EX = 5p = & = 2.25, p = 0.45. Stejny
vysledek dava i metoda maximalni vérohodnosti, viz Navara, M.: Pravdépodobnost
a matematickd statistika. Skriptum FEL CVUT, Praha, 2007, str. 180.

hodnota k 0 1 2 3 4 5
pozorovana cetnost 2 7 15 12 3 1

teoretickd Cetnost () p" (1 —p)> " | 2.013 8.236 13.476 11.026 4.511 0.738

Pro k € {0,5} vychazi teoreticka &etnost pFili§ mald, musime sdruZit tFfidy:

hodnota k 0—1 2 3 4 —5
pozorovana etnost 9 15 12 4
teoreticka etnost 10.2487 13.476375 11.026125 5.2488
prispévek ke kritériu | 0.152141412 0.172259464 0.086016848 0.297115806




Hodnota kritéria je 0.70753353, porovndme s kvantilem q,2(,) (0.95) = 5.99 a
hypotézu nezamitame. []



P¥iklad. Sportovec 25x prohral (0 bodii), 118 x remizoval (1 bod) a 123X vyhral
(2 body). Posudte na hladin& vyznamnosti 5%, zda tato data vyhovuji bino-
mickému rozdéleni Bi(2, q), kde q € (0,1) je neznamy parametr.



Priklad. Tabulka uvadi, kolik z respondentii odpovédélo v priizkumu na otazku
kladné&, v zdvislosti na vzdé&lani. Mdme diivod se domnivat, Ze odpovéd z3visi na

vzdélani?

ukoncené vzdélani | polet respondentii | poclet kladnych odpovédi
zadné 5 1
zakladni 195 10
stredni 450 14
vySsi stfedni 150 10
vysokoskolské 200 15
celkem 1000 50




Ptiklad. Posud'te na hladin& vyznamnosti 5%, zda data v tabulce odpovidaji na-
sledujicimu pravdépodobnostnimu modelu: Kazdy rok je pFijiman stejny pocet stu-
dentd (1200), z kaZdého ro&niku do dalsiho postoupi 80 %, ostatni fakultu opusti.

ro¢nik 1 2 3 4 5

pocet studentii | 1200 860 650 530 450







21.1 2-test dobré shody dvou rozdéleni

21.2 2-test nezavislosti dvou rozdéleni

22 Korelace, jeji odhad a testovani

22.1 Test nekorelovanosti dvou vybéri z normalnich rozdéleni

23 Neparametrické testy

23.1 Znaménkovy test

23.2 Wilcoxonuv test (iednovvbérovv)



Ptiklad. Vysvétlete rozdily mezi nasledujicimi pojmy: (a) stfedni hodnota, (b) vybé&rovy
primér, (c) realizace vybérového priiméru.



Ptiklad. Vysvétlete rozdily mezi nasledujicimi pojmy: (a) stfedni hodnota, (b) vybé&rovy

primér, (c) realizace vybérového priiméru.

Reseni. Stfedni hodnota nemusi existovat. Pokud existuje, je to &islo, které nam
miiZe ziistat utajeno; projevuje se pouze zprostfedkované v realizacich nahodné
veli¢iny a je limitou nékterych odhadii. Vybérovy priimér je nahodna veli¢ina vypoclitana
z nahodného vybéru, na rozdil od stfedni hodnoty vZdy existuje (pro numerické
nahodné veli¢iny). Pokud pivodni rozdé&leni ma rozptyl, je vybérovy primér ne-
strannym konzistentnim odhadem stfedni hodnoty, takZe k ni v jistém smyslu kon-
verguje pro rozsah vybéru jdouci do nekonecna. Realizace vybérového priiméru je
Cislo ziskané z realizace nahodného vybéru, slouZici k (realizaci) odhadu neznamé
stfedni hodnoty. []



Priklad. K uspésnému absolvovani zkousky je potfeba nadpoloviéni polet bodii
z pisemky. Kazdy priklad je hodnocen 0,1, nebo 2 body a student odhadl, Ze
vSechna bodova hodnoceni jsou stejné pravdépodobna a nezavisla na vysledcich
v ostatnich pFikladech. Kdy ma vétsi Sanci na uspéch, pokud bude mit zkouska

2 priklady, nebo 37



Priklad. Najdéte pFiklad nezaporné nahodné velic¢iny, ktera ma stfedni hodnotu 1 a
smérodatnou odchylku 10, nebo dokaZte, Ze takova nahodna veli¢ina neexistuje.



Ptiklad. Semena maji kli¢ivost p € (0,1). Jaky je optimalni polet n semen v jamce,
aby byla co nejvyssi pravddpodobnost, Ze vykli&i pravé jedno? Reste obecné a pro
p=1/3.



Priklad. Nahodna veli¢ina X ma binomické rozdéleni Bi(2, %), nahodna veli¢ina Y
ma spojité rovnomérné rozdéleni R(0, 1). Popiste a zndroznéte rozdé&leni nahodnych
velic¢in

.Y +EX,
. X — Y,
. —2X,
. =2Y,

. MiX1/3(X, Y)



P¥iklad. Nahodna veli¢ina X ma distribu&ni funkci

] 0 prot <0,
Fx(t) = { 1 —exp(—2t) prot > 0.

Popiste rozdéleni nahodné veli¢iny Y = 2 — 2 X a stanovte jeji stfedni hodnotu a
rozptyl.



P¥iklad. Nahodna veli¢ina X ma distribu&ni funkci

] 0 prot <0,
Fx(t) = { 1 —exp(—2t) prot > 0.

Popiste rozdéleni nahodné veli¢iny Y = 2 — 2 X a stanovte jeji stfedni hodnotu a
rozptyl.

Re3eni. Jednd se o exponencialni rozdéleni s parametrem T = 1/2, EX =17 =1/2,
DX = 72 = 1/4,

o ] 0 prot <0,
fx(t) = Fx(t) = { 2exp(—2t) prot > 0,
gx (@) = Fx'(a) = — In(1 —a).
Zména znaménka:
1 . exp(2t) prot <O,
F_x(t)=1— Fx(—t) = { 0 S0

fx(t) = fx(~ t)_{ G Pz prot sl

g—x(a) = —qx(1 —a) = 5 In(c).



Linedarni zobrazeni (nyni jiZ ndsobime —X kladnym &islem 2):

qy(a) =2+ 2q_x(a) =2+ In(a),

1 t exp(t — 2 rot < 2,
fwmzwy@ozﬂx(i_gzﬁop< ) prot <2

o | exp(t—2) prot <2,
MO =RO={ prot <2

EY =2 -2EX =1,
DY =2?DX =1.



Priklad. Nahodna veli¢ina X ma alternativni rozdéleni; nabyva hodnot 0,1 s prav-
dépodobnosti1/2. Nahodna veli¢inaY ma rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1).
Urlete a zndzornéte rozdé&leni ndhodnych velicin (a) 2Y + 1, (b) Mixy 3 (Y, X),
(c) X +Y (ndvod: X je smési dvou konstatnich nahodnych veli¢in).



P¥iklad. Nahodna veli¢ina X ma hustotu

| eu prou e (0,1),
fx(u) = { 0 jinak,

kde ¢ € R. Vypocltéte stfedni hodnotu, uréete a znazornéte distribu¢ni funkce
veligin — X a X2.



Ptiklad. Nezavislé nahodné veli¢iny X,Y, Z maji po Fadé rozdéleni N (2,3), N(0, 1),
N(0,1). Urcete

. rozdéleni nahodné veliciny X +Y,
. stFedni hodnotu smési ndhodnych veli¢in Mixy /»(X,Y),

. rozd&leni ndhodné veliginy Y2 + Z2.



Ptiklad. Nezavislé nahodné veli¢iny X,Y, Z maji po Fadé rozdéleni N (2,3), N(5,1),
N(0,1). Urcete

. rozdéleni nahodné veliciny X —Y,

. stfedni hodnotu nahodné velic¢iny X -Y,

. rozdéleni nahodné veli¢iny Z &)



Ptiklad. Spojita nahodna velic¢ina je frekvence v Hz. Jaky fyzikalni rozmér ma jeji
rozptyl, smérodatna odchylka, median, dale argumenty a vysledky distribucni a
kvantilové funkce a hustoty?



Ptiklad. Spojita nahodna velic¢ina je frekvence v Hz. Jaky fyzikalni rozmér ma jeji
rozptyl, smérodatna odchylka, median, dale argumenty a vysledky distribucni a
kvantilové funkce a hustoty?

Reseni. Rozptyl Hz2, smé&rodatnd odchylka i median Hz, distribu¢ni funkce Hz — 1,
kvantilovd funkce 1 — Hz, hustota Hz — Hz~ 1 =s. [ ]



P¥iklad. Styka¢ ma byt zapnut 8 hodin denné. Ma-li byt vypnuty, je s pravdé-
podobnosti 10 % zapnuty, ma-Ii byt zapnuty, je s pravd&podobnosti 5% vypnuty.
(a) S jakou pravdépodobnosti nepracuje spravné? Jaka bude tato pravdépodobnost,

pokud pouZijeme dva nezavislé stykace a spojime je (b) sériové, (c) paraleln&?



P¥iklad. Predpokladejme, Ze politicka strana ma volebni preference 3%. Jaka je
pravdépodobnost, Ze v prizkumu odhad jejich preferenci dosahne aspori 5%, je-li

rozsah vybé&ru (a) 500, (b) 10007



Priklad. Na stejném misté méFime teplotu dvéma nezavislymi teploméry se smé-
rodatnymi odchylkami 2 °C. Ukazuji 3°C, resp. 2.5°C. Jaké je riziko, Ze mrzne?
Uved'te pouZité predpoklady.



Priklad. Na stejném misté méFime teplotu dvéma nezavislymi teploméry se smé-

rodatnymi odchylkami 2 °C. Ukazuji 3°C, resp. 2.5°C. Jaké je riziko, Ze mrzne?
Uved'te pouZité predpoklady.

Reseni. Aritmeticky primér obou ddaji je 2.75 °C se smérodatnou odchylkou /2 °C,

_2.75
) =1—®(1.94454) =1 —0.974 = 0.026.
V2



Priklad. Nahodna veli¢ina X je poclet déti ve skolnim véku v jedné rodiné. PFedpo-
kladame, Ze ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A = 0.8, tj.

)\kz
pX(k):ge_A, ke{0,1,2,...},
EX =\, DX = \.

Ve mésté bydli n = 10000 rodin. Jaky poclet mist ve Skolach bude postacovat s
pravdépodobnosti aspori 95 % ? (Predpokladame, Ze viechny déti chodi do skoly v
obci, ve které bydli.) Uvedte pouZité pFedpoklady.



Priklad. Nahodna veli¢ina X je poclet déti ve skolnim véku v jedné rodiné. PFedpo-
kladame, Ze ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A = 0.8, tj.

)\kz
pX(k):ge_A, ke{0,1,2,...},
EX =\, DX = \.

Ve mésté bydli n = 10000 rodin. Jaky poclet mist ve Skolach bude postacovat s
pravdépodobnosti aspori 95 % ? (Predpokladame, Ze viechny déti chodi do skoly v
obci, ve které bydli.) Uvedte pouZité pFedpoklady.

Reseni. 1. postup: PouZijeme centralni limitni vétu; po&et d&ti ma pFiblizn& normalni
rozdé&leni N(n A, n A\) = N(8 000, 8000). Vysledkem je kvantil

IN(n ) (0.95) =n A+ VR XD (0.95) = 8000 + v/8000 1.645 = 8147.13.

Zaokrouhlime nahoru; potfebujeme aspori 8148 mist.

2. postup: Soucet nezavislych Poissonovych rozdéleni ma Poissonovo rozdélen,
zde s parametrem n A = 8000. Pro intervalovy odhad je nahradime normalnim
rozdé&lenim N(8000,8000), dalsi postup je stejny.



Predpokladame nezavislost pocltu déti v jednotlivych rodinach. Existence rozptylu
je zarulena predpoklady. Dale povaZujeme pocet rodin za dostatecné velky na
to, abychom mohli zanedbat chybu v nahradé& vysledného (Poissonova) rozdélenf

[]

normalnim.



Priklad. Za prvni ucast na zkousce se plati 30 EUR, za kaZdy opravny pokus 2 X
vice neZ za predesly. Student ma v kaZzdém pokusu pravdépodobnost tispéchu p.
Na kolik ho v priméru zkouska pFijde (v zavislosti na p)?



Priklad. Za prvni ucast na zkousce se plati 30 EUR, za kaZdy opravny pokus 2 X
vice neZ za predesly. Student ma v kaZzdém pokusu pravdépodobnost tispéchu p.
Na kolik ho v priméru zkouska pFijde (v zavislosti na p)?

Reseni. Pokus je popsan binomickym rozd&lenim Bi(n, p), maximalizujeme hodnotu

(1)t (a=p)" t=np(a-p)"!
v zavislosti na n. V realném oboru vychazi

1
In(—p+1)

Funkce je unimodalni (do maxima rostouci, pak klesajici), takZe optimum v oboru

celych cisel nastava pro jedno ze dvou celych Cisel, ktera jsou nejblize této hodnoté.
Prop=1/3, n= —Iiz — 2.466 3
n —
3

n =20
n—1 __
np (1-p)" =0

n=1



n—1 1
np(1-p)" " =3
n =2

n—1 _ 4
np(1-p)" " =3
n =23

n—1 _ 4
np(1—-p)" " =3
n =4

1 _ 32
np (1—p)" " =37

Dnp (1—p)" T =p(1—p)" " +np(n(1—p))(1—p)" " =0, Fesens:
,

C if p=20
\ { In(— p+1)}UC\{O} p=1
| {_In(_;ﬂ)} i p£OAp#1



Ptiklad. Posud'te, ktery z pravdépodobnostnich modelii v tabulce nejlépe odpovidd

pozorovanym cCetnostem znamek:

znamka 1 2 3 4

pravdépodobnost dle modelu A | 1/4 | 1/4 | 1/4 | 1/4
pravdépodobnost dle modelu B | 1/6 | 1/6 | 1/3 | 1/3
pravdépodobnost dle modelu C | 1/8 | 1/8 | 1/4 | 1/2
Cetnost 20 | 27 | 70 | 99




Priklad. Jaké jsou vztahy mezi nezavislosti a nekorelovanosti nahodnych velicin?
Uved'te jeden pFiklad u kaZdé kombinace téchto vilastnosti, kterd miiZe nastat.



Priklad. Jaké jsou vztahy mezi nezavislosti a nekorelovanosti nahodnych velicin?
Uved'te jeden pFiklad u kaZdé kombinace téchto vilastnosti, kterd miiZe nastat.

Regeni. Nezdvislé ndhodné veliginy jsou nekorelované, pFikladii je mnoho. PFiklady

ostatnich pFipadii:
Zavislé a korelované: X =Y libovolné kromé& konstatnich.

Zavislé a nekorelované: (X,Y') nabyva hodnot (—2,—1),(—1,1),(1,1),(2,—-1) s
pravdépodobnostmi 1/4. Pak EX = EY = E(XY) =0,

1

P[IX=2Y=1=0#£P[X =2]-P[Y =1] = %

ENg-



Ptiklad. Po 2/3 dni neprsi. V ostatni dny ma srazZkovy tihrn v .mm p¥Fiblizné lo-
garitmickonormalni rozdéleni LN(0, 2.5), tj. rozdéleni nahodné veli¢iny tvaru X =
exp(Y'), kde Y ma rozdé&leni N(0, 2.5). Jeji hustota je

(Inw)?

1
Fx(u) = { o (-
0

) prou > 0,
Jjinak.

Odhadnéte, jak velky denni uhrn sraZek je prekrocen 1x za 100 Jet.



2

P¥iklad. Na desce jsou kruhové kapky. Jejich plosny obsah v mm?2 m4& rozdéleni x?

s 1 stupném volnosti. Jaké je rozdéleni a median jejich obvodu?



Ptiklad. Pokud generator nahodnych ¢&isel je nedokonaly (dava nékteré vysledky s
vys$si pravdépodobnosti neZ jiné€), typickym technickym FeSenim je zpétna vazba,
kterd to kompenzuje. Posud'te moZnost uplatnéni tohoto principu.



Ptiklad. Pokud generator nahodnych ¢&isel je nedokonaly (dava nékteré vysledky s
vys$si pravdépodobnosti neZ jiné€), typickym technickym FeSenim je zpétna vazba,
kterd to kompenzuje. Posud'te moZnost uplatnéni tohoto principu.

Reseni. Takovy generator by nebyl dobry, jeho vysledky by byly zavislé. Pokud nap¥.
nahodou vyjdou 3 stejné vysledky za sebou, ma byt pravdépodobnost opakovani
téehoZ vysledku v dalsim pokusu stale stejna, ale zde by se sniZila. []



Priklad. Podminka nekorelovanosti nahodnych velilin je tvaru rovnosti dvou realnych
¢isel, coz, jak znamo, je velmi neobvykly pFipad. Co z toho vyplyva pro nekorelo-
vanost nahodnych veli&in?



Priklad. Podminka nekorelovanosti nahodnych velilin je tvaru rovnosti dvou realnych
¢isel, coz, jak znamo, je velmi neobvykly pFipad. Co z toho vyplyva pro nekorelo-
vanost nahodnych veli&in?

Reseni. Pokud jsou ndhodné veli¢iny zavislé, je pravd&podobnost, Ze vyjdou nekore-
lované, velmi mala (typicky nulova); nemiiZeme to vSak vyhodnotit, takZe nanejvys
miiZeme vyvratit hypotézu, Ze jsou nekorelované.

Pokud jsou vsak nezavislé (coZ neni tak neobvyklé), pak nekorelovanost vychazi z
podstaty pokusu a plati presné.

Diisledkem je, Ze dostatecné presny (rozsahly) test na nekorelovanost odhali zavislost
nahodnych velic¢in s vysokou pravdépodobnosti, ackoli jistotu nedava ani teoreticky
pFesna nekorelovanost. []



P¥iklad. Profesor chodi na pfednasky s malym zpozdénim. Zjistil, Ze studenti chtéji
statisticky vyhodnotit toto zpozdéni. Napadl ho trik: na posledni prednasku pFijde
hodné pozdé&, ¢imz zvysi rozptyl a zpoZdéni nevyjde statisticky vyznamné. Ma tato
strategie nadé&ji na uspéch? Zdiivodnéte. Jaké testy mohou studenti zvolit pro svoji

hypotézu?
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