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1. V cyklu délky 4 v kazdém kroku nezavisle vybereme postup po sméru hodinovych ruc¢ic¢ek s pravdépodobnosti
2/3, v opatném sméru s pravdépodobnost{ 1/3. Stanovte pravdépodobnosti stavii po 4 krocich, jestlize pocatecni
stav je 1.

Reseni: Prvni radek matice
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o 13 0 2/3) |2 0 4 0
2/3 0 1/3 0 0 82 0 4

(nemusime nésobit celou matici, staci ji 4x vyndsobit zleva vektorem).

2. Alice, Bob a Cyril hdzej{ minc{ (v tomto poradi). Kdo prvni hodf lic, vyhrdva. Hra se opakuje, dokud nékdo
nehodi lic. Stanovte pravdépodnosti vyhry jednotlivych hracu.

Resend: (4/7 2/7 1/7).
3. Stanovte asymptotické pravdépodobnosti stavi Markovova fetézce s nasledujici matici prechodu:

1/2 1/2 0 0
0 2/3 0 1/3
0 0 4/5 1/5

2/3 0 0 1/3

Reseni: Stav 3 je piechodny, viechny ostatni jsou trvalé, jejich pravdépodobnosti konverguji k jedinému sta-
ciondrnimu rozdéleni, (4/13 6/13 0 3/13) .

4. V Markovové fetézci s nasledujici matici pfechodu oklasifikujte vSechny stavy a najdéte vSechny uzaviené

mnoziny trvalych stavi.
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Reseni: Stav 3 je trvaly absorpéni, stavy 2 a 4 jsou trvalé s periodou 2, stavy 1 a 5 jsou prechodné. Viechny
uzaviené mnoziny trvalych stavu jsou 0, {3}, {2,4}, {2, 3,4}.



5. V Markovové fetézci s nasledujici matici pfechodu oklasifikujte vsechny stavy a najdéte vsechny uzaviené
mnoziny trvalych stavu. Najdéte vSechna stacionarni rozdéleni pravdépodobnosti.

0 0 1 0
0 1 0 0
1/2 0 1/2 0
1/4 1/4 0 1/2
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Ke kterému z nich konverguje rozdéleni stavii, vyjdeme-li ze stavu 47

Reseni: Stav 2 je trvaly absorpéni, stavy 1 a 3 jsou trvalé neperiodické, stav 4 je prechodny. Viechny uzaviené
mnoziny trvalych stavu jsou 0, {2}, {1, 3}, {1, 2,3}. Staciondrn{ rozdéleni pravdépodobnosti dostaneme fesenim
soustavy linedarnich rovnic

(a b ¢ 1—a—b—c)P:(a b ¢ 1—a—b—c),

vyjde (a 1-3a 2a O)7 0 < a < 1/3. Ze stavu 4 dojdeme se stejnou pravdépodobnosti do absorpéniho
stavu 2 jako do uzaviené mnoziny {1,3}, kterd tvoii nerozlozitelny Markovuv podietézec. Tomu odpovida
hodnota a = 1/6 a rozdéleni pravdépodobnosti (1/6 1/2 1/3 0).

Pro néasledujici ilohy muzete pouzit napf. matice pfechodu

0 2/3 1/3 0 2/3 1/3 07 02 0.1 1 0 0
Pi=1 0o o), Pz=[(1/3 0 23|, Pc=[01 07 02|, Pp=|{1/2 1/2 0
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6. Vzajemny pievod mezi matici pfechodu a pfechodovym diagramem.
7. Odhadnéte pocatecni stav i a koncovy stav k Markovova fetézce s danou matici prechodu, jestlize posloupnost
stavu byla ¢, 2, 1,3, k (dédle ji nezndme) a pocatecni rozdéleni pravdépodobnosti bylo rovnomérné.

Reseni: Vérohodnost této posloupnosti stavi je
L(i, k) = pi(0) - piz - p21 - P13 - P3k. -

Lze vytknout konstanty véetné p;(0) = 1/3 (pokud jsou nenulové!), vérohodnost je umérnd p;; - pax. Odhady
stavu 4, k jsou nezavislé.

Vérohodnost moznych hodnot stavu k je dana 3. fadkem matice prechodu, vérohodnost stavu ¢ 2. sloupcem ma-
tice pfechodu. Je viak nutno vylouéit pifpad D, nebot v ném posloupnost stavii 2, 1, 3 neni mozn4 a vérohodnost
je nulové!

[A.3; 2,B.1; 1,C. 2; 3, D. -]

8. Odhadnéte stav ¢ Markovova Fetézce s danou matici prechodu, jestlize posloupnost stavu byla 3,2, 1, 1.

Reseni: Vérohodnost této posloupnosti stavii je
L(i) = p3(0) - p32 - p2i - pi1 -

Lze vytknout nenulové konstanty, pak je vérohodnost imérna ps; - p;1, jednotlivym hodnotdm odpovidaji souciny
2. fadku a 1. sloupce po slozkach. V piipadé A je pro vSechny hodnoty i nulova.

[A. -, B.3,C. -, D. 1]

9. Ktery z danych Markovovych Fetézcu spiSe mohl vygenerovat posloupnost stavu (a) 2,3,2,1,2, (b) 1,2,1,3?

Resend: (a) B (jako jediny muize vygenerovat tuto posloupnost), (b) A.

10. Je-li pocatecni rozdéleni pravdépodobnosti rovnomérné, jaké je po 2 krocich?
Reseni: p= (1/3 1/3 1/3),

2 _ (5 1 1
PPi=(3 3 3)



PPE=(3 5 3).
pP? = (028 027 045),

pPL= (8 1% 3)=(0.787 0.176 0.037) .

11. Klasifikujte stavy fetézcu (téz v prikladu 1).

Resend: A, B, C. Viechny stavy jsou trvalé neperiodické (ergodické), fetézec je nerozlozitelny.
D. Stav 1 je trvaly absorpéni, 2 a 3 jsou pirechodné.
P1. 1. VSechny stavy jsou trvalé s periodou 2, fetézec je nerozlozitelny.

12. Najdéte viechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti stavii a posud’te, zda k nim rozdéleni stavi kon-
verguje.

Reseni: A, B, C. Retézce jsou ergodické, maji tedy jediné staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti, ke kterému
konverguji z libovolného pocateéniho stavu. Dostaneme je feSenim soustavy linedrnich rovnic

(a b 17a7b)P:(a b 17a7b).
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13. (Obnovovéni paméti) Piepisujeme bindrni informaci, pficemz s pravdépodobnosti 1% piepiseme 0 jako 1,
s pravdépodobnosti 2 % prepiseme 1 jako 0. Jaké bude rozdélen{ pravdépodobnosti po velkém poctu prepisu?

0.99 0.01
P= (0.02 0.98> '
Retézec je ergodicky, z libovolného pocateéniho stavu konverguje k jedinému staciondrnimu rozdéleni pravde-
podobnosti, kterym je (% %) Stejny vysledek ddva mocnina matice
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14. Alice a Bob hraji néasledujici hru: Hrag¢, ktery je na fadé, hodi kostkou. Padne-li 6, vyhravé a hra kondci.
Padne-li jiné sudé ¢islo, pokracuje stejny hrac¢. Padne-li liché ¢islo, pokracuje druhy hrac. Zacind Alice. Jaké
jsou pravdépodobnosti vysledku hry?

Reseni: Matice prechodu je

Reseni: Matice prechodu po vhodné permutaci stavii (,vyhrédla Alice“, ,vyhral Bob“,  hraje Alice®, ,hraje
Bob*) je

1 0 0 0

0o 1 0 0| (I, o0
1/6 0 1/3 1/2 <R Q>’
0 1/6 1/2 1/3

kde prvni 2 stavy jsou absorpéni, zbyvajici 2 pfechodné,

b me (%) e (R )

Fundamentalni matice tohoto Fetézce je

-1
v [(2/3 —12\7' 36 (2/3 1/2
F=I-Q) " = (—1/2 2/3 7 \1/2 2/3)°
_ 6. /2/3 1/2\ _ [4/7 3/7
FR=7 (1/2 2/3> - (3/7 4/7)
Zacing Alice, tj. pocatecni rozdéleni stavu je p(0) = (1 O) a asymptotické

p(O)FR=(1 0)- (gﬂ i?;) = (4/7 3/7) .

Pravdépodobnost vyhry zac¢inajiciho hréce (Alice) je 4/7.



