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Cil: Popsat podstatné zévislosti mnoha ndhodnych veli¢in pomoci mensiho poctu spoleénych faktori.

(Co nejjednodussi popis s malou ztrétou informace.)

X =(Xy,..., Xp)T = nahodny vektor tvofeny p normovanymi ndhodnymi velicinami, EX; =0, DX; =1,

Yx = E(X X ") = kovarianéni matice.

Linedrni zévislosti (=korelace) slozek ndhodného vektoru X chceme vysvétlit jako dusledek ndsledujicich
nahodnych veli¢in:

Fi,...,Fpn, m <p, ..spolecné faktory, které vysvétluji korelace

Ry,..., R, ... specifické faktory (=chybové faktory=rezidudini slozky), které vysvétluji zbytkovy rozptyl
Model:

Xi=wnFi+twi B+ o+ wipm Py + Ry,
Xo = wa1 F1 +waa Fo + ...+ wop Frpy + Ra,

Xp:wp1F1+wp2F2+...+wmem+Rp,

kde F; jsou normované, EF; = 0, DF; = 1, a nekorelované, E(F; Fj,) = 0,
R; jsou centrované, ER; = 0, a nezdvislé navzdjem i na vsech F;, E(E; Ey) = E(E; Fj,) = 0.
Maticovy zdpis pomoci F = (F1,...,F,)", R=(R1,...,R,)" a matice W € RP*™;

X=WF+R,
kde ER =0, = (0,...,0) € R?,
Yr=ER RT) je diagondlni kovarian¢ni matice,
EF =0,,=(0,...,0) e R™,
Yp=EFF")=1I, € R™™ je jednotkové matice,
E(FR'") = 0,,, € R™*? je nulové matice.
Vztah mezi kovarianénimi maticemi:

Sx =E(XX")=E(WF+R)(WF+R) )=E(WFF' W' +WFR' +RF'W' +RR") =
=EWFF W) +EWFR")+ERF W) +ERR') =
—WEFF )W ' +WEFR)+ERF')W' +E(RR") =

N—— —_— Y ——
I7n Om,,p Op,m E,R
=WW' +3%g.
Prvni séitanec vysvétluji spolecné faktory; ma byt co nejvétsi.

Druhy sc¢itanec vysveétluji specifické faktory; ma byt co nejmensi.
Kovarianéni matici ¥ x tvoii prvky na diagonéle,

(Ex); =DX; =Y w} +DR;,
j=1



a prvky mimo diagonélu (i # k),
(Zx)ik = COV(XZ',Xk) = Zwij wkj .
j=1

WW' =%x —%r

je redukovana kovariancéni matice. Jeji -ty prvek na diagondle,
m
T 2
(WW )u - leij =DX; - DR;,
j:

se nazyva komunalita proménné X;; predstavuje cast rozptylu DX, vysvétlenou spoleénymi faktory; zbytek,
DR,, je specificky rozptyl.
Vyznam koeficientt w;;:
w;j = Cov(X;, Fj)
Dukaz:
A. Po slozkéch:

Cov(X;, F}) = E(X, F)) =E((win FA +wie Fo + ... + wi, Fyy + R;) F) =
= B(wi1 Fi F}) + BE(wia Fa F}) 4 ... + B(wim Fy, F;) + B(R; F}) =
= wy B(F) F}) + win B(Fy Fj) + ... + wim B(F,, Fy) + E(R; Fy) =
= wjj .
B. Maticovy:
E(XF')=E(WF+RF )=EWFF'+RF'")=

=WEFF")+ERF") =W
—_— Y
I, Opm

Uloha: K dané (symetrické pozitivné definitn{) kovarianéni matici X x hleddme diagondlni matici X g (s nezdpornymi
prvky DR; na diagondle) takovou, aby rozdil ¥ x — X g byl tvaru W WT, kde matice W je typu p x m (takze
W W m4 hodnost nejvyse m).
Resitelnost: Pomoci
pm koeficienti matice W a
p koeficienti diagonédlni matice X g
chceme vysvétlit
p(pigl) korelaci (resp. koeficientt symetrické matice Xx ).
Pro m = p TeSeni existuje a lze volit ¥ g = 0, .
Nés ale zajima piipad m < p; pro fesitelnost zndme podminky

e nutné
e nebo postacujici,
e nikoli vSak nutné a postacujici (otevieny problém).

Jednoznaénost: Pro m > 1 neni feSeni jednoznacné.

Je urcen jen linedrni podprostor (prostoru A vSech ndhodnych veli¢in, které maji nulovou stfedni hodnotu a
kone¢ny rozptyl), ktery je linedrnim obalem vektoru Fi, ..., F,.

Za spolecné faktory muzeme volit i jakoukoli jinou jeho bézi (kterou dostaneme rotaci faktori).

Proto interpretace faktoru je problematicka.

Jednoznaénost muze obvykle zajistit kanonicky tvar faktorového modelu: Faktory vycerpavaji postupné
maximum celkového rozptylu (prvni faktor nejvic atd.).

Problémy:

e Numerické fesen{ (napt. metoda maximdlni vérohodnosti za predpokladu norméalniho rozdéleni ndhodnych
veli¢in).

e Pocet faktoru (existuji testy posuzujici vhodnou slozitost modelu podle jeho pfesnosti).

e Interpretace faktortu (pifpadné jejich rotace na lépe interpretovatelné veliciny).
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