
A6M33SSL: Domáćı úloha: DU3
Varianta: kuzmiyan

1. [stat mm 1m2c, 0.200 b.] Mějme náhodnou veličinu X, která má rozděleńı R(a, b), tj. jakési
teoretické rozděleńı se dvěma parametry, a a b. O tomto rozděleńı v́ıme, že středńı hodnota
EX = a · b a rozptyl DX = a · b2. Z realizace x náhodného výběru X známe realizaci prvńıho
obecného momentu mX = m a realizaci druhého centrálńıho momentu m∗

X2 = c. S využit́ım

metody moment̊u odvod’te odhady â, b̂ parametr̊u a, b jako funkce m a c a tyto odhady vyč́ıslete.
(Výsledky zaokrouhlete na 4 platná mı́sta.)

Parametry: m = 4.7, c = 5.0

Požadované výsledky: â, b̂

2. [stat mm 2unif, 0.200 b.] Mějme náhodnou veličinu X s hustotou pravděpodobnosti

fX(x) =


0 pro x ∈ (−∞, 0),
2c pro x ∈ 〈0, ka),
c pro x ∈ 〈ka, a),
0 pro x ∈ 〈a,∞),

kde k ∈ (0, 1) je známý parametr tohoto rozděleńı, ale a neznáme. (Rozděleńı je vlastně vytvořeno
ze 2 “stejně vysokých” rovnoměrných rozděleńı, jedno je na (kratš́ım) intervalu 〈0, ka〉, druhé
na (deľśım) intervalu 〈0, a〉.)

a) Určete konstantu c jako funkci neznámého parametru a a známého parametru k tak, aby
výše uvedená funkce byla skutečně hustotou pravděpodobnosti. (Nápověda: Samozřejmě lze
poč́ıtat integrál od −∞ do +∞ a položit jej roven 1. Ale lze postupovat i geometricky, tj.
vyjádřit si obsahy jednotlivých obdélńık̊u a jejich součet položit roven 1.) Pro účely tohoto
podúkolu nyńı předpokládejme, že hodnotu a známe a že a = a∗ (viz parametry úlohy).
Vyč́ıslete konstantu c a výsledek zaokrouhlete na 4 platné č́ıslice.

b) Vyjádřete středńı hodnotu EX tohoto rozděleńı jako funkci neznámého parametru a. (Nápověda:
Opět lze pro výpočet EX využ́ıt definičńı vztah s integrálem, nebo lze EX vyjádřit jako
vážený pr̊uměr středńıch hodnot 2 rovnoměrných rozděleńı.) Rozmyslete si, jaká by měla
být středńı hodnota rozděleńı pro k = 0 a pro k = 1. Zkontrolujte, zda vámi odvozený
vztah pro EX tyto vlastnosti splňuje. Pro účely tohoto podúkolu nyńı předpokládejme, že
hodnotu a známe a že a = a∗ (viz parametry úlohy). Vyč́ıslete středńı hodnotu EX0 pro
k = 0 a středńı hodnotu EX1 pro k = 1. (V daľśıch podúkolech je opět a neznámé.)

c) Źıskali jsme realizaci náhodného výběru z tohoto rozděleńı. Vypočetli jsme výběrový pr̊uměr
x̄ = m. Metodou moment̊u odvod’te odhad â parametru rozděleńı a. (Nápověda: vztah
pro EX položte roven x̄ a vyřešte rovnici.) Odhad vyč́ıslete a zaokrouhlete na 4 platné
č́ıslice. Pokud by hodnota vámi odvozeného odhadu vyšla nesmyslně, nahrad’te ji nejbližš́ı
hodnotou, kterou považujete za rozumnou/př́ıpustnou.

Parametry: k = 0.2, a∗ = 5, m = 3.1

Požadované výsledky: c, EX0, EX1, â
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3. [stat mle exam1, 0.200 b.] Ústńı zkoušku ze statistiky se kromě vás v daný termı́n chystá
složit n daľśıch student̊u. Zkoušej́ıćı je znám t́ım, že u ústńı zkoušky použ́ıvá pouze stupně A,
B, nebo C. Z minulých let známe pravděpodobnosti pA, pB a pC jednotlivých klas. stupň̊u. Vy
p̊ujdete na řadu až posledńı, takže můžete sledovat, kolik kterých známek už zkoušej́ıćı udělil,
tj. budete znát sekvenci známek x délky n obsahuj́ıćı a, b, resp. c udělených známek A, B, resp.
C (přičemž a + b + c = n).

a) Určete vztah pro výpočet pravděpodobnosti p = p(x|pA, pB, pC), s jakou bychom měli
sekvenci x pozorovat, a vyč́ıslete ji pro známá a, b, c.

b) Určete věrohodnost L = L(pA, pB, pC) hodnot parametr̊u rozděleńı vzhledem k pozoro-
vaným dat̊um.

c) Kterou ze známek A, B, nebo C by vám měl zkoušej́ıćı dát, kdyby chtěl maximalizovat
pravděpodobnost výsledk̊u dnešńıho termı́nu jako celku (tj. kdyby nebral ohled na vaše
znalosti)? Pokud existuje v́ıce než jedna možnost, vyberte tu, která je prvńı v abecedě. (Do
JSON souboru uved’te bud’ "z": "A", nebo "z": "B", nebo "z": "C".)

Výsledky zaokrouhlete na 4 platné č́ıslice.

Parametry: pA = 0.15, pB = 0.54, pC = 0.31, a = 1, b = 7, c = 5

Požadované výsledky: p, L, z

4. [stat mle ae-ax, 0.200 b.] Mějme náhodnou veličinu X s rozděleńım popsaným hustotou
fX(x) = ae−ax. Z realizace náhodného výběru z tohoto rozděleńı jsme spočetli výběrový pr̊uměr
x̄ = m. Metodou maximálńı věrohodnosti odvod’te odhad â parametru a a vyč́ıslete jej. Výsledek
zaokrouhlete na 4 platné č́ıslice.

Parametry: m = 0.29

Požadované výsledky: â

5. [stat mle mm exam2, 0.200 b.] Ústńı zkoušku ze statistiky se kromě vás v daný termı́n chystá
složit n daľśıch student̊u. Zkoušej́ıćı je znám t́ım, že u ústńı zkoušky použ́ıvá pouze stupně A,
B, nebo C. Vy p̊ujdete na řadu až posledńı, takže můžete sledovat, kolik kterých známek už
zkoušej́ıćı udělil (a Áček, b Béček a c Céček). Narozd́ıl od minulého př́ıkladu pravděpodobnosti
pA, pB a pC neznáme. Jediné, co vám zkoušej́ıćı sděĺı nav́ıc, je to, že dlouhodobě plat́ı, že dává
stejně Béček jako Áček a Céček dohromady, tedy že pB = pA + pC . Zkoušej́ıćı po vás při vaš́ı
ústńı zkoušce chce, abyste neznámé pravděpodobnosti odhadli z dostupných dat (a, b, c), tj.
abyste odvodili vztahy pro výpočet odhad̊u p̂A, p̂B a p̂C jako funkce pozorovaných četnost́ı a, b, c
při respektováńı podmı́nky na pB.

a) Odvod’te vztahy pro rA = p̂A, rB = p̂B a rc = p̂C metodou maximálńı věrohodnosti a
vyč́ıslete je. (Nápověda: Máme 3 neznámé parametry a 2 rovnice, které pro ně muśı být
splněny - rovnice pro součet všech 3 pst́ı, a rovnice pro pB. Vyjádřete tedy 2 neznámé
parametry pomoćı toho zbývaj́ıćıho. Zkonstruujte funkci věrohodnosti jako funkci jediného
neznámého parametru. Zlogaritmujte, zderivujte, najděte maximum.)

b) Odvod’te vztahy pro qA = p̂A, qB = p̂B a qC = p̂C metodou moment̊u a vyč́ıslete je. Abyste
metodu moment̊u mohli aplikovat, nahrad’te ṕısmenné označeńı klasifikačńıch stupň̊u A, B,
C č́ıselnými známkami 1, 2, 3. (Nápověda: Vyjádřete středńı hodnotu rozděleńı jako funkci
parametr̊u pA, pB a pC , resp. jako funkci jediného z nich, protože zbylé 2 parametry lze
dopoč́ıtat stejně, jako u metody maximálńı věrohodnosti. Vyjádřete výběrový pr̊uměr jako
funkci a, b, c. Sestavte rovnici a vyřešte ji pro neznámý parametr, č́ımž dostanete vztah pro
jeho odhad.)

Vztahy vyč́ıslete pro známá a, b, c. Výsledky zaokrouhlete na 4 platné č́ıslice. Pokud by hodnota
vámi odvozeného odhadu vyšla nesmyslně, nahrad’te ji nejbližš́ı hodnotou, kterou považujete za
rozumnou/př́ıpustnou.

Parametry: a = 4, b = 7, c = 5

Požadované výsledky: rA, rB, rC , qA, qB, qC
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