
Statistika a spolehlivost v lékařstv́ı

Charakteristiky spolehlivosti prvk̊u I

I Př́ıklad 1 Tahová śıla paṕıru použ́ıvaného pro výrobu potravinových sáčk̊u je d̊uležitá charak-
teristika kvality. Je známo, že śıla (označme x) podléhá normálńımu rozděleńı se středńı hod-
notou µ = 40lb/in2 a standardńı odchylku σ = 2lb/in2, tj. x ≈ N(40, 22). Odběratel sáčk̊u
vyžaduje, aby sáčky měly śılu alespoň µ = 35lb/in2. Jaká je pravděpodobnost, že sáček vyhov́ı
požadavk̊um odběratele?

Řešeńı:
Pravděpodobnost při normálńım rozděleńı je dána vztahem:

P (x ≤ a) = F (a) =

∫ a

−∞

1

σ
√

2π
e−

1
2
(x−µ
σ

)2 dx

Tento integrál nelze vypoč́ıtat analyticky, nicméně můžeme provést substituci z = x−µ
σ ,

č́ımž dostaneme funkci, která neńı závislá na µ a σ2:

P (x ≤ a) = P (z ≤ a− µ
σ

) = Φ(
a− µ
σ

),

kde Φ(·) je normálńı rozděleńı N(0, 1). My chceme vyjádřit P (x ≥ 35) = 1− P (x ≤ 35).

P (x ≤ 35) = P (z ≤ 35− 40

2
) = P (z ≤ −2.5) = Φ(−2.5) = 1− Φ(2.5) = 0.0062.

Požadovaná pravděpodobnost je tedy

P (x ≥ 35) = 1− P (x ≤ 35) = 1− 0.0032 = 0.9938.

Pozn: vyč́ısleńı funkce Φ(·) bývá součást́ı statistických tabulek.

Obrázek 1: Standardizace normálńıho rozděleńı.
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1 Charakteristiky spolehlivosti

Předpokládejme, že poruchy nastávaj́ı náhodně v čase. Čas poruchy je ξ ≥ 0. Pravděpodobnost,
že porucha, resp. čas poruchy, ξ (spojitá nezávislá veličina) nastane v čase t označme Q(t).

Pravděpodobnost poruchy Q(t) definujeme jako distribučńı funkci spojité nezávislé
veličiny ξ (čas poruchy):

Q(t) = F (t) = P (ξ ≤ t).
Pravděpodobnost bezporuchového provozu R(t) je doplněk k pravděpodobnosti

poruchy:

R(t) = 1−Q(t),

což je pravděpodobnost, že porucha nenastane dř́ıve než v čase t:

R(t) = P (ξ > t).

Hustota pravděpodobnosti f(t) je derivace distribučńı funkce a tedy:

f(t) =
∂F (t)

∂t
=
∂(1−R(t))

∂t
= −∂R(t)

∂t
.

Daľśı veličinou popisuj́ıćı spolehlivost je intenzita poruch λ(t), kterou definujeme jako pod́ıl
hustoty a pravděpodobnosti bezporuchového provozu:

λ(t) =
f(t)

R(t)
.

Středńı doba bezporuchového provozu:

Ts =

∫ ∞
0

tf(t)dt.

Rozptyl náhodné doby poruchy:

D = E(ξ2)− E2(ξ) =

∫ ∞
0

t2f(t)dt− T 2
s .

I Př́ıklad 2 Nalezněte vztah pro výpočet pravděpodobnosti bezporuchového provozu z intenzity,
tj. funkčńı předpis

R(t) = fce(λ(t)).

Řešeńı:

λ(t) =
f(t)

R(t)
=

∂Q(t)
∂t

R(t)
= −

∂R(t)
∂t

R(t)

λ(t) = −
˙R(t)

R(t)

Vı́me, že integrál z pod́ılu derivace funkce a této funkce je logaritmus dané funkce. Tedy:

−
∫ T

0
λ(t) dt = [lnR(t)]T0 = lnR(T )− lnR(0).

Pravděpodobnost bezporuchového provozu v čase nula je R(0) = 1, tedy lnR(0) = 0 a
proto druhý člen z levého výrazu vypadne. Nakonec po úpravě źıskáváme výsledný vztah:

R(t) = e−
∫ t
0 λ(τ) dτ .
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I Př́ıklad 3 Nalezněte vztah pro výpočet středńı doby bezporuchového provozu Ts z pravděpodobnosti
bezporuchového provozu R(t).

Řešeńı:

Ts =

∫ ∞
0

tf(t) dt =

∫ ∞
0

t(−∂R(t)

∂t
) dt =

∫ ∞
0

t(− ˙R(t)), dt =

=

∣∣∣∣ u′ = ˙R(t) u = R(t)
v = t v′ = 1

∣∣∣∣ = − [R(t)t]∞0 +

∫ ∞
0

R(t) dt =

∫ ∞
0

R(t) dt

Prvńı závorka [R(t)t]∞0 je rovná nule, protože pro t→∞ plat́ı typicky R(∞)→ 0.
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2 Exponenciálńı rozděleńı

Základńı charakteristiky:

λ(t) = λ λ > 0, t ≥ 0

R(t) = e−
∫
λdt = e−λt

Q(t) = 1− e−λt

f(t) = λe−λt
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Obrázek 2: Distribučńı funkce exponenciálńıho rozděleńı pro dvě r̊uzné hodnoty λ.

I Př́ıklad 4 Nalezněte vztah pro výpočet středńı doby bezporuchového provozu Ts.

Řešeńı:

Ts =
∫∞
0 tf(t) dt =

∫∞
0 tλe−λt dt =

∣∣∣∣ u′ = λe−λt u = −eλt

v = t v′ = 1

∣∣∣∣ =
[(
− 1
λ − t

)
e−λt

]∞
0

=

= lim
t→∞

(
− 1

λ
− t
)

e−λt +
1

λ
=

1

λ
.

I Př́ıklad 5 Nalezněte vztah pro výpočet rozptylu náhodné doby poruchy D.

D =
∫∞
0 t2λeλt dt− T 2

s =

∣∣∣∣ u′ = λeλt u = −eλt

v = t2 v′ = 2t

∣∣∣∣ =
[
−t2e−λt + 2

∫
te−λt dt

]∞
0
− T 2

s =

=

∣∣∣∣ u′ = e−λt u = − 1
λeλt

v′ = t v = 1

∣∣∣∣ =
[
−t2e−λt − 2t

λ e−λt + 2
λ

∫
e−λt dt

]∞
0
− T 2

s =

= lim
t→∞

(−t2 − 2t)e−λt +
2

λ2
e−λt −

(
1

λ

)2

=
1

λ2
.

Pozn.: Výměna neporušeného prvku s exponenciálńım rozděleńım poruch nepřinese zlepšeńı
bezporuchovosti.

I Př́ıklad 6 Předpokládejme nyńı stroj, který se porouchá čtyřikrát za týden. Jaká je doba Tβ
zaručuj́ıćı, že pravděpodobnost bezporuchového provozu je β = R(Tβ) = 0.99?
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Řešeńı:
V našem př́ıpadě je intenzita poruch konstantńı a rovna λ = 4týden−1 =

= 4
7·24·60min−1

.
= 4 · 10−4min−1. Nyńı hledáme t takové, že R(Tβ) = β. Po dosazeńı

R(t) = e−
∫ T
0 λ(t) dt = e−λTβ = β.

dostáváme
−λTβ = lnβ (1)

a tedy

Tβ = − 1

λ
lnβ = − 1

4 · 10−4
ln 0.99 = 25min.

Je dobré si uvědomit, že doba bezporuchového provozu Tβ je velmi citlivá na volbu β. To je
zp̊usobeno logaritmem ve vzorci (1). Už při volbě β = 0.90 (tedy změně o 0.09) vzroste Tβ
zhruba desetkrát na Tβ = 263 minut.

I Př́ıklad 7 Předpokládejme součástku, jej́ı̌z spolehlivost má exponenciálńı rozděleńı. Jaká je
pravděpodobnost, že se součástka porouchá před očekávanou životnost́ı?

Řešeńı:
Intenzita poruch je λ a očekávaná životnost (středńı doba bezporuchového provozu) je 1

λ .
Chceme tedy vyč́ıslit:

P (x ≤ 1

λ
) =

∫ 1
λ

0
λe−λt dt = 1− e−1 = 0.63212

I Př́ıklad 8 Výrobce kalkulaček nab́ıźı jednoročńı záruku. Pokud je kalkulačka v záruce vadná,
je zákazńıkovi vyměněna za novou. Spolehlivost kalkulačky je popsána následuj́ıćı hustotou
pravděpodobnosti:

f(x) = 0.125e−0.125x

kde x ≥ 0 je čas poruchy (roky).
(a) Kolik procent kalkulaček se rozbije během záručńı doby?
(b) Výrobńı cena kalkulačky je $50 a zisk z jedné kalkulačky je $25. Jaký je efekt výměny
kalkulačky na čistý zisk?
(c) Jaká muśı být prodejńı cena kalkulačky, abychom při výrobńı ceně kalkulačky $50 měli
čistý zisk (po započ́ıtáńı ztráty z výměny vadné kalkulačky) $25.

Řešeńı:
(a) Hustota pravděpodobnosti má tvar f(t) = λe−λt Dle hustoty pravděpodobnosti podléhá

spolehlivost kalkulačky exponenciálńımu rozděleńı s λ = 0.125. Pravděpodobnost poruchy v
čase t = 1 rok je tedy dána takto:

F (1) = 1−R(t) = 1− e−λt = 1− e−0.125 ≈ 1− 0.8825 = 0.1175,

tj. rozbije se cca 11.75% kalkulaček.
(b) Za každou rozbitou kalkulačku je nutno k náklad̊um přič́ıst $50, což jsou výrobńı náklady
na výměnu kalkulačky. To sńıž́ı profit z jedné kalkulačky o 0.1175× 50 = 5.875$.
(c) Výsledná cena je součtem výrobńı ceny, ceny za výměnu kalkulačky a požadovaného zisku:
cena = 50 + 5.875 + 25 = $80.875
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I Př́ıklad 9 Vypočtěte hodnotu mediánu pro exponenciálńı rozděleńı s parametrem λ = 0.125.

Řešeńı:
Pro medián tm plat́ı: ∫ tm

−∞
λe−λt dt = 0.5

Po integraci
| − e−λt|tm0 = 0.5

Dosad́ıme meze:
−e−λtm + 1 = 0.5

a vypočteme medián tm:

tm =
− ln 0.5

λ
=

ln 2

λ
.

Po dosazeńı:

tm =
ln 2

0.125
= 5.54.

I Př́ıklad 10 Výrobce HDD uvád́ı hodnotu MTBF=106 hodin. Kolik procent disk̊u se porouchá
v prvńım roce?

Řešeńı:
MTFB (Mean Time Between Failures) je středńı doba mezi poruchami, tj. Ts = MTBF ,

tedy λ = 1
Ts

= 1
106

= 10−6. Pravděpodobnost poruchy v 1. roce je:

Q(t) = 1−R(t) = 1− e−λt = 1− e−10
−68760 = 1− 0.9913 = 0.0087.

Pozn: počet hodin v roce je 24 · 365 = 8760.
U HDD se často jako parametr spolehlivosti uvád́ı AFR (Annualized Failure Rate), který

je definován jako
AFR = 1− e−8760/MTBF ,

kde MTBF je středńı doba mezi poruchami v hodinách. AFR tedy neńı nic jiného než nám
známá pravděpodobnost poruchy AFR = Q(1 rok).

I Př́ıklad 11 Máme naměřená data (časy poruch ti). Odhadněte parametr λ pro exponenciálńı
rozděleńı metodou maximálńı věrohodnosti.

Řešeńı:
Necht’ t1, . . . , tn je n měřeńı čas̊u, ve kterých došlo k poruše prvku. Předpokládáme, že časy

poruch jsou náhodné, nezávislé a pocházej́ı ze stejného rozděleńı hustoty pravděpodobnosti.
Tuto hustotu pravděpodobnosti chceme modelovat exponenciálńım rozděleńım s hustotou
pravěpodobnosti

f(t) = λe−λt.

Věrohodnostńı funkce (obecně) je

L(θ|X1, X2, . . . , Xn) = f(t1)f(t2) . . . f(tn),
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kde θ jsou parametry hustoty pravěpodobnosti a Xi jsou měřeńı. Exponenciálńıho rozděleńı
má jeden parametr (λ) a hodnoty Xi = ti jsou naše časy poruch.

L(λ|t1, . . . , tn) = λeλt1 . . . λe−λtn = λne−λ
∑n
i=1 ti .

Hledáme takové λ, které maximalizuje věrohodnostńı funkci L, tj.

λ̂ = arg min
λ∈R

L(λ|t1, . . . , tn).

Někdy je pro pro jednodušš́ı výpočet možné hledat maximum logaritmu věrohodnostńı
funkce, tj.

logL = log (f(t1)f(t2) . . . f(tn)) =
n∑
i=1

log(f(ti)).

Pro př́ıpad exponenciálńıho rozděleńı:

logL = log
(
λne−λ

∑n
i=1 ti

)
= n log λ− λ

n∑
i=1

ti.

Hledáme takové λ̂, které maximalizuje logL

∂ logL

∂λ
= 0

∂ logL

∂λ
= n

1

λ
−

n∑
i=1

ti
!

=0

n

λ
=

n∑
i=1

ti

a odtud

λ̂ =
n∑n
i=1 Ti

Středńı hodnota exponenciálńıho rozděleńı je Ts = 1
λ̂

, tedy

Ts =

∑n
i=1 ti
n

,

což lze interpretovat jako středńı hodnota naměřených čas̊u poruch. Jednoduchý výpočet
(odhad) parametru λ z naměřených dat je jedna z výhod exponenciálńıho rozděleńı.

I Př́ıklad 12 Pravděpodobnost bezporuchového provozu je dána R(t) = 2e−λt − e−2λt. Určete
MTBF a hustotu pravděpodobnosti. Použijte metodu maximálńı věrohodnosti pro určeńı parametru
λ.
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Řešeńı:

MTBF = Ts =

∫ ∞
0

tf(t) dt =

∫ ∞
0

R(t) dt =

∫ ∞
0

(
2e−λt − e−2λt

)
dt =

=

∫ ∞
0

2e−λt dt−
∫ ∞
0

e−2λt dt =
2

λ
− 1

2λ
=

3

2λ
.

f(t) = −∂R(t)

∂t
= 2λe−λt − 2λe−2λt
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