
[PAN16-K7-1]

KAPITOLA 7: Spektrálńı analýza operátor̊u a matic

Definice : Necht’ H je komplexńı Hilbert̊uv prostor. Řekneme, že operátor T ∈ B(H) je normálńı, jestliže

T ∗T = TT ∗.

Tvrzeńı : Operátor T ∈ B(H) je normálńı právě tehdy, když

‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ ∀x ∈ H.

Důkaz: Podle d̊usledku (ii) polarizačńı identity se operátory R,S ∈ B(H) rovnaj́ı právě tehdy, když pro všechna
x ∈ H plat́ı 〈Rx, x〉 = 〈Sx, x〉. To znamená, že TT ∗ = T ∗T , právě když pro všechna x ∈ H je 〈TT ∗x, x〉 = 〈T ∗Tx, x〉.
Tato rovnost je ale z definice adjungovaného operátoru ekvivalentńı s rovnost́ı ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖, protože 〈TT ∗x, x〉 =
〈T ∗x, T ∗x〉 = ‖T ∗x‖2 a 〈T ∗Tx, x〉 = 〈Tx, Tx〉 = ‖Tx‖2. �

Tvrzeńı : Každý samoadjungovaný, pozitivńı nebo unitárńı operátor je normálńı.

Důkaz: Necht’ T ∈ B(H). Je-li T samoadjungovaný, pak T ∗T = TT = TT ∗, tedy T je normálńı. Pokud je T

pozitivńı, je i samoadjungovaný, takže už v́ıme, že je normálńı. Pro unitárńı operátor T máme T ∗T = T−1T = I =
TT−1 = TT ∗. Tedy i v tomto př́ıpadě je T normálńı. �

Definice : Spektrum, σ(T ), operátoru T ∈ B(H) je podmnožina C taková, že

λ ∈ σ(T ) právě tehdy, když (T − λI) nemá inverzi v B(H).

Neboli
λ 6∈ σ(T ) právě tehdy, když existuje S ∈ B(H) tak, že S(T − λI) = (T − λI)S = I.

Hodnotu
r(T ) = sup{ |λ|

∣∣ λ ∈ σ(T ) }

nazýváme spektrálńı poloměr operátoru T . Bodové spektrum operátoru T je množina

σp(T ) = {λ ∈ C | T − λI neńı prostý}.

Prvek λ ∈ σp(T ) se nazývá vlastńı č́ıslo operátoru T . Vektor v ∈ H \ {0}, pro který plat́ı

Tv = λ v,

se nazývá vlastńı vektor př́ıslučný vlastńımu č́ıslu λ.

Př́ıklad : Necht’ M 6= {0} je uzavřený podprostor Hilbertova prostoru H a PM je ortogonálńı projekce na tento
podprostor. Pak σ(PM ) = {0, 1}, a tedy r(PM ) = 1. Obecné x ∈ H totiž můžeme podle projekčńı věty zapsat ve tvaru
x = xM + xM⊥ , kde xM ∈ M a xM⊥ ∈ M⊥. Tedy PMx = PM (xM + xM⊥) = xM . Odtud vid́ıme, že pro x 6= 0 je
PMx = λx pro nějaké λ ∈ C, jen když xM = x a xM⊥ = 0 nebo xM = 0 a xM⊥ = x. Prvńı možnost nastává pro x ∈M

a odpov́ıdaj́ıćım vlastńım č́ıslem je λ = 1. Druhá možnost nastane pro x ∈M⊥ a vlastńı č́ıslo je v tomto př́ıpadě λ = 0.
(Kdyby bylo M = {0}, byl by PM nulový operátor, a tedy bychom měli σ(PM ) = {0}, r(PM ) = 0.)

Věta : Každý operátor T ∈ B(H) má neprázdné spektrum a spektrum je vždy omezená uzavřená množina v C.

Důkaz nebudeme provádět. �

Poznámka : Obecně může pro λ ∈ C platit λ ∈ σ(T ) ze tř́ı d̊uvod̊u:

1) Operátor T − λI neńı prostý. Pak je λ ∈ σP (T ).
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2) Operátor T −λI je prostý, ale neńı na, tj. R(T ) 6= H. V tomto př́ıpadě sice existuje operátor (T −λI)−1, neńı ale
definovaný na celém H (tedy nemůže být v B(H)).

3) Operátor T − λI je prostý i na (tedy inverzńı operátor existuje a je definován na celém H), operátor (T − λI)−1

ale neńı spojitý.

Jak ukážeme, pro operátory na prostoru konečné dimenze může nastat jen prvńı př́ıpad. Na druhou stranu uvid́ıme,
že v př́ıpadě operátoru na prostoru nekonečné dimenze může být bodové spektrum prázdné.

Tvrzeńı : Necht’ T ∈ B(H), dim H <∞. Pak σ(T ) = σP (T ).

Důkaz: Lineárńı zobrazeńı mezi prostory stejné konečné dimenze je na právě tehdy, když je prosté. To znamená,
že inverzńı operátor k operátoru T −λI neexistuje právě pro ta λ, pro která neńı operátor T −λI prostý. Přitom každý
lineárńı operátor na prostoru konečné dimenze je omezený, a tedy i spojitý. Odtud dostáváme, že do spektra σ(T ) patř́ı
přesně ta λ, která lež́ı v σP (T ).

Př́ıklad (Operátor s nebodovým spektrem) : Uvažujme operátor T : L2〈0, 1〉 → L2〈0, 1〉 definovaný předpisem
Tf = xf(x) (tj. T = Tg je multiplikativńı operátor odpov́ıdaj́ıćı násobeńı funkćı g(x) = x). Spektrum operátoru T

má tyto vlastnosti:
• σ(T ) = 〈0, 1〉: At’ λ ∈ 〈0, 1〉. Ukážeme, že T − λI nemá inverzi. Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme,

že existuje S ∈ B( L2〈0, 1〉) takové, že (T − λI)S = I. Zřejmě h(x) ≡ 1 ∈ L2〈0, 1〉, tedy Sh je definováno a máme
Sh ∈ L2〈0, 1〉. Přitom

(x− λ)Sh = ( (T − λI)S)h = Ih = 1,

odkud
Sh =

1
x− λ

, x 6= λ .

Avšak
1

x− λ
6∈ L2〈0, 1〉, nebot’

∫ 1

0

∣∣∣ 1
x− λ

∣∣∣2 dx =
∫ λ

0

1
(x− λ)2

dx +
∫ 1

λ

1
(x− λ)2

dx =
[
− 1

x− λ

]λ

0
+

[
− 1

x− λ

]1

λ
= ∞.

T́ım jsme došli ke sporu s předpokladem existence inverzńıho operátoru S ∈ B(L2〈0, 1〉) k (T − λI). Tedy pro každé
λ ∈ 〈0, 1〉 je λ ∈ σ(T ). To znamená, že plat́ı 〈0, 1〉 ⊂ σ(T ). Na druhou stranu, protože je funkce g(x) = x na 〈0, 1〉
reálná, je T = Tg samoadjungovaný operátor, a jak bude ukázáno později, plat́ı pro něj tedy σ(T ) ⊂ 〈−‖T‖, ‖T‖〉.
Přitom ‖T‖ = ‖Tg‖ = ‖g‖L∞〈0, 1〉 = esssup{|x|

∣∣ x ∈ 〈0, 1〉} = 1, takže σ(T ) ⊂ 〈−1, 1〉. Celkem jsme tak dostali
〈0, 1〉 ⊂ σ(T ) ⊂ 〈−1, 1〉, odkud už okamžitě dostáváme σ(T ) = 〈0, 1〉.
• σP (T ) = ∅: Opět provedeme d̊ukaz sporem. At’ g ∈ L2〈0, 1〉, g 6= 0 a λ ∈ 〈0, 1〉 je takové, že x g(x) = λ g(x)

pro skoro všechna x ∈ 〈0, 1〉. Pak ovšem pro skoro všechna x ∈ M = {x ∈ 〈0, 1〉
∣∣ g(x) 6= 0} muśı platit x = λ, což je

možné, jen když má M mı́ru nula. T́ım jsme ale došli ke sporu s předpokladem, že g 6= 0 v L2〈0, 1〉. Bodové spektrum
operátoru T je tak prázdné.

Tvrzeńı : Necht’ operátor T ∈ B(H) má v B(H) inverzi. Pak

λ ∈ σ(T ) právě tehdy, když λ−1 ∈ σ(T−1) .

Důkaz: Operátory T a T−1 maj́ı v B(H) inverzi, tedy 0 6∈ σ(T ) a 0 6∈ σ(T−1). (Pro λ ∈ σ(T ) je tak λ−1 definováno
a všechny prvky σ(T−1) se daj́ı zapsat ve tvaru λ−1, kde λ 6= 0 je vhodné komplexńı č́ıslo.) Můžeme tedy v daľśım
uvažovat jen λ 6= 0. Ukážeme, že λ 6∈ σ(T ), právě když λ−1 6∈ σ(T−1) . Mějme tedy dáno λ 6= 0. Pak

T−1 − λ−1I = T−1(I − λ−1T ) = λ−1T−1(λI − T ).

Tedy pokud λ 6∈ σ(T ), tj. existuje (T − λI)−1 ∈ B(H), pak existuje také

(T−1 − λ−1I)−1 = (λ−1T−1(λI − T ))−1 = −λ(T − λI)−1T ∈ B(H).
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To znamená, že pro λ 6∈ σ(T ) plat́ı λ−1 6∈ σ(T−1). Zaměńıme-li nyńı v právě dokázané implikaci λ−1 za λ a T−1

za T , zjist́ıme, že pokud λ−1 6∈ σ(T−1), pak také λ 6∈ σ(T ). T́ım jsme tvrzeńı dokázali. �

Tvrzeńı : Necht’ T ∈ B(H) je normálńı. Pak

(i) Tx = λx pro nějaké λ ∈ C implikuje T ∗x = λx.

(ii) Jestliže λ1 6= λ2, potom Ker(T − λ1I) ⊥ Ker(T − λ2I).

Důkaz: (i) Necht’ λ ∈ C. Protože je operátor T normálńı, je také operátor T − λI normálńı (ověřte jako cvičeńı).
Pro každé x ∈ H tak plat́ı

‖Tx− λx‖ = ‖(T − λI) x‖ = ‖(T − λI)∗x‖ = ‖(T ∗ − λI) x‖ = ‖T ∗x− λx‖.

(ii) Necht’ x ∈ Ker(T − λ1I), y ∈ Ker(T − λ2I), tj. Tx = λ1x, Ty = λ2y. Pak

λ1〈x, y〉 = 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 = 〈x, λ2y〉 = λ2〈x, y〉.

Protože λ1 6= λ2, muśı nutně být 〈x, y〉 = 0. �

Tvrzeńı : Necht’ T ∈ B(H) je normálńı operátor. Pak

λ 6∈ σ(T ) právě tehdy, když existuje c > 0 tak, že ‖(T − λI)x‖ ≥ c‖x‖ ∀x ∈ H.

Důkaz: Jelikož λ ∈ σ(T ) právě tehdy, když 0 ∈ σ(T − λI), stač́ı uvažovat pouze př́ıpad λ = 0. Ukážeme tedy, že
0 6∈ σ(T ), právě když existuje c > 0 takové, že pro všechna x ∈ H plat́ı ‖Tx‖ ≥ c‖x‖.

” ⇐ ” Protože pro všechna x plat́ı ‖Tx‖ ≥ c‖x‖, je operátor T prostý. Ukážeme nyńı, že podprostor R(T ) je
uzavřený. Necht’ (xn)∞n=1 ⊂ H, Txn

n→∞−→ y. Pak z našeho předpokladu dostáváme

‖xn − xm‖ ≤
1
c
‖T (xn − xm)‖ =

1
c
‖Txn − Txm‖.

Posloupnost (Txn)∞n=1 je ale cauchyovská (je totiž konvergentńı), takže je cauchyovská i posloupnost (xn)∞n=1, a má tak
v úplném prostoru H limitu. Označme tuto limitu x. Protože je operátor T spojitý, konverguje posloupnost (Txn)∞n=1

k Tx. Současně má ale také konvergovat k y. Z jednoznačnosti limity tak dostáváme, že muśı být y = x. To znamená,
že y ∈ R(T ), a podprostor R(T ) je tak uzavřený. Dále potřebujeme ukázat, že R(T ) = H. K tomu předpokládejme, že
x ∈ R(T )⊥. Protože TT ∗x ∈ R(T ) a T je normálńı, máme

0 = 〈x, TT ∗x〉 = 〈x, T ∗Tx〉 = 〈Tx, Tx〉 = ‖Tx‖2.

Je tedy ‖Tx‖ = 0, a protože je T prosté, také x = 0. T́ım je R(T )⊥ = {0} a R(T ) = H. Zbývá ještě ověřit, že je
operátor T−1 spojitý, tj. T−1 ∈ B(H). Necht’ y ∈ H. Pak existuje x ∈ H takové, že y = Tx (je totiž R(T ) = H). Podle
předpokladu máme

‖y‖ = ‖Tx‖ ≥ c ‖x‖ = c ‖T−1y‖,

neboli
‖T−1y‖ ≤ 1

c
‖y‖.

Protože bylo y ∈ H libovolné, je operátor T−1 omezený (‖T−1‖ ≤ 1
c ), a t́ım také spojitý.

”⇒ ” Tuto část d̊ukazu proved’te sami jako cvičeńı. �

Několik zaj́ımavých d̊usledk̊u:

Důsledek : Necht’ T ∈ B(H) je normálńı. Pak λ ∈ σ(T ) právě tehdy, když existuje posloupnost jednotkových
vektor̊u (xn)∞n=1 tak, že

lim
n→∞

‖Txn − λxn‖ = 0.
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Důkaz: Podle předchoźıho tvrzeńı λ ∈ σ(T ) právě tehdy, když neexistuje c > 0, pro které by bylo ‖(T −λI)x‖ ≥ c

pro všechna x ∈ H s normou ‖x‖ = 1, neboli když

inf{ ‖(T − λI)x‖
∣∣ ‖x‖ = 1 } = 0.

To je ale z definice infima ekvivalentńı právě s t́ım, že existuje posloupnost (xn)∞n=1, ‖xn‖ = 1, taková, že

‖Txn − λxn‖
n→∞−→ 0. �

Tvrzeńı : Je-li T ∈ B(H) normálńı, pak

σ(T ) ⊂ {〈Tx, x〉 | ‖x‖ = 1 }.

Důkaz: Necht’ λ ∈ σ(T ) a (xn)∞n=1 je posloupnost jednotkových vektor̊u, pro kterou plat́ı ‖Txn − λxn‖
n→∞−→ 0

(viz předchoźı d̊usledek). Na základě Schwarzovy nerovnosti

|〈Txn − λxn, xn〉| ≤ ‖Txn − λxn‖ ‖xn‖ = ‖Txn − λxn‖
n→∞−→ 0.

Použijeme-li přepis
〈Txn − λxn, xn〉 = 〈Txn, xn〉 − λ‖xn‖2 = 〈Txn, xn〉 − λ,

vid́ıme, že 〈Txn, xn〉
n→∞−→ λ. Tedy λ ∈ {〈Tx, x〉 | ‖x‖ = 1 }. �

Tvrzeńı : Necht’ T ∈ B(H). Pak

(i) T je samoadjungovaný ⇒ σ(T ) ⊂ R,

(ii) T je pozitivńı ⇒ σ(T ) ⊂ R+ = 〈0,∞),

(iii) T je unitárńı ⇒ σ(T ) ⊂ {z ∈ C | |z| = 1}.

Důkaz: Využijeme toho, že všechny samoadjungované, pozitivńı i unitárńı operátory jsou normálńı.
(i) Pokud je operátor T samoadjungovaný, pak pro každé x ∈ H plat́ı 〈Tx, x〉 ∈ R. Tedy

σ(T ) ⊂ {〈Tx, x〉 | ‖x‖ = 1 } ⊂ R.

(ii) Je-li T pozitivńı operátor, pak 〈Tx, x〉 ≥ 0 pro všechna x ∈ H. To znamená, že

σ(T ) ⊂ {〈Tx, x〉 | ‖x‖ = 1 } ⊂ 〈0, ∞).

(iii) Necht’ je T unitárńı operátor. Protože unitárńı operátory zachovávaj́ı normu, máme pro x ∈ H, ‖x‖ = 1,
ze Schwarzovy nerovnosti

|〈Tx, x〉| ≤ ‖Tx‖ ‖x‖ = ‖x‖2 = 1.

Odtud
σ(T ) ⊂ {〈Tx, x〉 | ‖x‖ = 1 } ⊂ {λ

∣∣ |λ| ≤ 1}.

Jak už jsme dř́ıve dokázali, λ ∈ σ(T ) právě tehdy, když λ−1 ∈ σ(T−1). Tedy

σ(T−1) ⊂ {λ
∣∣ |λ| ≥ 1}.

Protože je ale operátor T−1 také unitárńı, dostaneme pro jeho spektrum, stejně jako výše pro spektrum operátoru T ,

σ(T−1) ⊂ {λ
∣∣ |λ| ≤ 1}.

To ale znamená, že σ(T−1) ⊂ {λ
∣∣ |λ| = 1}, a tedy také σ(T ) ⊂ {λ

∣∣ |λ| = 1}. �

Věta : Necht’ T ∈ B(H) je normálńı. Pak
||T || = r(T ).
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Důkaz: Ověř́ıme nyńı jen nerovnost r(T ) ≤ ‖T‖. Opačnou nerovnost dokážeme o něco později pro př́ıpad
dim H <∞. Pro x ∈ H, ‖x‖ = 1, máme

|〈Tx, x〉| ≤ ‖Tx‖ ‖x‖ ≤ ‖T‖ ‖x‖2 = ‖T‖.

Protože je ale T normálńı, dostáváme odtud

σ(T ) ⊂ {〈Tx, x〉 | ‖x‖ = 1 } ⊂ {z ∈ C
∣∣ |z| ≤ ‖T‖}.

Tedy skutečně plat́ı
r(T ) = sup{|λ|

∣∣ λ ∈ σ(T )} ≤ ‖T‖.
�

Spektrálńı věty

V této části se zaměř́ıme na Hilbertovy prostory konečné dimenze. Připomeňme, že v tomto př́ıpadě je spektrum
operátoru T tvořeno právě jeho vlastńımi č́ısly, tj. σ(T ) = σP (T ).

Věta : Necht’ H je Hilbert̊uv prostor, dim H <∞, T ∈ B(H) je normálńı operátor. Pak existuje ortonormálńı báze
prostoru H složená z vlastńıch vektor̊u operátoru T .

Důkaz: Položme n = dim H. Protože spektrum operátoru je neprázdná množina, má operátor T alespoň jeden
vlastńı vektor. Bud’ v1, . . . , vk nějaká ortonormálńı (konečná) posloupnost vlastńıch vektor̊u operátoru T, Tvi = λivi.
Protože je operátor T normálńı, máme T ∗vi = λvi. Vı́me, že ortogonálńı množina neobsahuj́ıćı nulový prvek je vždy
lineárně nezávislá. Je tedy nutně k ≤ n. Jestliže je k = n, máme už hledanou ortonormálńı bázi. Pokud k < n,
označme X = lin(v1, . . . , vk), Y = X⊥. Protože X $ H, je Y 6= {0}. At’ y ∈ Y . Pak pro i = 1, . . . , k máme

〈vi, T y〉 = 〈T ∗vi, y〉 = λ〈vi, y〉 = λ · 0 = 0.

Odtud Ty ∈ lin(v1, . . . , vk)⊥ = Y , a tedy T (Y ) ⊂ Y (tj. podprostor Y je invariantńı v̊uči T ). Zúž́ıme-li tedy nyńı
operátor T na podprostor Y a zúžeńı označ́ıme T̃ (tj. T̃ y = Ty pro y ∈ Y ), bude T̃ ∈ B(Y ). Jako výše operátor
T , muśı mı́t nyńı i operátor T̃ alespoň jeden jednotkový vlastńı vektor. Označme ho vk+1. Protože je T̃ jen zúžeńı
operátoru T , je vk+1 také vlastńım vektorem operátoru T . A to vlastńım vektorem, který je kolmý ke všem vektor̊um
v1, . . . , vk (máme totiž Y = X⊥). Tedy v1, . . . , vk+1 je také ortonormálńı množina tvořená vlastńımi vektory operátoru
T . Pokud je k + 1 = n, našli jsme hledanou ortonormálńı bázi. Pokud je k + 1 < n, opakujeme právě provedený postup
do té doby, než bude mı́t źıskaná ortonormálńı množina vlastńıch vektor̊u n prvk̊u. �

Důsledek : Necht’ H je Hilbert̊uv prostor konečné dimenze a T ∈ B(H) je normálńı operátor. Pak

‖T‖ = r(T ).

Důkaz: Nerovnost r(T ) ≤ ‖T‖ jsme dokázali už dř́ıve pro obecný Hilbert̊uv prostor. Dokážeme ted’ pro př́ıpad
dim H < ∞ opačnou nerovnost. Necht’ v1, . . . , vn jsou vlastńı vektory operátoru T tvoř́ıćı ortonormálńı bázi prostoru
H, Tvi = λivi. Pro x ∈ H, x = α1v1 + . . . + αnvn, máme z Pythagorovy věty

‖Tx‖2 = ‖T (α1v1 + . . . + αnvn)‖2 = ‖α1λ1v1 + . . . + αnλnvn‖2 = ‖α1λ1v1‖2 + . . . + ‖αnλnvn‖2

= |λ1|2 ‖α1v1‖2 + . . . + |λn|2 ‖αnvn‖2 ≤ max
i=1,...,n

|λi|2(‖α1v1‖2 + . . . + ‖αnvn‖2)

= max
i=1,...,n

|λi|2‖α1v1 + . . . + αnvn‖2 = max
i=1,...,n

|λi|2‖x‖2.

Tedy
‖T‖ ≤ max

i=1,...,n
|λi| = r(T ). �
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Poznámka : Dá se ukázat, že pro obecný operátor T ∈ B(H) na Hilbertově prostoru konečné dimenze plat́ı

‖T‖ =
√

r(T ∗T ).

Z tohoto d̊uvodu se také normě operátoru indukované skalárńım součinem ř́ıká spektrálńı norma. Protože neńı těžké
dokázat, že ‖T ∗T‖ = ‖T‖2, vid́ıme, že uvedená rovnost je zobecněńım výsledku, který jsme dostali pro normálńı
operátory.

Věta (Spektrálńı rozklad) : Necht’ H je Hilbert̊uv prostor konečné dimenze a T ∈ B(H) je normálńı operátor.
Pak

T = λ1P1 + . . . + λkPk,

kde λi ∈ σ(T ) a P1, . . . , Pk jsou ortogonálńı projekce na navzájem kolmé podprostory.

Důkaz: Pokud je λ vlastńı č́ıslo operátoru T, je jádro Ker(T − λI) operátoru T − λI podprostor prostoru H

tvořený vlastńımi vektory odpov́ıdaj́ıćımi vlastńımu č́ıslu λ a nulovým vektorem. Tedy

T |Ker(T−λI) = λ IKer(T−λI).

Necht’ je nyńı σ(T ) = {λ1, . . . , λk}, λi 6= λj pro i 6= j. Vı́me, že v H existuje ortonormálńı báze tvořená vlastńımi
vektory operátoru T . Označme si tyto vlastńı vektory v1

1 , . . . , vl1
1 , . . . , v1

k, . . . , vlk
1 tak, že Tvj

i = λiv
j
i . Pak Ker(T−λiI) =

lin(v1
i , . . . , vli

i ) (i = 1, . . . , k) jsou navzájem kolmé podprostory, jejichž součtem je celý prostor H, tj.

H = Ker(T − λ1I)⊕ . . . ⊕Ker(T − λkI).

Označme Pi ortogonálńı projekci na podprostor Ker(T − λiI). Potom

λiPi|Ker(T−λiI) = λi IKer(T−λiI) = T |Ker(T−λiI),

λiPi|(Ker(T−λiI))⊥ = 0.

Je-li x ∈ H, pak z projekčńı věty máme x = x1 + . . . + xk, kde xi = Pix ∈ Ker(T − λiI), tedy

Tx = λ1x1 + . . . + λkxk = λ1P1x + . . . + λkPkx.

To ale znamená, že
T = λ1P1 + . . . + λkPk.

T́ım jsme větu dokázali. �

Definice : Operátor T ∈ B(H) nazýváme jednoduchý, jestliže je lineárńı kombinaćı ortogonálńıch projekćı
s navzájem kolmými obory hodnot.

Poznámka : Na základě spektrálńı věty je každý normálńı operátor na prostoru konečné dimenze jednoduchý.
Spektrálńı teorie pro obecný Hilbert̊uv prostor ř́ıká, že jednoduché operátory jsou husté v množině normálńıch operátor̊u.
Tedy každý normálńı operátor je limitou jednoduchých operátor̊u.

Poznámka : Uvažujme operátor T ∈ B(H). Vı́me už, že pokud je T samoadjungovaný, pak σ(T ) ⊂ R, je-li pozitivńı,
pak σ(T ) ⊂ 〈0, ∞), a konečně v př́ıpadě unitárńıho operátoru máme σ(T ) ⊂ {z ∈ C

∣∣ |z| = 1}. Pokud je operátor T

normálńı, můžeme uvedené implikace obrátit. Ukážeme to za předpokladu dim H < ∞. Necht’ σ(T ) = {λ1, . . . , λk},
kde λi 6= λj pro i 6= j. Položme Mi = Ker (T − λi I) a Pi = PMi . Pak podle věty o spektrálńım rozkladu máme

T = λ1P1 + . . . + λkPk.

Vyjádř́ıme-li x ∈ H ve tvaru x = x1 + . . . + xk, kde xi = Pix ∈Mi, bude

Tx =
k∑

i=1

λiPix =
k∑

i=1

λixi.

Tedy

〈Tx, x〉 =
〈 n∑

i=1

λixi ,
n∑

j=1

xj

〉
=

n∑
i,j=1

λi〈xi, xj〉 =
n∑

i=1

λi‖xi‖2.
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Pokud jsou tedy všechna vlastńı č́ısla reálná, je 〈Tx, x〉 ∈ R pro všechna x ∈ H a operátor T je samoadjungovaný.
V př́ıpadě nezáporných vlastńıch č́ısel je vždy 〈Tx, x〉 ≥ 0 a operátor T je pozitivńı. Zbývá ještě př́ıpad, kdy σ(T ) ⊂
{z ∈ C

∣∣ |z| = 1}. V tomto př́ıpadě je σ(T ∗) = {λ1, . . . , λk} a Ker(T ∗ − λiI) = Ker(T − λiI) = Mi, tedy

TT ∗x = T (
n∑

i=1

λixi) =
n∑

i=1

λiTxi =
n∑

i=1

|λi|2xi =
n∑

i=1

xi = x.

Analogicky dostaneme také T ∗Tx = x. Tedy plat́ı TT ∗ = T ∗T = I a T je unitárńı operátor.

Poznámka : Explicitńı tvar konečně dimenzionálńıho normálńıho operátoru. Necht’ dim H < ∞ a
T ∈ B(H) je normálńı operátor. Mějme ortonormálńı bázi v1, . . . , vn složenou z vlastńıch vektor̊u, Tvi = λivi.
(Vlastńı č́ısla λi obecně nemuśı být po dvou r̊uzná.) Pak pro x ∈ H plat́ı

Tx = λ1 〈x, v1〉 v1 + . . . + λn 〈x, vn〉 vn .

Vyjádř́ıme-li totiž x ve tvaru x =
∑n

i=1〈x, vi〉vi, dostaneme

Tx =
n∑

i=1

〈x, vi〉Tvi =
n∑

i=1

〈x, vi〉λivi.

Věta (Diagonalizace) : Necht’ H je Hilbert̊uv prostor konečné dimenze a (ei)n
i=1 jeho ortonormálńı báze. Necht’

T ∈ B(H) je normálńı operátor a T = (tij)n
i,j=1 jeho matice vzhledem k bázi (ei)n

i=1, tj. tij = 〈Tej , ei〉. Pak existuj́ı
diagonálńı matice D a unitárńı matice U takové, že

T = U−1DU .

Důkaz: Necht’ v1, . . . , vn je ortonormálńı báze tvořená vlastńımi vektory operátoru T , Tvi = λivi. Definujme
diagonálńı operátor D předpisem Dei = λiei, i = 1, . . . , n. (Ṕı̌seme též D = diag(λ1, . . . , λn). ) Volme unitárńı
operátor U tak, že Uvi = ei, tj. vi = U−1ei. Chceme nyńı ukázat, že T = U−1DU . Protože je lineárńı zobrazeńı
jednoznačně určeno svými hodnotami ve vektorech báze, stač́ı tuto rovnost otestovat na vektorech v1, . . . , vn. Pro tyto
vektory plat́ı

U−1DUvi = U−1Dei = U−1λiei = λiU
−1ei = λivi = Tvi.

Tedy skutečně T = U−1DU . Označ́ıme-li nyńı D a U matice operátor̊u D a U vzhledem k bázi (ei)n
i=1, dostaneme

T = U−1DU . �

Poznámka : Poznamenejme ještě, že se při označeńı z předchoźıho d̊ukazu můžeme na matici D = (dij)n
i,j=1 d́ıvat

také jako na matici operátoru T vzhledem k bázi (vi)n
i=1, tj. dij = 〈Tvj , vi〉, a na matici U = (uij)n

i,j=1 jako na matici
identity vzhledem k baźım (ei)n

i=1 a (vi)n
i=1, tj. uij = 〈Iej , vi〉 = 〈ej , vi〉. Protože je matice U unitárńı, plat́ı pro jej́ı

inverzi U−1 = UH = (uji)n
i,j=1, kde uji = 〈ei, vj〉 = 〈vj , ei〉 = 〈Ivj , ei〉. Tedy matice U−1 je matićı identity vzhledem

k baźım (vi)n
i=1 a (ei)n

i=1. Můžeme ještě překontrolovat, že maj́ı matice T a U−1DU opravdu stejné prvky. Máme

(T)ij = 〈Tej , ei〉 = 〈T
n∑

k=1

〈ej , vk〉 vk,
n∑

l=1

〈ei, vl〉 vl〉 =
n∑

k,l=1

〈ei, vl〉 〈ej , vk〉 〈Tvk, vl〉

=
n∑

k,l=1

〈ei, vl〉 〈ej , vk〉 〈λkvk, vl〉 =
n∑

k,l=1

〈ei, vl〉λk 〈ej , vk〉 〈vk, vl〉 =
n∑

k=1

〈ei, vk〉λk 〈ej , vk〉

=
n∑

k=1

uki dkk ukj = (U−1DU)ij .

Schematicky můžeme součin U−1DU vyjádřit takto:


↑ ↑

v1 . . . vn

↓ ↓




λ1 0
. . .

0 λn



← v1 →

. . .

← vn →

 .
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Alternativńı pohled na kvadratickou formu

Podobně jako výše pro př́ıpad n = m, můžeme i pro obecná m,n ∈ N ukázat, že lze komplexńı matice typu m× n

ztotožnit s omezenými operátory z Cn do Cm. Abychom zjednodušili formulace a zápis, nebudeme v této části rozlǐsovat
mezi matićı z Mm×n(C) a j́ı odpov́ıdaj́ıćım operátorem z B(Cn, Cm). Protože hermitovsky sdružená matice odpov́ıdá
adjungovanému operátoru, budeme pro hermitovsky sdruženou matici k matici A ∈ Mn(C) a adjungovaný oprátor k
operátoru A ∈ B(Cn) použ́ıvat společné označeńı A∗. Vektory z Cn si podle situace představ́ıme zapsané bud’ jako
řádky (při aplikaci operátoru) nebo jako sloupce (při násobeńı matićı). Je-li matice A typu m×n reálná, můžeme se na
ni d́ıvat jako na omezený operátor z Rn do Rm. Analogické úvahy a zjednodušeńı, jaká jsme provedli výše pro komplexńı
př́ıpad, můžeme provést i pro př́ıpad reálný.

Uvažujme reálnou symetrickou matici A = AT = A∗ typu n × n. Protože je operátor odpov́ıdaj́ıćı matici A
samoadjungovaný, jsou všechna vlastńı č́ısla matice A reálná. Mějme vlastńı č́ısla oč́ıslována tak, že

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn

Matice A má ortonormálńı bázi tvořenou vlastńımi vektory v1, . . . , vn, Avi = λivi. Protože je matice A reálná a jej́ı
vlastńı č́ısla jsou také reálná, lze zřejmě vektory v1, . . . , vn zvolit tak, že budou reálné. V daľśım nás bude zaj́ımat
kvadratická forma

g(x) = 〈Ax, x〉 =
n∑

i,j=1

aij xj xi , kde A = (aij)n
i,j=1 ,

speciálně jej́ı extrémy na jednotkové sféře. Proved’me diagonalizaci matice A, tj. vyjádřeme matici A ve tvaru

A = U−1 DU, kde D =


λ1 0

. . .

0 λn

 , U je unitárńı matice.

Matice D je reálná, a protože řádky matice U jsou vektory v1, . . . , vn, je reálná i matice U. Pro matici U plat́ı
U−1 = U∗ = UT , tedy

g(x) = 〈Ax, x〉 = 〈U−1DUx, x〉 = 〈DUx, Ux〉.

Unitárńı matice U přitom zobrazuje jednotkovou sféru v Cn na sebe, a protože je nav́ıc reálná, zobrazuje i jednotkovou
sféru v Rn na sebe. Takže forma g zobraźı jednotkovou sféru v Cn resp. v Rn na stejnou množinu jako forma

x 7→ 〈Dx, x〉 = λ1|x1|2 + . . . + λn|xn|2.

Odtud dostáváme:

Plat́ı : Je-li A je reálná symetrická matice typu n× n, λ1 ≥ . . . ≥ λn jsou jej́ı vlastńı č́ısla a g(x) = 〈Ax, x〉, pak

max{g(x)
∣∣ ‖x‖ = 1} = λ1

a kvadratická forma g této hodnoty nabývá pro všechny jednotkové vlastńı vektory př́ıslušné k vlastńımu č́ıslu λ1.
Podobně

min{g(x)
∣∣ ‖x‖ = 1} = λn

a této hodnoty se nabývá ve všech jednotkových vlastńıch vektorech př́ıslušných k vlastńımu č́ıslu λn.

V daľśım se pro jednoduchost omeźıme na reálný př́ıpad.

Otázka : Co je spektrum pro obdélńıkovou matici? – ,, Jak moc se smršt’uj́ı vektory Ax ? “

Pro matici A ∈Mm×n(R) je A∗A čtvercová matice typu n×n, tj. A∗A ∈Mn(R). Tato matice je přitom pozitivně
semidefinitńı (j́ı odpov́ıdaj́ıćı operátor je pozitivńı), nebot’ pro x ∈ Rn máme

〈A∗Ax, x〉 = 〈Ax, Ax〉 = ‖Ax‖2 ≥ 0.
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To znamená, že matice A∗A má nezáporná vlastńı č́ısla. Označ́ıme je λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn ≥ 0. Pro nás budou d̊uležité
jejich odmocniny.

Definice : Singulárńı hodnoty matice A ∈Mm×n(R) jsou č́ısla σ1 =
√

λ1, . . . , σn =
√

λn, σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σn ≥ 0,
kde λ1 ≥ . . . ≥ λn ≥ 0 jsou vlastńı č́ısla matice A∗A.

Všimněmě si, že pro x ∈ Rn plat́ı
‖Ax‖2 = 〈Ax, Ax〉 = 〈A∗Ax, x〉.

Aplikujeme-li tedy předcházej́ıćı úvahy o reálné symetrické matici na matici A∗A, dostaneme následuj́ıćı:

Plat́ı : Největš́ı hodnota funkce h(x) = ‖Ax‖ na jednotkové sféře {x ∈ Rn
∣∣ ‖x‖ = 1} je σ1 a nabývá se j́ı právě

ve všech vlastńıch vektorech př́ıslušných k vlastńımu č́ıslu λ1 operátoru A∗A. Jinými slovy ‖A‖ = σ1.

Necht’ je nyńı v1, . . . , vn ortonormálńı báze v Rn složená z vlastńıch vektor̊u matice A∗A př́ıslušných k vlastńım
č́ısl̊um λ1 ≥ . . . ≥ λn a σi =

√
λi jsou singulárńı hodnoty matice A. Potom pro i = 1, . . . , n plat́ı

‖Avi‖2 = 〈Avi, Avi〉 = 〈A∗Avi, vi〉 = 〈λivi, vi〉 = λi‖vi‖2 = σ2
i ,

tedy
‖Avi‖ = σi.

Dále pro i 6= j máme
〈Avi, Avj〉 = 〈A∗Avi, vj〉 = λi〈vi, vj〉 = 0,

takže {Av1, . . . ,Avn} je ortogonálńı množina. Necht’ má matice A právě r nenulových singulárńıch hodnot, tj.
σ1 ≥ . . . ≥ σr > 0, σr+1 = . . . = σn = 0. Pak

R(A) = lin{Av1, . . . ,Avn} = lin{Av1, . . . ,Avr} a hodnost(A) = dim R(A) = r.

Položme pro i = 1, . . . , r

ui =
1
σi

Avi.

Pak {u1, . . . , ur} je ortonormálńı báze R(A). Rozšǐrme ji na ortonormálńı bázi {u1, . . . , um} prostoru Rm.

Tvrzeńı (SVD rozklad) : Necht’ A je reálná matice typu m × n a σ1 ≥ . . . ≥ σr > 0, σr+1 = . . . = σn = 0 jsou
jej́ı singulárńı hodnoty. Necht’ je dále {v1, . . . , vn} ortonormálńı báze prostoru Rn tvořená vlastńımi vektory operátoru
A∗A, A∗Avi = σ2

i vi, a {u1, . . . , un} je taková ortonormálńı báze prostoru Rm, že ui = 1
σi

Avi pro i = 1, . . . , r. Potom

A = UΣV∗,

kde U ∈Mm(R), V ∈Mn(R) jsou unitárńı matice

U =


↑ ↑

u1 . . . um

↓ ↓

 , V =


↑ ↑

v1 . . . vn

↓ ↓


a Σ ∈Mm×n(R) je matice

Σ =



σ1 0
. . . Or×(n−r)

0 σr

O(m−r)×r O(m−r)×(n−r)
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(Ok×l je tu nulová matice typu k × l). Tedy

A =


↑ ↑

u1 . . . um

↓ ↓





σ1 0
. . . Or×(n−r)

0 σr

O(m−r)×r O(m−r)×(n−r)




← v1 →

...

← vn →

 .

Poznámka : Tvrzeńı ř́ıká, že pro danou matici A ∈Mm×n(R) komutuje diagram

Rn A−−−−→ Rm

V∗
y xU

Rn Σ−−−−→ Rm

kde Σ ∈Mm×n(R), U ∈Mm(R) a V ∈Mn(R) jsou matice specifikovaných vlastnost́ı.

Důkaz tvrzeńı : Budeme-li aplikovat lineárńı operátor odpov́ıdaj́ıćı matici A postupně na bázové vektory v1, . . . , vn,
dostaneme

AV =


↑ ↑

Av1 . . . Avn

↓ ↓

 =


↑ ↑ ↑ ↑

Av1 . . . Avr 0 . . . 0

↓ ↓ ↓ ↓

 ,

protože ‖Avi‖ = σi a pro i > r je σi = 0. Dále z definice vektor̊u u1, . . . , ur pro součin matic U a Σ plat́ı

UΣ =


↑ ↑

u1 . . . um

↓ ↓





σ1 0
. . . Or×(n−r)

0 σr

O(m−r)×r O(m−r)×(n−r)



=


↑ ↑ ↑ ↑

σ1u1 . . . σrur 0 . . . 0

↓ ↓ ↓ ↓

 =


↑ ↑ ↑ ↑

Av1 . . . Avr 0 . . . 0

↓ ↓ ↓ ↓

 .

To znamená, že AV = UΣ. Vynásob́ıme-li nyńı zprava tuto rovnost matićı V∗ = V−1, dostaneme požadovanou
rovnost A = UΣV∗. �

Poznámky : (1) Pokud je matice A čtvercová, je Σ čtvercová diagonálńı matice. Každou čtvercovou matici
A ∈Mn(Rn) tedy lze diagonalizovat v tom smyslu, že ji lze zapsat ve tvaru A = UDV∗, kde D ∈Mn(R) je diagonálńı
matice maj́ıćı na diagonále singulárńı hodnoty matice A a matice U, V ∈ Mn(R) jsou unitárńı. Pokud je matice A
pozitivně semidefinitńı, má matice D na diagonále vlastńı č́ısla matice A a matici U můžeme volit tak, že U = V
(matice U je určena vektory v1, . . . , vn jednoznačně, jen když jsou všechna vlastńı č́ısla kladná). Pokud je matice A
samoadjungovaná, má matice D na diagonále absolutńı hodnoty vlastńıch č́ısel. Podle diagonalizačńı věty lze ale i ji
zapsat ve tvaru A = ŨD̃Ũ∗, kde D̃ ∈Mn(R) je diagonálńı matice maj́ıćı na diagonále vlastńı č́ısla matice A a matice
U ∈Mn(R) je unitárńı.

(2) SVD rozklad se použ́ıvá k odhadu hodnosti matice. Ta je podle předešlého rovna počtu nenulových singulárńıch
hodnot matice.


