
Cvièení z RPZ { Bayesovské rozhodováníVojtìh Fran, Martin Urban19. øíjna 20051 Bayesovské rozhodování1.1 Bayesovské rizikoNeh» X znaèí mno¾inu pozorování (pøíznakový prostor), Y mno¾inu skrytýh(odhadovanýh) parametrù, d : X ! Y rozhodovaí strategii, a W : Y � Y ! Rztrátovou/pokutovou funki.Bayesovské riziko zvolené strategie d(x) se de�nuje vztahem1:R(d(x)) = ZXXy p(x; y)W (d(x); y)dx (1)= ZX p(x)Xy p(yjx)W (d(x); y)dx ; x 2 X; y 2 Y (2)1.2 Bayesovské rozhodováníBayesovské rozhodování pøedpokládá znalost apriorníh pravdìpodobností p(y)a podmínìnýh pravdìpodobností p(xjy) (tj. pravdìpodobnosti pozorování x pøistavu y).Cílem bayesovského rozhodování je nalézt takovou strategii db(x), která mi-nimalizuje bayesovské riziko R(d(x)):db(x) = argmind(x) R(d(x)) (3)Pro jednodu¹¹í odvození optimální strategie db(x) pøedpokládejme dále zero-one ztrátovou funki W :W (d(x); y) = 0, d(x) = y (tj. pro správné rozhodnutí)1Volba integraèníh symbolù R a P ve vztahu (1) impliitnì pøedpokládá x ze spojitédomény a y z diskrétní. Tato volba odpovídá pøíkladu øe¹eném v tomto vièení.1



W (d(x); y) = 1, d(x) 6= y (tj. pro hybné rozhodnutí)Dosazením zero-one W do rovnie (1) získáme vztahR(d(x)) = ZX p(x) Xy: y 6=d(x) p(yjx)dx ; (4)z kterého je ji¾ zøejmé, ¾e optimální strategie db(x) rozhoduje na základì maximapravdìpodobnosti p(yjx): db(x) = argmaxy p(yjx) (5)(Dk.: p(x) je pro v¹ehny strategie stejné, minimum rizika (4) je tedy urèenosumou. Pokud rozhodujeme dle maxima, tj. d(x) = ymax = argmaxy p(yjx),neobjeví se tato maximalní p(ymaxjx) ve zmínìné sumì a tudí¾ je tato sumanejmen¹í mo¾ná. Pøi jakémkoliv jiném rozhodnutí d(x) 6= ymax, bude suma zahr-novat p(ymaxjx) a bude tedy zákonitì v¾dy vìt¹í (èi alespoò rovna té minimální).)Ukázali jsme, ¾e optimální bayesovská strategie db(x) rozhoduje na základìmaxima aposteriorní pravdìpodobnosti p(yjx)db(x) = argmaxy p(yjx) :V bayesovské rozhodovaí úloze se ale znalost aposteriorního rozdìlení p(yjx)nepøedpokládá. Pøedpokládá se pouze znalost p(y) a p(xjy). Vyjádøeme tedy db(x)pomoí apriorníh p(y) a p(xjy). Pro pøehlednost se omezíme pouze na dvì tøídyy 2 f1; 2g.Dle optimální strategie db(x) bude pozorování x pøiøazen skrytý stav 1, právìtehdy kdy¾ p(1jx) � p(2jx) : (6)Jeliko¾ p(yjx) = p(xjy)p(y)=p(x) (bayesùv vzore), lze (6) snadno pøevést nap(xj1)p(1) � p(xj2)p(2) ;o¾ je ekvivalentní zápisu p(xj1)p(xj2) � p(2)p(1) : (7)Shrnutí: Pokud známe apriorní pravdìpodobnosti p(1); p(2) a rozdìlení v rámitøíd p(xj1); p(xj2), potom umíme na základì nerovnie (7) optimálnì klasi�ko-vat pozorování x 2 X do tøíd k 2 f1; 2g. (Optimálnì ve smyslu minimilizaebayesovské hyby (1) pøi zero-one ztrátové funki W ).2



1.3 Risk bayesovského rozhodováníRisk optimální strategie db(x) = argmaxy p(yjx) za pøedpokladu zero-one ztrátovéfunke W lze vyjádøit jakoR(db(x)) = ZX p(x) Xk 6=argmaxy p(yjx) p(yjx)dx = (8)= ZX p(x)[1�maxy p(yjx)℄dx = (9)= 1� ZX p(x)maxy p(yjx)dx = (10)= 1� ZX maxy p(y)p(xjy)dx (11)ÚlohaBayesovský odhad vyzkou¹íme na jednoduhém pøíkladì. Jsme postaveni pøedproblém navrhnout klasi�kátor umístìný u vhodu do budovy FEL, který buderozpoznávat pohlaví pøiházejíí osoby (¾ena/mu¾) na základì jediného pøíznaku(napø. délka vlasù). Budeme pøedpokládat, ¾e od studijního oddìlení známe po-èet studentek i studentù, (tj. známe apriorní pravdìpodobnosti p(¾ena), p(mu¾))a dále podmínìné rozdìlení pravdìpodobností pxjy(xj¾ena), pxjy(xjmu¾), tj. prav-dìpodobnost délky vlasù x u ¾en a u mu¾ù. Cílem je navrhnout klasi�kátor s mi-nimální bayesovskou hybou.Podmínìné pravdìpodobnosti pxjy(xj¾ena), pxjy(xjmu¾) budou gausovská roz-dìlení a budou zadány støední hodnotou a rozptylem.1. Uka¾te, ¾e diskriminaèní funke bayesovské strategie, za pøedpokladu, ¾epxjy(xj¾ena), pxjy(xjmu¾) jsou gausovského rozdìlení, mù¾e být vyjádøenajako kvadratiká funke.2. Pro p(¾ena) = 0:25;p(mu¾) = 0:75;pxjy(xj¾ena) = N(25; 10);pxjy(xjmu¾) = N(10; 5);vypoètìte parametry optimální kvadratiké diskriminaèní funke a baye-sovský risk. K výpoètu bayesovského risku pou¾ijte funki bayeserr.m.Ruènì vypoètené parametry diskriminaèní funke ovìøte pomoí funkebayesdf.m.
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3. Na simulovanýh dateh ovìøte funkènost nalezeného klasi�kátoru. Porov-nejte hybu namìøenou na dateh s bayesovským riskem z bodu 2. Porov-nejte hybu optimální strategie s hybou jiné rozhodovaí funke (napø.mírnì pozmìòte parametry optimální strategie).Testovaí data vygenerujte funkí gmmsamp.m. Syntaxe jedata = gmmsamp(strut('Mean',[m1 m2℄,'Cov',[1 2℄,'Prior',[p1p2℄),N), kde m1, m2 jsou støední hodnoty a 1, 2 jsou variane hustotpravdìpodobnosti pxjy(xj1), pxjy(xj2); p1, p2 jsou apriorní pravdìpodob-nosti a N je poèet vzorkù, které se vygenerují. Promìná data.X obsahujegenerované pozorování a data.y odpovídajíí hodnoty skrytého parame-teru.4. Vypoètìte risk optimální bayesovské strategie pro apriorní pravdìpodob-nosti p(¾ena) = 0:1; 0:2; :::; 0:9. Výsledky zakreslete do grafu.
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