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1 Bayesovské rozhodovani

1.1 Bayesovské riziko

Necht X zna¢i mnozinu pozorovani (pfiznakovy prostor), ¥ mnozinu skrytych
(odhadovanych) parametri, d : X — Y rozhodovaci strategii, a W :Y xY — R
ztratovou/pokutovou funkei.

Bayesovské riziko zvolené strategie d(z) se definuje vztahem':

Rid@) = [ S ple, )W (dla), y)do (1)

= [ @) S pyln)W (). yda, we Xyey 2)

1.2 Bayesovské rozhodovani

Bayesovské rozhodovéani predpoklada znalost apriornich pravdépodobnosti p(y)
a podminénych pravdépodobnosti p(x|y) (tj. pravdépodobnosti pozorovani x pfi
stavu y).

Cilem bayesovského rozhodovani je nalézt takovou strategii dy(z), kterd mi-
nimalizuje bayesovské riziko R(d(z)):

dy(z) = ar(gj;(rmr)lin R(d(z)) (3)

Pro jednodussi odvozeni optiméalni strategie dy(z) predpokladejme déle zero-
one ztratovou funkci W:

W(d(z),y) =0 < d(z) =y (tj. pro spravné rozhodnuti)

Volba integra¢nich symbolii [ a Y ve vztahu (1) implicitné pfedpokladd z ze spojité
domény a y z diskrétni. Tato volba odpovida prikladu feSeném v tomto cviceni.



W(d(x),y) =1 < d(z) # y (tj. pro chybné rozhodnuti)

Dosazenim zero-one W do rovnice (1) ziskdme vztah

Rid@) = [ @) ¥ plyl)ds (4)

y: y#d(z)

7 kterého je jiz ziejmé, 7e optimalni strategie dy(x) rozhoduje na zédkladé maxima
pravdépodobnosti p(y|x):

dy(z) = arg;naXp(ylx) (5)

(Dk.: p(x) je pro vSechny strategie stejné, minimum rizika (4) je tedy urceno
sumou. Pokud rozhodujeme dle maxima, tj. d(z) = Yme = argmax, p(y|z),
neobjevi se tato maximalni p(Y,ae|z) ve zminéné sumé a tudiz je tato suma
nejmensi mozna. Pii jakémkoliv jiném rozhodnuti d(z) # ¥4, bude suma zahr-
novat p(Ymaz|z) a bude tedy zékonité vzdy vétsi (¢i alespon rovna té minimalni).)

Ukézali jsme, 7e optimdlni bayesovska strategie dy(z) rozhoduje na zékladé
maxima aposteriorni pravdépodobnosti p(y|z)

dy() = argmaxp(y|a)
Yy

V bayesovské rozhodovaci tloze se ale znalost aposteriorniho rozdéleni p(y|x)
neptedpoklada. Predpoklada se pouze znalost p(y) a p(x|y). Vyjadieme tedy dy(z)
pomoci apriornich p(y) a p(z|y). Pro prehlednost se omezime pouze na dvé tfidy
y € {1,2}.
Dle optimdlni strategie dj,(z) bude pozorovani x piitazen skryty stav 1, pravé
tehdy kdyz
p(1]2) > p(2l2) (6)

Jelikoz p(y|x) = p(x|y)p(y)/p(x) (bayestiv vzorec), lze (6) snadno prevést na

p(z[1)p(1) = p(z[2)p(2)

coz je ekvivalentni zapisu
x|l 2
p(z[1) > p(2) . (7)

p(x[2) ~ p(1)

Shrnuti: Pokud zndme apriorni pravdépodobnosti p(1), p(2) a rozdéleni v ramci
tiid p(z|1), p(z]2), potom umime na zakladé nerovnice (7) optimalné klasifiko-
vat pozorovani z € X do tfid £ € {1,2}. (Optimélné ve smyslu minimilizace
bayesovské chyby (1) p¥i zero-one ztratové funkci ).
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1.3 Risk bayesovského rozhodovani

Risk optimélni strategie dy(7) = argmax, p(y|r) za pfedpokladu zero-one ztratové
funkce W lze vyjadrit jako

Rid(a) = [ pla) 3 plyk)dr = (8)

k#argmax, p(y|z)

(
= /p(a;‘ 1—maxp(y|3:)] = (9)

X

p(w) max p(y|z)de = (10)

max p(y)p(x|y)dz (11)
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Uloha

Bayesovsky odhad vyzkouS$ime na jednoduchém prikladé. Jsme postaveni pied
problém navrhnout klasifikaitor umistény u vchodu do budovy FEL, ktery bude
rozpoznavat pohlavi pfichazejici osoby (Zzena/muz) na zékladé jediného piiznaku
(napt. délka vlasii). Budeme predpokladat, Ze od studijniho oddéleni zndme po-
Cet studentek i studentt, (tj. zname apriorni pravdépodobnosti p(zena), p(muz))
a déle podminéné rozdéleni pravdépodobnosti p,, (x|Zena), p,y, («|muz), tj. prav-
dépodobnost délky vlasti x u zen a u muzi. Cilem je navrhnout klasifikator s mi-
nimalni bayesovskou chybou.

Podminéné pravdépodobnosti p,, (2|Zena), g, (#|muz) budou gausovska roz-
déleni a budou zadany stiedni hodnotou a rozptylem.

1. Ukazte, 7ze diskriminac¢ni funkce bayesovské strategie, za predpokladu, ze
Pajy(z|Zena), p,,(x/muz) jsou gausovského rozdéleni, miize byt vyjadiena
jako kvadraticka funkce.

2. Pro
p(7ena) = 0.25,
p(muz) = 0.75,
Pajy(z|Zena) = N(25,10),
pT‘y(‘T‘mU%) N(107 5):

vypoctéte parametry optimalni kvadratické diskriminac¢ni funkce a baye-
sovsky risk. K vypoctu bayesovského risku pouzijte funkci bayeserr.m.
Rucné vypoctené parametry diskriminac¢ni funkce ovérte pomoci funkce
bayesdf .m.



3. Na simulovanych datech ovérte funkcénost nalezeného klasifikdtoru. Porov-
nejte chybu namérenou na datech s bayesovskym riskem 7z bodu 2. Porov-
nejte chybu optimélni strategie s chybou jiné rozhodovaci funkce (napft.
mirné pozménte parametry optimalni strategie).

Testovaci data vygenerujte funkci gmmsamp.m. Syntaxe je

data = gmmsamp(struct(’Mean’, [m1 m2],’Cov’,[cl c2],’Prior’, [pl
p2]1) ,N), kde m1, m2 jsou stfedni hodnoty a c1, c¢2 jsou variance hustot
pravdépodobnosti pgjy(x[1), pgy(2|2); p1, p2 jsou apriorni pravdépodob-
nosti a N je pocet vzorkt, které se vygeneruji. Proména data.X obsahuje
generované pozorovani a data.y odpovidajici hodnoty skrytého parame-
teru.

4. Vypoctéte risk optimalni bayesovské strategie pro apriorni pravdépodob-
nosti p(Zzena) = 0.1,0.2, ..., 0.9. Vysledky zakreslete do grafu.



