Vypocetni teorie strojoveho uceni
a

pravdépodobné skoro spravné
(PAC) uceni

PAC uceni



Koncept a hypoteza

« Koncept = redln¢ existujici tfida objektii vymezend na
znamem defini¢nim oboru (napf. 3D vektory redlnych Cisel).
Objekty klasifikujeme podle toho, zda ke konceptu patii nebo
nepatii. Obvykle zname jen konecnou mnozinu prikladii prvki
dan¢ho konceptu (pozitivni priklady), ptripadné 1 mnoZinu
prvkil, které ke konceptu nepatii (negativni priklady), které
dohromady tvofi kone¢nou trenovaci mnoZinu konceptu.

« Trénovaci mnozina konceptu nenabizi definici konceptu, ale
popisuje koncept implicitne (t.J. pomoci prikladui).

 Hypotéza = pokus o formalni charakterizaci (explicitni popis )
konceptu, napt. pomoci formule ve vyrokove logice (pravidla)
nebo mnozina aritmetickych vyrazi, ktera ma byt splnéna.

PAC uceni 2



Cil induktivniho strojového uceni

Na zakladé omezeného vzorku prikladd E

=E* U E-, charakterizovat (popsat)

I L D| zamyslenou skupinu objektd (koncept
| v ’ - ,
| K) tak, aby navrzeny popis (hypoteza
H)
A h——
¢ /1 f\ \ E
. \
) 1
g N : » pro prvky z E co nejlépe odpovidal
: — prave jen prvkim reprezentujicim

koncept, tj. prvkim z E*

a byl pouzitelny pro urceni prislusnosti
ke konceptu i pro objekty mimo E
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Kter¢ hypotezy hledame?

Hypotéza je pro trénovaci data E
. korektni, kdyz nepokryva zadny negativni priklad (E-).
. uplnd, kdyz pokryva vSechny pozitivni priklady (E¥).

Hledame konsistentni (= korektni + uplnou) hypotézu pro dana
trénovaci data.

Trénovaci data by m¢la mit stejnou distribuci jako vSechna data
o uvazovane uloze. Tento poZadavek ma byt zarukou toho, Ze
hypotéza se bude chovat nad daty, kterd nebyla v trénovaci
mnoziné, podobn¢ jako nad trénovaci mnozinou, tj. bude
,,vetSinou spravné* prirazovat klasifikaci .
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Korektni hypotéza
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Nekorektni hypotéza

uplna (complete)
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Vypocetni teorie strojového uceni

Véta o osklivém kacatku. Necht' E je klasifikovana trénovaci mnoZina pro
koncept K, ktery tvoii podmnozinu konecného defini¢niho oboru D vSech
myslitelnych instanci objektl, kter¢ lze popsat v uvazovaném jazyce pro
popis trénovacich dat.

Pokud E — D a E # D, pak pro kazdy prvek g € D\ E plati, ze nasl. hodnoty
— pocet korektnich a uplnych hypotéz pro E, pro ktere ,,g patii ke konceptu K*

— pocet korektnich a uplnych hypotéz pro E, pro které plati opak, tedy ,.,g nepatii ke
konceptu K*

jsou uplné stejné. Tedy pro libovolny objekt z mnoziny D \ E si nemizeme
byt jisti, zda do konceptu K patii (pravdépodobnost, Zze do konceptu patii je
totoZzna s pravdépodobnosti, Ze do n¢j nepatii).

Situace se zméni, jakmile jako hypotéza nemiize slouzit libovolnd podmnozina
definicniho oboru! Necht” napiiklad pro objekty v roviné uvazujeme jen
hypotézy odpovidajici konvexnim tvartim. Pak existuje fada objekth z D \ E

pro kter¢ si miuzZeme byt zcela jisti jejich klasifikaci! .



Vypocetni teorie strojoveho uceni

Prijeti néjakych omezeni na typ hledanych hypotéz tedy zvySuje Sanci na
to, Ze budeme schopni spravné rozhodovat o neznamych objektech.

V takovém pripad¢ je pfirozené, Ze piestaneme striktné trvat na tom, Ze
hledame korektni a Gplne hypotézy!

Cilem strojového uceni pak uz neni hledani presné sprdavné hypotézy, ale
hledani skoro spravné hypotézy (approximately correct), kterd splnuje
rozumné zvolené doplnkové poZadavky, napt. je dostatecné jednoducha, ma
predem stanoveny tvar (bias), ...

Hledame vhodny kompromis mezi pamétovymi naroky pro reprezentaci
konceptu a mezi pravdépodobnosti chybné klasifikace.
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Vychodiska vypocetni teorie stroj.u¢eni PAC

Vychozi pfedpoklad - stacionarita: Trénovaci i testovaci mnoZina jsou
vybirany z té€ze populace za pouziti totoZzn¢ distribuce pravdépodobnosti.

(Probably Aproximately Correct) PAC uceni: Kolik trénovacich prikladi je
treba, aby se podarilo eliminovat vSechny velmi Spatn¢ hypoteézy?

D defini¢ni obor s distribuci 6
X < D n¢&jaka mnozina prikladi (s distribuci )
f skutecny popis konceptu
H mnozina vSech moznych hypotéz, h € H je aktualni hypotéza
ery(h) =pravdépodobnost jevu ,, x € X a plati f(x) # h(x)*

= P({x: x € X s distribuci 0 a plati f(x) # h(x) } )

tuto hodnotu studuji ,,kfivky uceni
er(h) zkraceny zapis pro erp(h)
Hypotéza h je e-skoro spravna, pokud er(h) <eg
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Z.akladni otazka PAC

Bud’ m mohutnost trénovaci mnoziny

Muzeme urcit m tak, aby pouha konsistence hypotézy s
trenovaci mnozinou byla dostatecnou zdarukou toho, ze
Jjsme nasli skoro spravnou hypotezu?

Takovy odhad by mohl slouzit napt. jako voditko pri
shromazd'ovani €1 posuzovani trénovacich dat

V dalsim predpokladame, ze hledany popis konceptu f 1ze
najit v uvazovan¢ mnozin¢ hypotéz H (tedy existuje
korektni a uplna hypotéza pro dany koncept)
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Zakladni pojmy PAC

H prostor vSech hypotéz

f (hledany) cilovy koncept z mn. H

H, je € okoli f, tj. mnozina obsahujici
pouze ty hypotézy, jejichz
pravdépodobnost chyby je <€

e-$patna H - Hs

obsahuje prave ty hypoteézy,
jejichz prst chyby je vEétSi nez ¢

. H

Pokusme se odhadnout, za jakych okolnosti plati, Ze

P(hypotéza konzistentni se vSemi ucicimi priklady je z H )<0

e-Spatna
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Algoritmus M ucici se pojem ,,stredné velky objekt*,

jehoz definice ma tvar Interval, X Interval,

Pro vSechny vstupujici pozitivni pfiklady sledujte hodnoty MAX;a MIN, ve vSech
atributech i pro dosud prectené vzorky. Hypotéza necht’ je pak interval
<MIN, ,MAX,> X <MIN, ,MAX >

Tvrzeni:

K tomu, aby se tento algoritmus naucil v
skoro presné (s chybou mensi nez o)
hypotézu, kterd klasifikuje s chybou

mensSi nez g, staci, aby prohlédl

4/¢*In(4/9) prikladu.

Dukaz stoji na pozorovani:

Pro navrZeny algoritmus M plati ,,vSechny

generované hypotézy jsou konzistentni, %
tj. pro libovolnou navrzenou hypotézuh Z
plati, h < k™. '
. l X Do X
Tuto vlastnost budeme dale oznacovat jako
Inkluze.
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Dusledek Inkluze:

Pro libovolnou hypotézu h navrzenou algoritmem M plati, Ze pravdépodobnost jevu
,,novy objekt bude spliovat h (tj. spadne do odpovidajiciho intervalu)* je mensi nez
tato pravdépodobnost pro cilovy koncept k = <[,p> x <d,n>, ozn. P(K).

Jaka je pravdépodobnost toho, Ze novy objekt x
bude Spatn¢ klasifikovan? D

Jisté plati, ze P(x: h(x) # k(x)) < P(k). N v k ______ ,
Nebot’ P(x: h(x) # k(x)) = P(x: = h(x) & k(x))= i
= P(x: k(x) & h(x) # k(x)) < P(K). "
 Necht P(k) < g, pak jisté i pravdépodobnost » ¢ 4 é
chyby je mensi nez €.

« Necht P(k) > ¢ . Zvolme x, tak, aby se
vzorek nedostal do bezprostiedni blizkosti Z, ™' |

A

. . , v % PP AP IR I IS S S S,
t]. padne mimo levy sloupec ! /"”””””””””""’”
. d ! /}'????????????????????fo?}é
x, = inf{x: P(< x> X <d,n >) > ¢/4} : 5
Jisté plati P(</, x, > X <d,n >) > ¢/4, Lox o X

a tedy pravdépodobnost, Ze vzorek padne
mimo levy sloupec je mensi nez (1- €/4)
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Odhad poctu trénovacich prikladi pro koncept vyjadreny
intervalem (napfr. ,,stredné velky objekt*)

Pro m rtiznych vzorku plati:

Pravdépodobnost toho, Ze zadny z m vzorki se nedostane do
bezprostredni blizkosti leveho roku (kazdy vzorek padne
mimo levy sloupec), je mensi nez

(1- g /4)™

Tentyz postup lze pouzit i pro ostatni rohy:
Pravdépodobnost jevu ,,zadny prvek z trénovaci mnoziny
obsahujici m vzorki nepadnul do rohu * je mensi nez

4 (1-€/4)m<9
4(1-g/4)m=4em*e/h<§
m > 4/¢ * In(4/ 0)
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Odhad potfebneho poctu prikladu —

4

obecnv piipad *

Tvrzeni: Necht” h je hypotéza konzistentni se vSemi trénovacimi
priklady.

Pokud plati P(h H8 spatni ) <38, pak pravdépodobnost toho, ze
,,h je e-skoro spravna“ je vétsi nez (1- 5).

Zduvodnéni:
Predpokldaddame, ze v H existuje néjaka hypotéza konzistentni se
vSemi trénovacimi priklady. Jisté plati
P(h € H- H8—§patné) T P(h € H
Vime, ze H,=H - H_ .., a proto
P(h € H,) 2 (1-9).
h € H, znamena, Ze h klasifikuje prvky z X s chybou mensi nez
g, t]. h je e-skoro spravna
PAC uceni 15
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Za jakych okolnosti muzeme zajistit, aby pro h
konzistentni s trén. daty platilo P(h € H )<0?

g-Spatna

Necht’ b je libovolna opravdu Spatna hypotéza. Jde tedy o h., tz.
er(b) = pravdépodobnost jevu ,.x € X a plati f(x) # b(x)* > ¢,
t]. be H Plati:

e Pravdépodobnost, Ze b spravne klasifikuje 1 zvoleny priklad:
P(b spravné klasifikuje 1 zvoleny piiklad ) < (1-€)

* Pravdépodobnost, ze b spravné klasifikuje m zvol. prikladu:
P(b spravné klasifikuje m zvolenych prikladii ) < (1- ¢ )™

Pravdépodobnost, ze existuje prvek z H_ ;... = {b4,..., b }, ktery
spravn¢ klasifikuje m zvol. prikladu, je rovna pravdépod., Ze
,,b, spravné klasifikuje m zvolenych prikladi* nebo ...nebo
,.b, spravné klasifikuje m zvolenych ptikladu®, tj.

P(h = H8—§patnzi) = Zi Sk(l' € )m :|H8—§patné|*(1_ & )ms |H|*(1- & )m
Pokud [H|*(1- € )™ <9, pak jist€ P(h € H_,,m5) <O

PAC uceni 16

e-Spatna -



Za jakych okolnosti mizeme zajistit, aby P(h € H_ g,¢05) <0 ?

Staci, aby platilo [H|*(1- € )™ < d.

Pro|e| <1, plati, Ze (1- & )™ =g-&"m
Podminku Ize tedy piepsat do tvaru
In(|JH|*e-#™)<Ind cili In|H|-g*m<Ind
PostaCujici podminka pro pocet prikladiu m je tedy
m 2 (In |H| - Ind)/ € =1/ ¢ *(In |H| + In (1/0))

Mame-li k dispozici alespon 1/ € *(In |H| + In (1/0)) prikladi
a ucici algoritmus navrhuje hypotezu h, ktera je se vSemi
priklady konzistentni, pak pravdépodobnost toho, Ze ,,chyba h
je mensi nez € (h je e-skoro spravna)‘ je vétsi nez (1- 9).
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ProC davame prednost jednoduchym hypotézam?

Argument : Jednoduchych hypotéz je vyrazné méné nez
slozitych. Proto, pokud data odpovidaji nékteré z
jednoduchych h. , pak asi nejde o ,nahodny jev"

Occamova britva .
Nejlepsi hypotéza je ta nejjednodussi, ktera odpovida datlim.

Souvisejici problémy:
- procC zrovna tato mala mnozina?
- pozor na pouzity jazyk!

William of Ockham, born in the village of Ockham in Surrey
(England) about 1285, was the most influential philosopher of the

14th century and a controversial theq}g&i&&.ﬂi

witten & eibe




Prakticke pouziti odhadu poctu prikladu
m = =1/ ¢ *(In |[H| + In (1/3))

Necht Hg(n) je mnozina vsech bool. funkci pro m bool. atributu, tj.
zobrazeni z n-tic skladajicich se z 0 a1 do {0, 1}.

» Velikost definicniho oboru: 2"
* Pocet funkci z mnoziny mohutnosti a do { 0, 1}: 22

Tedy mohutnost Hg(n) je 2?2

Postacujici podminka pro pocet prikladu mgz(n), které potiebujeme k
tomu, abychom se skoro spravné naucili koncept popsany
booleovskou funkci o n atributech, je

mg(n) = ¢/ € *(2" + 1g (1/9)),

Tedy: mame-Ii se skoro spravné naucit koncept popsany obecnou bool.
funkci, pak potifebujeme vice nez 2" prikladi. Jinymi slovy: musime
znat cely defini¢ni obor! Véta o osklivem kacdtku.
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Dusledek odhadu

Je-11 H mnozina moZznych hypotéz, pak se 1ze skoro spravné (s
pravdépodobnosti vétsi nez (1- 0) ) naucit hypotézu, jejiz
chyba je mensi nez g, pokud mame m trénovacich prikladu a
platim =1/ ¢ *(In |H| + In (1/3)). (i)

Pozorovani: m je funkci |H|

Podari-l1 se nam ziskat né¢jakou dopliikovou informaci (omezeni
na tvar pripustnych hypotéz), ktera zhora omezuje rozsah H,
pak vystaCime s menSim poc¢tem trénovacich prikladu !!! Zde
hraje vyznamnou roli doménova znalost.

Pokusme se

« provest odhad mohutnosti mnoziny hypotéz pro nékteré bézné
typy hypoteéz (rozhodovaci stromy,...)

e a zjistit vliv tohoto odhadu na poZzadovany pocet trénovacich
prikladi
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Odhad mohutnosti mnoziny hypotéz pro rozhodovaci seznam

(lin. reprezentace stromu) %

L jazyk obsahujici pfesn€ n binarnich atributu
Q) def. obor uvazovane¢ho konceptu ma tedy 2™ riznych prvki
Rozhodovaci seznam (decision list) v jazyce L,  je uspofadany
seznam R=[ t,:c,, ... ,t_:c ]|, kde
— t. jetest vyjadreny ve tvaru konjunkce literalt z L
— ¢, €10,1} je pfirazena klasifikace.
Necht' 0 € Q, pak R(o) = ¢, kde t.je prvni test, ktery objekt o
splituje (4. t,(0)=0, ...,t(0)=0, t(o)=1). Pokud t(0)=0 pro
vSechna k < m, pak R(o) =0

Kazdy strom hloubky m (délka nejdelsi vetve) mnebo formuli v disjunktivni
normdlni formé Ize napsat jako rozhodovaci seznam v jazyce L : napr-
(s;&s;&nots;) v (nots, & s, & not s,) odpovida

[ (s; & s; & nots;):1, (nots; & %Ac(!;culélegit S¢):1] )



Odhad mohutnost1 k-DL(n) *

Necht’ £-DL(n) je mnozina vSech rozhodovacich seznamu, jejichz testy

maji piipustnou délku omezenou pevné zvolenym Cislem k < n. Jak
ovlivni volba k mohutnost mnoziny hypotéz?

Odhad mohutnosti H, je-li prostor hypotez 1-DL(n)

|1-DL(n) | < pocCet permutaci z n (tedy n! ) krat 5”.

Z pevné zvolené permutace lze totiz vytvorit 5" riznych rozhodovacich seznamu
(test je bud’ ,,nezarazen‘ nebo je pouzit s nebo negace a s vysledkem 1, 0).

|1-DL(n)| < n! = 5"
ProtoZe In (n!) < n * In n, plati

In| 1-DL(n) | < In( n! *5")< O (n * In n) + n In5
Skoro spravneho uceni 1ze dosahnout pii poctu trénovacich priklada

m = =1/ ¢ *(In |H| + In(1/3)), coz je pro 1-DL(n) ¢islo srovnatelné s (n * 1g n).
Tato je vyrazné méné néZ mohutnost 2” celého uvazovaného defini¢niho oboru
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Odhad mohutnosti A~-DL(n) *

Conj(n,k): pocCet ruznych konjunkci nejvyse k literdlu sestrojenych
Z n atributu.

Conjl(n,j): pocCet vSech konjunkci presne j literalu sestrojenych z n
atributi (pomocna veliCina pro odhad Conj(n,k)).

Postupujeme takto

ConjO(n,j) <2/*nJ =(2n)’/ clen vyjadiujici,,znaménko* atomu

Conj(n,k) <2 ._,., ConjO(n, i

<X 20) =202 n¥1 1)/ 2 n-1) 20 (n*) (ii)

Horni odhad pro pocet prvka A-DL(n): Rozhodovaci seznam je vlastné usporadana
posloupnost neopakujicich se prvki z Conj(n,k), z nichZz kazdy je klasifikovan
jednou z hodnot {0,1, x }, kde ,x* chapeme tak, Z7¢ dana konjunkce
v rozhodovacim seznamu neni. Ziejme tedy

k-DL(n) | < 3 IConiG:%) | |Conj(j,k) |!
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Odhady mohutnosti k-DL(n) a |k-DL(n) | *

Vime, Ze |k-DL(n) | < 3 IConiG:hI |Conj(j,k) |! Z toho plyne, Ze
In |k-DL(n) | < |Conj(j,k) | In 3 + In (Conj(j,k))!

Pouzitim vztahu Ig n! < n * 1g n dostdavame

In |k-DL(n) | < [Conj(j,k) | * ( In 3 + In|Conj(j,k)|)
<Om*)*(n3+In O(m*)~ O @m*In(nk))

Po dosazeni do vzorce m 2 1/ € *(In [H| + In (1/3)) dostavame odhad pro hypotezy
ve tvaru rozhodovaciho listu

m, o (n) E c/e (O (n*1nn* )+ (1/5))

Pro rozhodovaci stromy s omezenou hloubkou je odhad jesté pon€kud nizsi, protoze
pro mohutnost prostoru hypotéz plati

k-DT(n) | & 3 IConiGih) |

Odpovidajici pocet trén. prikladu je npag it Zc/e (n*+ (1)) 24



Véta o PAC uceni rozhodovaciho stromu

Necht’ objekty jsou charakterizovany pomoci » binarnich
atributii a necht’ pfipoustime jen hypotézy ve tvaru
rozhodovaciho stromu s maximalni délkou vétve k.
Dale necht’ 0, € jsou mald pevné zvolena kladna Cisla
blizka 0. Pokud algoritmus strojového uceni
vygeneruje hypotézu ¢, ktera je konzistentni se vSemi
m piiklady trénovaci mnoziny a plati

m2m, yr(n)2c(n* +1n(1/8))/¢
pak ¢ je e-skoro spravna hypotéza s pravdépodobnosti
vétsi nez (1-0), t.J. chyba hypotézy ¢ na celem
definicnim oboru konceptu je menSi nez & s
pravdépodobnosti vétsi nez (1-9).
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N¢ktera zajimava pozorovani

vyplyvajici z PAC uceni

« Je mozné naucit se koncept z omezené mnoZiny trénovacich
prikladi skoro spravné 1 pokud moznych hypotez je nekonecné !

e Pf1uceni se hypotéz z koneCné mnoziny moznych h. byva pocet
potfebnych piikladd funkci nk, kde n je pocet atributi pouzitych v
popisu prikladu a k charakterizuje sloZitost hypotézy (napft. pro
rozhodovaci strom je k jeho maximalni hloubka) - Ize dosahnout
snizeni tohoto cCisla?

« Zména reprezentace trénovacich prikladu. PouZivané metody:

» Snizeni poctu atributl prostfednictvim novych odvozenych
atributu, které jsou funkci néjaké skupiny ptivodnich atributii
(NN, statisticke feSeni — Support Vector Machine)

» Eliminace zbyte¢ného zavadéni novych atributl (napt. pii
pievodu multirelacni tlohy na atributovou)

» zjiStovani relevance PAC ugeni 26



