1. Orientujte úplný graf K4 tak, aby vznikl graf se 1,2,3 nebo 4 silnými komponentami.

[]Graf s jednou komponentou je silně souvislý, stačí orientovat jedním směrem hrany na některé kružnici procházející všemi čtyřmi uzly a ostatní hrany lze orientovat libovolně. Některou kružnici délky 3 orientujeme jedním směrem a zbylé tři hrany vedoucí do čtvrtého uzlu orientujeme všechny shodně směrem „do něj“ (nebo „od něj“). Tak vzniknou dvě komponenty. Tři komponenty získat nelze, protože pak by jedna musela obsahovat dva uzly a cyklus délky 2, K4 však neobsahuje násobné hrany, které by takový cyklus umožnily. Pro 4 komponenty je nutno orientovat K4 tak, aby vznikl acyklický graf, uzly očíslujeme a každou hranu orientujeme od menšího čisla k většímu.
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2. Najděte všechny navzájem neizomorfní orientace grafu na obrázku, které ho učiní silně souvislým.

[]Možnosti jsou pouze dvě, jak ukazuje druhý obrázek.

 




3. Nakreslete binární strom s 15 uzly a s hloubkou 3. Uzly očíslujte od 1 do 15 stejně jako v binární haldě. Hrany orientujte od uzlu s menším čísle do uzlu s větším číslem. Přidejte hrany (15, 3), (12, 4), (9, 3), (6, 2), (3, 1) orientované od od uzlu s větším číslem do uzlu s menším číslem. Kolik silných komponent obsahuje vzniklý graf?

[] Jednu silnou komponentu tvoří uzly 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, každý ze zbylých osmi uzlů tvoří samostatnou silnou komponentu, takže máme celkem 9 silných komponent.

4. Graf je silně souvislý. Všem hranám v grafu obrátíme orientaci. Bude výsledný graf opět silně souvislý? Uveďte buďto argument pro zachování silné souvislosti  nebo  najděte protipříklad.
[] V silně souvislém grafu existuje pro každé dva uzly x , y cesta P1 z uzlu x do uzlu y a cesta P2 z uzlu y do uzlu x. Po obrácení orientace povede cesta P1 z uzlu y do uzlu x a cesta P2 z uzlu x do uzlu y. Bude tak i v "obráceném" grafu mezi každými dvěma uzly x, y existovat cesta tam i zpět, tudíž i  "obrácený" graf bude silně souvislý.

5. Graf je acyklický. Všem hranám v grafu obrátíme orientaci. Bude výsledný graf opět acyklický? Uveďte buďto argument pro zachování acykličnosti  nebo  najděte protipříklad.

[] Kdyby byl výsledný graf nebyl acyklický, pak by obsahoval cyklus. Tento cyklus by před obrácením orientace byl ale rovněž cyklem, pouze opačně orientovaným, tudíž by původní graf nebyl acyklický.

6. Graf je acyklický. Přidáme jedinou orientovanou hranu mezi jeho dva uzly a graf se stane silně souvislý. Uveďte příklad.
[] Stačí, aby původní graf byl slabě souvislý, obsahoval pouze jeden kořen a jeden list a přidaná hrana vedla z listu do kořene. Například ve čtvercové mřížce orientujme vodorovné hrany směrem na východ a svislé hrany směrem na jih. Vznikne acyklický graf. Přidaná hrana povede z jihovýchodního rohu mřížky do  severozápadního rohu.

7. Dva orientované grafy G1, G2 prohlásíme za slabě ekvivalentní, pokud jejich kondenzace mají stejný počet uzlů. Jaká je asymptotická složitost ověření slabé ekvivalence dvou grafů? 

[] Oba algoritmy, Tarjanův přímo a Kosaraju-Sharirův algoritmus po triviální úpravě, jsou schopny registrovat počet silných komponent grafu. Složitost tedy bude  Θ(|V1|+|E1|+|V2|+|E2|) = Θ(max(|V1|, |E1|, |V2|, |E2|)),

 kde G1 = (V1, E1),  G2 = (V2, E2).
8. V jakém čase lze vytvořit kondenzaci grafu?

[] V Tarjanově algoritmu při odstraňování uzlů ze zásobníku si u každého uzlu poznamenáme, zda je reprezentanta ("kořen") silné komponenty, do níž tento uzel patří. To je operace s konstantní složitostí, čímž se složitost Tarjanova algoritmu nezmění. Po jeho doběhnutí vytvoříme nový graf bez hran, jehož uzly jsou pouze reprezentanti. Poté projdeme všechny původního grafu a do nového grafu přidáme každou takovou hranu, která spojuje různé komponenty (což ověříme v konstantním čase) a navíc se v kondenzaci dosud nevyskytuje. To, že se hrana v kondenzaci dousud nevyskytuje můžeme ověřit nejlépe s pomocí rozptylovací tabuky. S každou hranou, kterou vložíme do kondenzce, si do tabulky uložíme dvojici čísel silných komponent, která hrana spojuje. Pokud pro určitou hranu zjistíme, že příslušná dvojice uý v tabulce je, do kondenzace ji nepřidáme. Složitost tedy bude Θ(|E| ∙max(I, F)), kde I je složitost vkládání a F je složitost hledání v naší tabulce. Typicky by obě tyto hodnoty měly být konstantní.

9. Máme slabě souvislý graf. Pro každý jeho uzel x platí, vstupní i výstupní stupeň x se navzájem rovnají. Různé uzly mohou mít ale vstupní (a tím i výstupní) stupně různé. Příklad takového grafu je na obrázku. Zdůvodněte, že každý graf s těmito vlastnostmi musí být silně souvislý. Použijte následující obrat: Dejme tomu, že by 

graf nebyl silně souvislý. Pak by v něm existovala silná komponenta, ze které by nevedly ven žádné jiné hrany, ale nějaké hrany by vedly do ní  (tato komponenta by odpovídala listu v kondenzaci grafu). Nyní uvažte čísla A = součet všech výstupních stupňů uzlů v této komponentě a B = součet všech vstupních stupňů uzlů v této komponentě.  Jaký je vztah mezi čísly A a B?  

[] Podle toho, že uzly mají stejný výstupní i vstupní stupeň  musí být A = B.  Když ale uvážíme uzly uvedené komponenty dojdem k tomuto: Součet výstupních stupňů všech uzlů v této komponentě je roven počtu hran v této komponentě, protože jinam hrany z ní nevedou. Součet vstupních ustupňů všech uzlů v této komponentě je roven počtu hran v této komponentě  plus počtu hran do této komponenty vstupujících, což je nenulové číslo, takže máme A ( B, což je spor, takže původní graf nemůže nebýt silně souvislý.

10. Profesor Tonhamil tvrdí, že v slabě souvislém orientovaném grafu existuje Hamiltonovská cesta právě tehdy, když kondenzace tohoto grafu má tvar orientované cesty. Opravte ho a najděte protipříklad k jeho tvrzení

[] Platí pouze implikace: Když Hamiltonovská cesta existuje, potom kondenzace musí být ve tvaru orientované cesty. Protipříklad vidíme na obrázku.    

11. Neorientovaný graf typu (r) vytvoříme takto: Zvolíme dvě disjunktní množiny uzlů A = {a1, a2, ... ar}, B = {b1, b2, ... br},  nad množinou A vytvoříme úplný graf, nad množinou B vytvoříme úplný graf a do grafu přidáme hrany (a1, b1), (a2, b2) ..., (ar, br). Pro která r bude výsledný graf Eulerovský?  
[] Pro r sudá a také pro r = 1.
