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DIJKSTRUV ALGORITMUS



Single-source shortest path

Vstup:

e Orientovany graf G = (V, E)
e kazda hrana ma nezapornou vahu

e pocatedni vrchol s
Vystup:
e Pro kazdy vrchol v € V' spoltéme
L(v) = délka nejkratsi cesty z s do v.
Predpoklady:

e (pro pohodlnost) V3e je dostupné z s.

e Délky hran jsou nezaporné.



Priklad

Jaké jsou délky nejkratSich cest z vrcholu s do vrcholli s, v, w,t v grafu
na tabuli?
e 0,1,2,3
e 0,1,4,7
e 0,1,4,6
e 0,1,3,5
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Neumime redukovat problém na BFS?

1. Nepocita uz BFS nejkratsi cesty v linedrnim case?
e Ano, ale lc =1 pro vSechny hrany e € E/
2. Neslo by nahradit celoCiselné vahy cestami jednotkové délky?

o Neskaluje, problém se mize znacné zvétsit.

Regenim je Dijkstrliv algoritmus.



Pseudokod

function DIJKSTRA-ALGORITHM(graph, s) returns shortest path to

each v
X + {s} > Mnozina vrchold, pro které zndme L(v)
Als]=0 > Spoctend délka cesty
Bls] = emptypath > Spoctend cesta
while X # V do

(v*,w*) < hrana (v,w) e Esve X, w¢ X, kterd
minimalizuje
A[U] + l(v,w)
X + X U{w*}
Alw*] = A[v*] + Ly )
Blw*] = Blv*] U (v*,w*)
end while
end function



Priklad




KOREKTNOST DIJKSTROVA ALGORITMU



Korektnost Dijkstrova algoritmu

Tvrzeni (Dijkstra, 1959) Pro kaZzdy orientovany graf s nezipornymi
délkami hran Dijsktriv algoritmus spocte korektné vsechny nejkratsi cesty
z vrcholu s, tj.

Yo eV : AJv] = L(v).



Indukci pres pocet iteraci.



Naivni implementace

e Stihnéte si graf, na kterém budeme Dijkstriv algoritmus testovat.
Naimplementujte algoritmus podle pseudokddu, ktery je ve slidech.
Snazte se o co nejjednodussi implementaci
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IMPLEMENTACE DIJKSTROVA ALGORITMU




Priklad

Jaky je ¢as béhu, pokud Dijkstriv algoritmus naimplementujeme naivné
podle pseudokédu?
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Lepsi implementace?

e Stéle opakujeme operaci hledani minima.

e Neslo by tyto opakované vypocty urychlit pomoci lepsi organizace dat?
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e Datova struktura co provadi operace insert a extract-min v
O(logn).
e Perfektné vyvazeny binarni strom.

e V kazdém vrcholu je splnéna vlastnost haldy: velikost klice je mensi nez
velikosti klict potomki.

e extract-min- odebereme vrchol, na jeho misto vloZime posledni uzel
a probublame doli

e insert- vlozime na konec a probublame nahoru

e Déale mdme moZnost odebrat z prostfedku (probublavani nahoru nebo
doldi podle potfeby)
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Dijkstra s prioritni frontou.

Invariant 1 V haldé mdme vrcholy z mnoZiny V' \ X.
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Dijkstra s prioritni frontou.

Invariant 1 V haldé mdme vrcholy z mnoZiny V' \ X.
Invariant 2 Pro kaZdy v ¢ X plati, Ze key[z| je nejmensi Dijkstrovo
hladové skére ze vsech hran (u,v) € E su € X (popF. 0o, neexistuje-li

takovd hrana)

Pokud udrzime tyto invarianty pravdivé, pak extract-min vede ke
spravnému vrcholu w*, ktery pridame do X v dalSim kroku algoritmu.
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Jak udrzet Invariant 2 pravdivy?

e Méni se mnozina hran, kterd pfechazi hranici z X do V' \ X.

e PFidanim w se mohlo sniZit minimalni skére.
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Jak udrzet Invariant 2 pravdivy?

e Méni se mnozina hran, ktera pfechazi hranici z X do V' \ X.

e PFiddnim w se mohlo snizit minimalni skére.

KdyzZ je w pfidano, provedeme nésledujici kroky:
for each (w,v) in E do
odeber v z haldy
prepotitej key[v] = min{key[v], A[w] + Ly}
znovu vloz v do haldy
end for
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Cas béhu (list sousednosti)

e n — 1 krat provedeme operaci extract-min

e Kazda hrana zplsobi maximalné jednu dvojici operaci delete a
insert.

o Cas béhu je tedy

O((n—1)logn+mlogn) = ((m+n)logn).
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Cas béhu (matice sousednosti)

Pro nalezeni vSech hran, co vedou z vrcholu je tireba ©(n) prace.

Nepottebujeme haldu, nalezeni minima staéi v ©(n).

Misto haldy postacuje pole.

e n — 1 operaci extract-min

Pro kazdou ©(n) prace, celkem tedy

o(n?).
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Vzorova implementace Dijkstrova algoritmu

e Zkuste nejprve naimplementovat Dijsktriv algoritmus sami.

e V Javé napt.
http://keithschwarz.com/interesting/code/?dir=dijkstra.

e Fibbonacciho halda je pouze pro lepsi asymptotickou slozitost.
Poskytuje stejné operace jako klasicka binarni halda, pouze je v souctu
rychlejsi. Implementace je na http:
//keithschwarz.com/interesting/code/?dir=fibonacci-heap.
Pokud pouzijete PriorityQueue z knihoven Javy, tak kéd bude
pomalejsi.

e V C+4+ je implementace napf. http://www.geeksforgeeks.org/
greedy-algorithms-set-6-dijkstras-shortest-path-algorithm/.
(Pozor, implementace je tentokrat pro matici sousednosti.)
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PRESTAVKA



Programovaci priklady

e Zacnéte nejprve s grafem, ktery mate na strankach.

e Nejprve naimplementujte Dijsktriv algoritmus tak, aby pouzival
zabudovanou haldu (pozor na problém s ¢asovou slozitosti). Poté
zkuste pouzit haldu vlastni.

priklady.
e Jednoducha: UVA 10986 - Sending email
o Stredné tézka: UVA 10801 - Lift Hopping
e Teézsi: UVA 11635 - Hotel booking

21


https://uva.onlinejudge.org/index.php?option=onlinejudge&page=show_problem&problem=1927
https://uva.onlinejudge.org/index.php?option=onlinejudge&page=show_problem&problem=1742
https://uva.onlinejudge.org/index.php?option=onlinejudge&page=show_problem&problem=2682

References

e heavily inspired by Tim Roughgarden’s online courses,
http://theory.stanford.edu/~tim/videos.html

e Robert Sedgewick and Kevin Wayne, Algorithms,
http://algs4.cs.princeton.edu/home/, namely
http://algs4.cs.princeton.edu/44sp/
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DEKUJI ZA POZORNOST.
CAS NA OTAZKY!
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