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Topologické oč́ıslováńı

Definice (Topologické oč́ıslováńı) Topologické oč́ıslováńı
orientovaného grafu G = (V, E) je bijekce f : V 7→ 1, 2, . . . , k taková, že

(u, v) ∈ E ⇒ f(u) < f(v).

Proč nás zaj́ımá topologické oč́ıslováńı?

• V jakém pǒrad́ı je ťreba vystudovat p̌redměty, abychom měli splněné
prerekvizity.

• V jakém pǒrad́ı skládat výrobek.
• Aplikace v mnoha algoritmech.
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Existence topologického oč́ıslováńı

Věta Graf má topologické oč́ıslováńı právě tehdy, když neobsahuje
orientovaný cyklus.

Grafy bez orientovaných cykl̊u se nazývaj́ı acyklické, angličtině directed
acyclic (DAG).
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Naivńı p̌ŕıstup

• Každý DAG muśı obsahovat vrchol, ze kterého nevedou hrany
• Tento vrchol odstrańıme (s odpov́ıdaj́ıćımi hranami) a opakujeme
• Všechny dosažitelné vrcholy muśı být v č́ıslováńı, abychom mohli

vrchol odstranit

function Dummy-topsort(graph) returns topological sort f

v ← sink vertex
f(v) = n

Dummy-topsort(graph \ {v})
end function
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Prohledáváńım do hloubky
function Topological-Ordering(graph) returns topological ordering f of the
graph

f ← empty ordering
currnet-label = Vertices-Count(graph)
for all node ∈ graph do

if Unvisited(node) then
Depth-First-Search(graph, node)

end if
end for

end function

function Depth-First-Search(graph, s)
Mark-Visited(s)
for all edges (s, v) do

if Unvisited(v) then
Depth-First-Search(graph, v)

end if
end for
f(s) = current-label
current-label = current-label− 1

end function
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Př́ıklad
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Čas běhu a korektnost

• Běž́ı v O(m + n).
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nejkratš́ı cesty v dag



Hledáńı nejkraťśı cesty v DAG

Necht’ G = (V, E) je vážený orientovaný acyklický graf a s je vrchol z V .
Nalezněte délky nejkraťśıch cest L z s do každého v ∈ V .
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Dynamické programováńı

• Definujeme jak řešit věťśı problém pomoćı známých řešeńı
podproblémů.

• Podobné rekurzi, ale
• jdeme odspodu, ne shora a
• řešeńı podproblémů máme prvńı.
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Základńı myšlenka

Známe-li nejkraťśı cesty do p̌redchůdc̊u vrcholu v, pak stač́ı vybrat

min
(u,v)∈E

L(u) + cu,v.

Vrcholy projdeme v topologickém pǒrad́ı.
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Pseudokód

function SSSP-DAG(graph, s) returns shortest path to each v

dist[v] =
{
∞, v 6= s,

0, v = s.

spočti topologické oč́ıslováńı grafu
for all v ∈ V v topologickém pǒrad́ı do

dist[v] = min(u,v)∈E{dist[u] + cu,v}
end for

end function
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Př́ıklad
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Jiný p̌ŕıstup

• Hodnoty můžeme ”tlačit“ vp̌red

function SSSP-DAG(graph, s) returns shortest path to each v

dist[v] =
{
∞, v 6= s,

0, v = s.

spočti topologické oč́ıslováńı grafu
for all (v, w) ∈ E v topologickém pǒrad́ı do

dist[w] = min{dist[w], dist[v] + cv,w}
end for

end function
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Př́ıklad
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Analogické algoritmy

• Nejkraťśı cesta mezi dvěma vrcholy s a t

• Nejdeľśı cesta v DAG
• Dva p̌ŕıstupy
• min nahrad́ıme za max
• ceny vah vynásob́ıme −1

• Počet cest v grafu
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V čem je DAG jednoduš̌śı

• Čas běhu je O(m + n) (pro porovnáńı Dijkstra O((m + n) log n)
• Uḿıme řešit i nejdeľśı cesty (jinak NP-úplný problém)
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Vzorová implementace

• Zkuste nejprve naimplementovat hledáńı nejkraťśıch/nejdeľśıch cest
sami.

• https:

//www.geeksforgeeks.org/find-longest-path-directed-acyclic-graph/

• https:

//www.geeksforgeeks.org/shortest-path-for-directed-acyclic-graphs/

• https://cs.stackexchange.com/questions/3078/

algorithm-that-finds-the-number-of-simple-paths-from-s-to-t-in-g
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Přestávka
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záporné hrany u nejkratš́ıch cest



Single-source shortest path

Vstup:

• Orientovaný graf G = (V, E)
• každá hrana má nezápornou váhu
• počátečńı vrchol s

Výstup:

• Pro každý vrchol v ∈ V spočtěme

L(v) = délka nejkraťśı cesty z s do v.

Předpoklady:

• (pro pohodlnost) Vše je dostupné z s.
• Délky hran jsou nezáporné.
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Př́ıklad

Jaké jsou délky nejkraťśıch cest z vrcholu s do vrchol̊u s, v, w, t v grafu
na tabuli?

• 0, 1, 2, 3
• 0, 1, 4, 7
• 0, 1, 4, 6
• 0, 1, 3, 5
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Dijkstr̊uv algoritmus

function Dijkstra-Algorithm(graph, s) returns shortest path to
each v

X ← {s} . Množina vrchol̊u, pro které známe L(v)
A[s] = 0 . Spočtená délka cesty
B[s] = emptypath . Spočtená cesta
while X 6= V do

(v∗, w∗)← hrana (v, w) ∈ E s v ∈ X, w 6∈ X, která
minimalizuje

A[v] + l(v,w)

X ← X ∪ {w∗}
A[w∗] = A[v∗] + l(v∗,w∗)
B[w∗] = B[v∗] ∪ (v∗, w∗)

end while
end function
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Př́ıklad
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Př́ıklad

Dijkstra na grafu se záporně ohodnocenými hranami.
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Zkusme p̌ridat kladnou konstantu ke všem hranám.

• Problém, že nejkraťśı cesta nemuśı být stále nejkraťśı.
• Cesty maj́ı rozd́ılnou délku!
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Závěr

• Dijkstra může spoč́ıst špatně nejkraťśı cestu, pokud graf obsahuje
záporně ohodnocené hrany.

• Dijkstr̊uv algoritmus je rychlý, ale ne vždy korektńı.
• Dijkstr̊uv algoritmus se špatně distribuuje.
• Řešeńım je Bellman-Fordův algoritmus
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Definice nejkraťśı cesty v grafu s cykly záporné délky

• Funguje naše dosavadńı chápáńı nejkraťśı cesty pro graf s cykly
záporné délky?

• Nefunguje. Nejkraťśı cesta občas neexistuje.

• Zkusme spoč́ıst nejkraťśı cestu z s do v, která neobsahuje cyklus.
• NP-těžký problém ...

• Předpokládejme, že graf neobsahuje cyklus se zápornou délkou.
• Chceme, aby algoritmus byl schopný takovýto cyklus objevit.
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Př́ıklad

Necht’ graf G neobsahuje cyklus se zápornou délkou. Pak plat́ı:

1. Pro všechny vrcholy existuje nejkraťśı cesta s nejvýše n− 1 hranami.
2. Pro všechny vrcholy existuje nejkraťśı cesta s nejvýše n hranami.
3. Pro všechny vrcholy existuje nejkraťśı cesta s nejvýše m hranami.
4. Každá nejkraťśı cesta může obsahovat libovolný počet hran.
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Single-source shortest path, revisited

Vstup:

• Orientovaný graf G = (V, E)
• každá hrana má váhu le

• počátečńı vrchol s

Výstup:

1. Pro každý vrchol v ∈ V spočtěme

L(v) = délka nejkraťśı cesty z s do v.

nebo
2. Identifikujeme cyklus se zápornou délkou.
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bellman-ford̊uv algoritmus



Aplikace DP na SSSP

• Podcesta nejkraťśı cesty je sama o sobě nejkraťśı cestou.
• Omeźıme problém podle počtu hran v nejkraťśı cestě.

Máme tedy jeden podproblém na

1. každý vrchol v

2. počet hran, které p̌ripoušt́ıme na nejkraťśı cestě.
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Lemma Necht’ G = (V, E) je orientovaný graf s délkami hran le a
počátečńım vrcholem s. Pro všechny v ∈ V a i ∈ N označme jako P

nejkraťśı cestu z s do v s nejvýše i hranami (cykly jsou povoleny). Pak
plat́ı

1. pokud má P nejvýše i− 1 hran, pak je i nejkraťśı cestou z s do v s
nejvýše i− 1 hranami;

2. pokud má P právě i hran s posledńı hranou z w do v, pak cesta P ′ je
nejkraťśı cestou z s do w s nejvýše i− 1 hranami.
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Důkaz
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Př́ıklad

Kolik existuje kandidátu pro optimálńı řešeńı pro podproblém zahrnuj́ıćı
vrchol v a i hran?

1. 2
2. 1 + in− degree(v)
3. n− 1
4. n
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Bellman-Fordův algoritmus

• Necht’ Li,v je délka nejkraťśı cesty z s do v, která p̌ripoušt́ı nejvýše i

hran.
• Pak ∀v ∈ V, i ∈ N plat́ı

Li,v = min
{

Li−1,v,

min(w,v)∈E{Li−1,v + lwv}.

Korektnost vycháźı z p̌redchoźıho lemmatu.
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Pokud graf G neobsahuje cyklus záporné délky

Pokud graf G neobsahuje cyklus záporné délky, pak

• nejkraťśı cesty neobsahuj́ı cykly,
• maj́ı nejvýše n− 1 hran,
• stač́ı uvažovat pouze i do n− 1.
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Pseudokód

function Bellman-Ford(graph, s) returns shortest path to each v

A← prázdné pole indexované i a v

A[0, s] = 0
∀v ∈ V \ {s} : A[0, v] =∞
for i = 1 to n− 1 do

for each v ∈ V do
A[i, v] = min

{
A[i− 1, v], min(w,v)∈E{A[i− 1, w] + lwv}

}
end for

end for
end function
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Př́ıklad
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Př́ıklad

Jaký je čas běhu Bellman-Fordova algoritmu?

1. O(n2)
2. O(mn)
3. O(n3)
4. O(m2)

40



Předčasné zastaveńı

• Pokud se nic nezměńı pro nějaké j < n− 1, pak v́ıme, že

∀v ∈ V : A[j, v] = A[j − 1, v]

• Nic se nezměńı ani pro j + 1, ani nikdy dále.
• Můžeme zastavit výpočet ďŕıve.
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detekce záporných cykl̊u



Co se stane p̌ri existenci cyklu záporné délky

Tvrzeńı G nemá cyklus záporné délky

⇔

pokud p̌ridáme jednu iteraci B-F algoritmu, pak
∀v ∈ V : A[n− 1, v] = A[n, v].
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Důkaz
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Vzorová implementace Bellman-Fordova algoritmu.

• Zkuste nejprve naimplementovat Bellman-Fordův algoritmus sami.
• V Javě nap̌r.

http://www.geekviewpoint.com/java/graph/bellman_ford_shortest_path.
• V C++ je implementace nap̌r. http://www.geeksforgeeks.org/

dynamic-programming-set-23-bellman-ford-algorithm/.
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Programovaćı p̌ŕıklady

• Jednoduchá: UVA 558 - Wormholes
• Sťredně těžká: UVA 436 - Arbitrage (II) (Řešeńı je na daľśıch slidech,

ale zkuste na ně p̌rij́ıt sami a neč́ıst ho.)

46
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Arbitrage detection

• Máme p̌revodńı kurzy několika měn.
• Detekujeme cyklus, kde je součin kurz̊u ≥ 1.

• Formulujeme jako detekci negativńıho cyklu po nahrazeńı délek hran
zápornou hodnotou jejich logaritmu.
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Přestávka

48



floyd-warshall̊uv algoritmus



All-pairs shortest path

Vstup:

• Orientovaný graf G = (V, E)
• každá hrana má váhu le

Výstup:

1. Pro každou dvojici vrchol̊u u, v ∈ V spočtěme délku nejkraťśı cesty z u

do v.
nebo

2. Identifikujeme cyklus se zápornou délkou.
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Souvislost s p̌redchoźımi

APSP se redukuje na n voláńı SSSP.

Algoritmus Čas běhu Př́ıpustná data
n voláńı Dijkstry O(mn log n) nezáporné délky hran

n voláńı Bellman-Forda O(mn2) obecný graf
Floyd-Warshall O(n3) obecný graf

Johnson1 O(mn log n) obecný graf

11 voláńı B-F, n voláńı Dijkstry
51



Proč daľśı algoritmus pro hledáńı nejkraťśıch cest?

• Floyd-Warshall funguje i pro záporné délky hran v čase O(n3)
• Lepš́ı než Bellman-Ford spuštěný n-krát
• V hustých grafech srovnatelný s n běhy Dijkstry
• Dodnes je otev̌renou otázkou, zda lze dosáhnout v hustých grafech

výrazně lepš́ıho času než O(n3)
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Rekurzivńı struktura

• Podobně jako u Bellman-Forda omeźıme vrcholy, p̌res které cesta z s

do t může procházet
• Omeźıme se na konkrétńı výběr vrchol̊u
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Hlavńı myšlenka

Lemma Necht’ G neobsahuje cyklus záporné délky a vrcholy
V = {1, 2, . . . , n} jsou oč́ıslované a necht’ V (k) = {1, 2, . . . , k}.
Zafixujme počátek i ∈ V a ćıl j ∈ V . Necht’ P je nejkraťśı cesta (bez
cyklu) z i do j taková, že všechny vniťrńı vrcholy jsou z V (k). Pak plat́ı
jedna z následuj́ıćıch možnost́ı.

• Pokud neńı k na cestě P , pak P je nejkraťśı cesta z i do j s vniťrńımi
vrcholy z V (k−1).

• Pokud je k vniťrńım vrcholem cesty P , pak je zde jednou a P lze
rozdělit na dvě podcesty P1 z i do k a P2 z k do j. Přitom plat́ı že obě
dvě cesty maj́ı vniťrńı vrcholy z V (k−1) a jsou nejkraťśımi cestami bez
cyklu mezi odpov́ıdaj́ıćımi vrcholy.
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Př́ıklad

Necht’ A je trojrozměrné pole indexované A[i, j, k] uchovávaj́ıćı délky
nejkraťśıch cest z i do j p̌res vrcholy z {1, 2, . . . , k}. Jak bude
inicializované A[i, j, 0] pro p̌ŕıpady, kdy i = j, (i, j) ∈ E a (i, j) /∈ E (v
tomto pǒrad́ı):

1. 0, 0,∞
2. 0, ci,j , ci,j

3. 0, ci,j ,∞
4. ∞, ci,j ,∞
5. ∞, ci,j , 0
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Pseudokód

function Floyd-Warshall(graph) returns minimal path between
all pairs of nodes

A← Empty-3D-array(n, n, n)

A[i, j, 0] =


0 if i = j,

cij if (i, j) ∈ Vertices(graph),
∞ otherwise.

for k = 1 to n do
for i = 1 to n do

for j = 1 to n do

A[i, j, k] = min {A[i, j, k − 1], A[i, k, k − 1] + A[k, j, k − 1]}
end for

end for
end for
return A[., ., n]

end function
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Detekce cyklu záporné délky

• Co se stane, máme-li v grafu cyklus záporné délky?

• Alespoň jedno A[i, i, n] bude záporné.
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Rekonstrukce cesty

• Stač́ı si zapamatovat pole B[i, j] udávaj́ıćı nejvyš̌śı vrchol na cestě z i

do j

• V́ıme, že daný vrchol na cestě, je, můžeme ji rozdělit
• p̌ri druhém p̌ŕıpadu, kdy voĺıme

A[i, j, k] = A[i, k, k − 1] + A[k, j, k − 1] nastavujeme B[i, j] na k
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Vzorová implementace Floyd-Warshallova algoritmu.

• Zkuste nejprve naimplementovat Floyd-Warshall̊uv algoritmus sami.
• Implementace nap̌r.

https://www.geeksforgeeks.org/floyd-warshall-algorithm-dp-16/.
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https://www.geeksforgeeks.org/floyd-warshall-algorithm-dp-16/


Programovaćı p̌ŕıklady

• UVA 423 - MPI Maelstrom
• UVA 186 - Trip Routing
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https://uva.onlinejudge.org/index.php?option=com_onlinejudge&Itemid=8&page=show_problem&problem=364
https://uva.onlinejudge.org/index.php?option=onlinejudge&page=show_problem&problem=122
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Děkuji za pozornost.
Čas na otázky!
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