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Zikladni oznaceni a pojmy

7

Je-li pojem oznafeny symbolem "#7, znamena to, Ze v zavéru této kapitoly

detA
AT
A—l

ok
ek
ok
ok
ok
ok

ko

Rk

*k

*sf

json uvedeny nékteré jeho vlastnosti. Je-li pojem oznadeny "#+”, znamend to, ze
je definovan v textu skripta.

determinant matice A

matice transponovana k matici A

matice inverzni k matici A

jednotkovd matice typu (n/n)

mno#ina realnych &isel

mnoZina pfirozenych &isel

kartézsky soudin mnoZin Aq, Az, ..., Ay

AxAx-- xA
n—krat

supremumn mnoziny A7

maximum munoziny M

zéklad pfirozenych logaritmu
Ludelfovo &slo
faktoridl pfirozeného ¢isla n
nl=n-(n—-1)-{n-2)-...-3-2-1
n!

kombinaéni éislo definované vztahem —————
Elln — k)
funkee z mnoZiny H do mnoeziny K

nevlastni limita funkce F' v minus nekoneénu
nevlastui limita funkce F' v nekonednu

limita funkce F' v bodg g zleva

st¥edni hodnota ndhodné veliciny X

rozptyl ndhodné veliciny X

modus nadhodné velidiny X

100 o« procentni kvantil nahodné veliciny X
kovarince nahodnych velidin X a Y

koeficient korelace ndhodnych veliéin X a YV
gama funkee

normalni rozdéleni s parametry ji, o2
cistribuéni funkee N{0, 1}

hustota N{0,1)

100 o - procentni kvantil N(0,1)

v? - rozddleni [Pearsonovo rozdéleni] s n stupni
volnosti

100 o - procentni kvantil x?(n)

-1
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) s 1 - rozdéleni [Studentovo rozdélend] s n stupni
volnosti

;o) #% 100 o - procenini kvantil {(n)

F(ny,n2) «+ F - [Fisherovo - Snedecorovo] rozdéleni
s ny. ne stupni volnosti

F{ny,ne;a) #x 100 - procentni kvantil F(ng,nz)

Di{n;a) w4 kritickd hodnota Kelmogorovova testu

Wartézskv soudin mnozin

JsowBi Ay, Ay, ..., A, libovolné neprazdné mnoziny, potom Ay % Ag 3 -+ < Ay
je mno¥ina, jejiz prvky jsou viechny moZné n-tice vytvorené tak, Ze prvai ¢len n-
tice je prvek mmoZiny A, druhy élen n-fice je prvek mneziny Az, .., n-ty élen
-tice je prvek mnoZiny A, Zapsino formalné

Ay x Ay x oo XA, = «{(m,(z,g ..... tnd; a1 € Ay ag € Ao,y € An}.

{0,1) x {0,2) = {(:):,y); e {01, ye (O,Z}}.

Spodetna mnozina
Munoginu M povaiujeme za spofetnou, wa-li tolik prvki, kolik je pfirozenych
&isel. Presnéii fodeno: muoZina M je spodetnd, kdyZ existuje vzajemnd jednoznadéné

sobrazeni mnoziny N na muozinu M.
Napi. mnoZina celfch &sel jo spofetnd; neprazdny interval (@,b) neni spocetna
INTIOZINA.

Supremnm mneZiny
Bud M neprazdnd podmuoZina muoZiny realnych éisel. Redlné dislo £ (pokud

excistuje) se naz§va supremum muozny M (znafime § = sup M ), jestlize

1) pro kazdé a € M je « <&,

2) &islo € je nejmend z ¢isel majici vlastuost 1).
Nap¥. mnozina {0,0.4) stejné jako muoZina (0. 0.4) mé supremum (.4. Mnozina
{0, o0) nema supremun

Poznamka

Definice, véty i pifklady jsou v ramei kazd¢ kapitoly dslovany zvlast tak, ze
napf. v kapitole 2 musi po piikladu 2.1 nésledovat priklad 2.2.

Odkaz na vétu 3.1 v ésti Teorie pravddpodobnosti [Matematickd statistikal
Znamena, ze se odvolaviame na vétu 3.1 z ¢asti Teorie pravdépodobnosti [Matema-
ficka statistika]. Odkaz na vétu P - 3.1 v éast Matematicka statistika znamend,
e se odvolavame na vetu 3.1 2 &sti Teorie pravdépodobnosti.

Alternativai mornost uvadime v hranatyeh zavorkéach, #asti ndzvoslovi, které
se nékdy vynechavaji, jsoun v zavorkich kulatych. Konec piikladu je znaéen &,
konec dikazu je oznacen L
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TEORIE PRAVDEPODOBNOSTI

Piedmétem teorie pravdépodobnosti je zkoumén{ zédkonitosti ndhody, Ndhodu
lze charakterizovat jako souhrn drobnych vliviy, které nelze zcela nebo vibec zjis-
tit. Pravé nadhoda je piicinou toho, Ze vysledek nékterych éinnosti nebo procesu
nejsme schopni s jistotou pfedpovédét. Dale se hudeme takovy¥mi éinnostmi a
procesy zab¥vat.

1. Pokus, nahodna velicina, ndhodny
vektor, vybérova rozdélovaci funkce,
histogram |

S pojmem pokus jsme se jiZ viichni setkali a béZng jej poufivame. Pravdou
ale je, Ze bychom jiZ asi hafe formulovali, co si pod timto pojmem pfedstavujeme.
Nekterl autofi definuji pokus nasledovné.

Definice 1.1. Pokus je jakakoliv éinnost nebo proces, které jsou libovolné mnoho-
krat opakovatelné a které se uskutedniuji za pevné vymezené soustavy podminek.

Podminky, o nichZ hovori definice pokusu, jsou nenahodné a byvail éasto ex-
plicitné ¢ unplicitné obsaZeny % v nazva pokusu. Jsou to tzv. definiéni podminky
pokusu. Definice pokusu overn pfipouti, Ze na vysledek pokusu piisobi jesté dalsi
faktory (vlivy), obecné ndhodné. Tyto faktory nejsou mezi definiénimi podmin-
kami pokusu. Kazdy z nich musi nabyvat alespon dvou raznych stavi, jinak by
patfil mezi nendhodné vlivy. Dale se omezime na ty pokusy, u kterych hraje roli
viiv ndhody. Spravné bychom je méli nazyvat ndhodné pokusy, ale slovo ndhodné

budeme vynechavat.

Je-li napt. pokus nazvan hod hraci kostkou, je jeho ndzvem jiZ vyslovena
(nebo nevyslovena?) fada podminek, které jej definuji. Predpoklada se mimo jiné,
ze kostka Je krychlového tvaru, je z homogenniho materidlu, je hozena uréitym
zpusobem atd. Mezi ndhodné vlivy zaradime napf. polohu kostky v ruce (kelimku,
hazecim strof, ...) pfi pofatku hodu, rychlost a smér hodu.

Zabyvat se budeme jen takovymi pokusy, n kterych je vysledkem kaZdého
opakovani n-tice redlnych ¢isel, kde n je pevné pifirozené éislo.

Mnozinu viech teoreticky moZnych vysledki pokusu znaéime () a nazyvame
zakladni prostor pokusu. KaZdou n-tici redlnych éisel 1ze chapat jako bod prostoru
R™, proto je  podmnoZzinou R™.
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Rekli jsme, ze v¥sledek pokusu nelze s jistotou piedvidat. Tento neznamy
vysledek (tj. vysledek pokusu do té doby, neZ pokus provedeme) budeme nazyvat
nahodny vektor a znaéit (X;,X»,...,X,). Kdyz provedeme pokus a zapiseme
vysledek, dostaneme n-tici redlnych &sel (w1, z2, ..., 2y ), tov. realizaci ndhodného

vektoru. Slozky nahodného vektoru tedy znaéime velkymi pismeny, slozky rea-
lizace nahodného vektoru pak odpovidajicimi malymi pismeny. MnoZinu viech
teoreticky mognych vysledki pokusu §) nazyvame v této souvislosti obor hodnot
ndhodného vektoru. Je-li n = 1, nazfvame ndhodny vektor ndhodnd velid¢ina nebo
proménns a znadime X, jeji realizaci pak .

Uvedme nékteré pifklady pokusil, ndhodnych veliéin a ndhodngch vektori:

Piiklad 1.1. UvaZujme hod hraci kostkou a sledujme podet ok, které padnou
pii jednom hodu touto kostkou. Je to &nnost, kterou lze libovolné mnohokrat
opakovat a visledkem kaZdého opakovani je jedno z &isel 1, 2, ..., 6. Jedna se
tedy o pokus se zakladnim prostorem Q@ = {1,2,...,6}. Neznamym vysledkem
pokusu je zde nahodna velitina X, tj. pocet ok, které padnou pii jednom hodu
hraci kostkos.

&

Piikiad 1.2. Nahodné vybirdme bod z intervalu {0,2). Jedna se zfejme o pokus.
Necht X je z-ova soufadnice bodu, ktery bude vybran. Ziejmé X je nahodna
velifina s oborem hodnot & = (0,2).

&

Piiklad 1.3. Vyberme konkrétni kiiZovatku samostatné fizenou svételnym sig-
nalizaénim zafizenim podie pevné nastaveného signalizaéniho planu. Zapisujme
podet zastavenych, pocet piibrzdéngch a pocet volné projetych vozidel za hodinu.
Je to opét dinnost, kterou lze libolné mnohokrat opakovat a vysledkem kaZdého
opakovéni je trojice celych nezdpornych cisel. Jde tedy o pokus. Necht X [V,
resp. Z] je podet vozidel, které zastavi [pfibrzdi, resp. volné projedou] béhem ho-
diny na dané kiizovatce. Potom (X,Y,Z) je ndhodny vektor s ohorem hodnaot
QLT e PR L2 o R0, 02

Piiklad 1.4. Vyrab&jme betonové krychle o hraneé délky deset centimetry, kaz-
dou 7z nich nejprve zvaZme a potom podrobme tlakové zkousce pevnosti. Zapifme
obé v¥sledné hodnoty jako dvojici redlnych éisel (z, y), kde z je hmotnost krychie
(v kg) a y je minimalni tlak potfebny k jejimu rozdreeni (v MPaj. O mnoZiné
Q mornjch visledki je ziejmé, Ze je podmnoZinou mnoziny (0, oo) x [0, oo) a
tedy podmnozinou R%. Jde o pokus. Necht X je neznamy vysledek vazeni a ¥
je neznamy vysledek tlakové zkousky. Potom (X,Y) je ndhodny vektor s oborem
hodnot §2. P¥ikladem realizace ndhodného vektoru (X,Y) je uspofadana dvojice
(2.3,31.8).

&

I ! v T e v g
Piiklad 1.5. Pro zjidténi kvality nové vyvinutého méficiho piistroje provadime
mefeni mezi dvéma niveladnimi body. Spravna hodnota vysledku je znamé predem.
Zapisujeme chybu mé&feni. Mnozina moznych vysledku §) je zfejmé podmmnoZina

10
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R, jedna se tedy o pokus. Necht X je ndhodn4 chyba méfeni, potom X je nahodné
veli¢ina s oborem hodnot (2.

&

Obsahem zbyvajici casti kapitoly je motivace pojmi pravdépodobnost a roz-
délovaci funkee. Definice téchto pojml budou uvedeny a% v kapitole t¥et] a druhé.

Podobné jako s pojmem pokus jsme se véichni jiz setkali s pojmem pravds-
podobnost a v nejjednodusdich piipadech ji umime vypoditat. Kazdy z nds asi
vi, Ze pravdépodobnost padnuti sudého poétu ok pii jednom hodu hraci kostkou
je 1/2. K tomuto zévéru dospéjeme na zikladé toho, %e kostka je homogenni,
tj. kazdy vysledek pokusu je stejné mozny a zédkladni prostor pokusu je koneénd
mnozina. Samoziejmé, Ze tato skuteénost neznamena, 7e kdyz napi. desetkrat ho-
dime kostkou, musi sudy podet ok padnout pétkrat. Kdyhychom ale mnohokrat
hodili kostkou, mél by v piblizné poloving hodii padnout sudy podet ok. Podobné
pravdépodobnost, ze v piikladu 1.2 vybereme bod z intervalu < 0,1 > za pied-
pokladu, ze kazdy bod ze zékladniho prostoru ma stejnou ,Fanci® byt vybran
je 1/2. Kromé stejné Sance jsme vyuZili skutetnosti, ze zakladni prostor je pod-
mnoZinou R koneéné délky. Pravdépodobnost, Ze podet volné projetych vozidel
kiizovatkou béhem hodiny je maximalné 75, resp. pravdépodobnost, Ze pevnost
materialu je maximalné 31 MPa jiZ samozfejmé tak trividlnimi dvahami nejsme
schopni spoditat.

Z uvedenych piipada je snad patrné, zZe nds budou v technickych aplikacich
spise zajimat ty situace, kdy nelze pouZit zadnou z vyse uvedenych tivah a ani
s intulel nevystadime.

Zavedeme tedy pojem pravdépodobnosti tak, jak se v technickych aplikacich
pravdépodobnost prakticky po€ita, tj. pomoci tzv. rozdélovaci funkee. Ukazeme,
ze nami uvedend definice zahrnuje vyfe uvedené pfipady, ale i mnohem obeecngjsi
situace.

Nejprve je ale zapotiebi zavést pojem rozdélovaci funkee. Uvédomme si, Ze
vyroky ,.Bud dan pokus se zdkladnim prostorem ©.* a ,Bud dén ndhodny vektor
(X1.X2,..., Xy} s oborem hodnot .% vlastné znamenaji totéz.

Omezme se nyni na piipad nahodné velidiny X s ohorem hodnot & C R.
Naznacime, jak si lze predstavit rozdélovaci funkei v souvislosti s tzv. v¥bérovou
rozdélovael funkel nahodné velidiny X.

Provedme n-krat pokus a oznaéme i, nejmensi a Tp.x nejvétdl ze zjiste-
nych hodnot. Interval (£min, #max) nDazyvadme variaéni obor. RozloZfme nyni vari-
acni obor na k disjunktnich tiid Q;, j = 1,2,..., k. Pfi rozkladu dbame zpravidla
techto zasad.

1. Je-1i mezi ziistényni hodnotami jen maly pofet navzajem riznych hodnot,
volime kaZdou hodnotu za tfidu ;. Tato situace odpovida pfipadu, kde je €2
konefnd nebo spofetnd mnoZina. Mluvime o tzv. prostém tfidéni.

2. Je-ll mezi zjisténymi hodnotami znaéné velky podet riznych hodnot vo-
lime za tiidy ; intervaly. Tato situace odpovida pfipadu, kde je Q nespodetné
mnoZina, napr. interval. Pfitom délky intervali volime zpravidla stejné. Dopo-
rucuje se, aby intervald bylo 5 — 20 podle podtu pokusi n. Mluvime o tzv.
skupinovém tiidéni.

Necht n; znac¢i pocet vysledkd, kieré padly do tiidy ;. Cislo n; nazyvime

L1
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absoluini fetnost t¥idy ;. Potom ziejmé

ny+ Nzt ng=mn

Cislo f; = ~L nazyvame relativni Cetnost t¥idy ;. Ziejmé
ftfatotfe=1

Oznacme déle m{€);) poéet prvlki [délku] t¥idy {; v ptipadé prostého [skupino-
vého] tfidéni.
Definujme nyni redlnou funkei g, pfedpisem

n; .

v o EE. @S0 §e denangh

mw:{WM®ﬁP””€JJ S
0 jinak

Funkei ¢, budeme nazyvat vybérova rozdélovaci funkee néhodné velidiny X, jeji
graf budeme nazyvat histogram.

Zvétinjme pofet n provedeni pokusu do nekonefna a necht (proti (mluve)
také poet k t¥id O, stoupd aZ na pocet rovny pottu bodi mnoZiny {2, Potom
posloupnost funkel g, konverguje n¢kdy (nezkoumejme jak a kdy) k limitnd funkei
- oznafme ji g. Tuto funkel budeme nazyvat rozdélovaci funkee nahodné veliciny
¥V daliim se budeme zabyvat pouze takovimi pokusy, u nichz konvergence

nastava.

Piiklad 1.6. V prikladu 1.1 zapisujme pocet ok, které padnou pii jednom hodu
hraci kostkou. Stokrat jsme hodili touto hraci kostkou. Jedno a dv& oka padla
15-krat, tii, pét a Sest ok padlo 17-krat a Syfi oka 19-krat. Urdete vybérovou
rozdélovaci funkel a histogram.

Regeni. Nechf X je pofet ok pii jednom hodu hraci kostkou, potom je obor hod-
ot © nahodné velidiny X mno¥ina {1,2,3,4,5,6}. Jedné se o koneénou mnozinu,
svolime tedy prosté tfidéni a polofime §; = j. i =1,...,6. Vysledky tiidéni
snazornime formou tabulky rozdéleni éetnosti {tabulka 1.1)

( Trida Ty fj
2 1 15 0.15
Q. 2 15 0.15
Qs 3 17 0.17
Q4 4 19 0.19
Q5 5) 17 0.17
Qs 6 17 0.17
Soucet 1 100 1.00

Tabulka 1.1: Rozdéleni fetnosti pottu ok pii hodu hraci kostkou

Vzhledem k tomu, ze m(Q;) = 1, destédvame vyhérovou rozdélovaci funkei
0.15 pro z=12
0.17 pro =z =3,56
0.19 pro z=4
0 jinak

gro0(z) =

3

i2



http://pdfxchange.phpshop.cz
http://pdfxchange.phpshop.cz

[pbates
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b---m

Eooce
- ia
Emeg

0z lze zndzornit graficky pomoci histogramu {obrazek 1.1 a})

a)

G

0,2
015
c1

0,058

Obrézek 1.1: a) Histogram poctu ok pro 100 hodi a 6 ti{d

b) Rozdélovaci funkce podtu ok pfi jednom hodu hraci kostkou

Uvédomme si, ze &islo n; lze povaZovat za ,odhad Sance”, Ze vysledek pokusu
zde Qj, tj., Ze na kostce padne § ok, za imluvy, Ze jistotu vyjadifujeme jednickou
nemoZnost nulou. Déle zfejmé

[N

W

Z gn(z) = 1.
_ =i rozdélovaci funkee pfi hdzeni homogenni kostkou by asi méla byt funkce

1

— pro x=1,2,...,6

g(x):{s i :
0 jinak

“2 graf je na obrézku 1.1 b). Sanci, %e padne &slo > pak vyjadiuje ziejme g(z)

N

12=z2lné a opét plati

> gle)=1.
&

Prikiad 1.7. V piikladu 1.4 zapisujine pouze vysledek véZeni (v kg) Dejme tomu,
2z —mame n = 100 krychli vyrobenych za stejnych podminek a po jejich zvazeni

sz obdrZeli nasledujict vysledky (v kg):

13
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na vysledek z puvodniho Q4 idedlné.

25 1 950 i
15 + o)
7z
)
05+ -
0 = | - % %_‘1’*‘— -~
17 1,9 21 23 o 25 27

Obréazek 1.3: Histogram vahy betonové kostky pro 500 méfeni a 20 tfid

&

Castdji se pozaduje, aby vytka obdélnika nad t¥idami Q; byla rovna relativni,

resp. absolutni detnosti piisluiné t¥idy ;. Hovofime pak o histogramu relativnich,

resp. absolutnich Eetnosti. V piipadé skupinového tfidéni pak tyto histogramy uz

samoziejmé nezaruéuji, ze obsah obrazce ohranifeneho osou z a histogramem je

jedna. Podobné v pfipadé prostého t¥idéni neni jiZ souéet vysek ,obdélniki® roven
jedneé.

Tabulku rozdéleni Cetnosti a histogram &etnosti lze vytvofit i pomoci pro-
gramu EXCEL (v nabidce Néstroje — Analyza dat ... — Histogram) nebo po-
moci statistického software STATGRAPHICS (v nabidce STATS +— Descriptive
Methods —3 Descriptive Methods — Frequency Tabulation, Frequency Histo-
gram).

Charakter pokusu, a tedy i ndhodné veli€iny, lze hodnotit z mnoha pohlediy;
nas budou zajimat dva.

Prvni hledisko: Uréité nastane jedna z moZnosti:

Ia) VEechny rozdélovaci funkee jsou identické nebo se ligi tak malo, Zze jsme
ochotni je za identické povazovat.

Ib) Alesponi dvé rozdélovaci funkee jsou rizné.

Mi-li nahodna velidina viastnost Ta, znamend to, e nahodné faktory pisobi
pii velkém poétu opakovani pokusu v souhrnu jakymsi zpusobem zakonité. Tuto
vlastnost Jlidé ji# mnohokrat zkouseli prakticky provéfit, literatura uvadi naptiklad
dvacet &tyfi tisic hoddl stejnou minci {s vysledkem 12012 padnuti jedné a 11988
druhé strany mince).

V daldim se budem zabyvat vyhradné pokusy s vlastnosti la. To ma za disledek,
e ke kazdé ndhodné veliding - a vlastné teprve nyni pfi vlastnosti Ia bychom ji
méli nazyvat ndhodnou - bude existovat jedind rozdélovaci funkce g.

Druhé hledisko: Bud X nahodna velidina s rozdélovaci funkel g a oborem
hodnot §2. Lehce nahlédneme, %e musi nastat jedna ze ti{ nasledujicich situac:

Ta) Zakladni prostor £ je tvofen koneéné mnoha nebo spocetné mnoha body
a plati:

16
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mich/

2V Uz
oem e
I- -oven

pr. pro-

s ‘sme
r - 2sobl
= Tuto
e 2klad
& 1088
b-<edek,
oM ji
£~ orem
Eoech

bz body

)= 1.

T EQ

I1b} Zékladni prostor € je takova podmozina R, kterda ma nenulovou délku,tj.

=xistuje
/ dr

Q

= ‘e ruzny od nuly. Rozdélovaci funkee g je takova, Ze

1I¢) Neplati IIa ani ITh.

AMa-li ndhodna velitina vlastnost Ila, budeme ji nazyvat diskrétni, v piipadé
astnostl b budeme hovorit o spojité ndhodné veli¢ing. Jingmi nahodnymi veli-
“mami nei spojitymi a diskrétnimi se zabyvat nebudeme.

Analogicky jako vise bychom mohli zavést pojem vybérové rozdélovaci funkce
odného vektoru (X4, X,,...,X,,) a provést 1 dal3{ {ivahy. V tomto p¥ipadé je

=.» zakladni prostor Q podmnoZinou R™ a vyklad by nebyvl tak ndzorny, nemluvé
o grafickém mnazornéni, které méa vyiznam pro n < 2.

VYSOKE LGERT TECHMICKE v BRNE
a ni

Fa!

Krihou
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2. Diskrétni a spojity nahodny vektor,
pravdépodobnostni funkce a hustota

V této kapitole budeme definevat pojmy z jejiho nadpisu a uvedeme nékteré
Jjejich vlastnosti. Nejprve zaéneme piipadem nahodné veliiny a pak pfejdeme na
nahodny vektor.

Piipomefime, Ze jsme v kapitole 1 nahodnou velidinu s vlastnost! ITa chtéli
nazyvat diskrétni. V tomto pfipadé potom vétsina autorti pouziva ndzev pravds-
podobnostni funkee misto rozdélovaci funkce. Tedy je moZné definovat diskrétni
nahodnou veli¢inu a pravdépodobnostn{ funkei naptiklad takto:

Definice 2.1. Bud X ndhodna veli¢ina s oborem hodnot €. Rekneme, #e nahodns
velidina X je diskrétni {s pravdépodobnostni funkci p}, kdyvs
a)  je nejvySe spodetnd mno#ina,
b) funkee p: R — R ma ndsledujici viastnosti:
I} p(x) > 0 pro kazdé x € R,
2) p(z) = 0 pravé tehdy, kdvz r € Q,
ey 3> ple) =1.
ref)
Funkei p nagyvame pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny X. Znaéime X ~

2.

Zcela obdobné s uvdZenim vlastnosti IIb z kapitoly 1 obdrZime definici spo-
Jité nahodné veliciny a rozdélovaci funkce, kterd v tomto pripadé dostane nazev
hustota nahodné velidiny.

Definice 2.2. Bud X néhodna velidina s oborem hodnot Q. Rekneme, Ze nshodns
e =

velicina X je spojitd (s hustotou f), kdyz

a) existuje
/ dx

Q

a je nenulovy,
b) funkce f : R — R mé ndsledujici vlastnosti:
1) f{z) > 0 pro kazdé z € R,
2) f{z) > 0 pravé tehdy, kdyZ =z € Q,
(2.2) ) e
Q

Funkei f nazyvame _hustota (pravdépodobnosti) nahodné veli¢iny X. Znadime

X~

Definice 2.3. Pravdépodobnostni funkci a hustotu nazyvame rozdélovaci funkce.
KdyZ zndme rozdélovaci funkei, fikdme, Ze zname zakon rozloZeni (rozdélenf).

ig



http://pdfxchange.phpshop.cz
http://pdfxchange.phpshop.cz

ta
L-soere
FT = na

1:ime
- ire
L

Psznamka 2.1.
I Vztah {2.1) fikd, Ze soudet existuje a je roven jedné. Korektnost vztahn
- =zoneény obor hodnot je zfejma. Vzhledem k tomu. Ze v pfipadé spodetného
=1 hodnot jde o soucet nekoneéné fady s kladnymi éleny, neni fakt, %e nezndme
1 fzdi séitancd, na zavadu a vzstah je znovu korektn.
2+ Vlastnost a) z definice 2.2 si miiZeme pfedstavit tak, Ze ,délka” oboru
~zzot £ je nenulové. Viastnost b 3) z téze definice fikd, Ze inegrél existuje a je

-z jedné. Vzhledem k tomm, Ze hustota je na R — Q nulové a na  kladna, lze

== ~zto vlastnost pfedstavit tak, Ze obsali O obrazce ohranifendho osou z a grafem
Loty f Je roven jedné (viz obrazek 2.1).

Obrazek 2.1

3+ .Jiz u téchto definic stoil za povéimnutl, ze tam kde se vyskytuje v diskrét-
—:zn pripadé ,suma® a pravdépodobnostni funkee, je ve spojitém pripade ,inte-
wzi” a hustota.

1) Aby néjakd funkce byla rozdélovaci funkee né&jaké nahodné velidiny, musi
- iiskrétnim [spojitém] pripadé spliovat podminky z definice 2.1 [2.2].
Priklad 2.1. Nahodna velidina X ma pravdépodobnostni funkei

P clz+1) pro z=1,2.3
aj plx) =

0 Jinak

x
7) pro = = 2,3,...
0 jinak
“éete konstantu c.
Regeni. V obou pfipadech vyjdeme ze vztahu (2.1).
a) Obor hodnot £ ndhodné velidiny X je mnozina {1,2,3}. Mus{ tedy platit

3
Z cle+1)=1
=1
“rotoze
3
Zn:(;zr +1})=9c¢,
=1
s ¢ = 1/9. PonévadZ ¢ > 0, jsou splnény 1 ostatni podminky z definice 2.1 a
“ostavame

1
plz) = 4 pl@ T D) proz=123
0 Jinak

19
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Pravdépodobnostni funkei maZeme vyjadfit tabulkou, ve které uvedeme realizace
z nahodné veliéiny X a hodnoty pravdépodobnostni funkee p(z) v téchto bodech

{tabulka 2.1}.

z 1 2 3
plx} 2/9 3/9 4/9
Tabulka 2.1

Graf pravdépodobnostni funkce je na obrazku 2.2 a). Pro zjednoduseni zobrazu-
jeme pouze hodnoty p pro x € £, tj. nenulové hodnoty pravdépodobnostni funkce,
coz budeme délat i nadale.

a o57p b) os5¢p e
041 : 041
. )
03 ‘ ; 03+ -
1 = L.
o2 % 0zy
04 1 - 3 o1+ i °
; H H f . -
0 ; . 0 | 3 %
8] 1 2 3 4 0 2 3 4 5 8
Ohrazek 2.2
h) Obor hodnot  nahodné veliciny X je mnoZina {2,3,....}. Musi tedy platit
o0 1 r
Y =1
b (2)
=2

Na zakladé vipodtu soudtu geometrické fady dostavame

>N 1ye i 1
DoelG) ==

r=2

tedy ¢ = 2. Ponévadz ¢ > 0, jsou splnény viechny podminky z definice pravdépo-
dobnostni funkece a dostavame

1 -1 . . /,_,,-——-/J
(—) proi & =25 35w e

plz) = { 2
0 jinak

Hodnoty pravdépodobnostni funkce jsou uvedeny v tabulee 2.2, graf pravdépo-
dobnostni funkce je na obrazku 2.2 b).

x 2 3 4 5 6
pla) | 172 | 1/4 | 1/8 | 1/16 | 1/32

Tabulka 2.2

20
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jr --alizace
- hodech
| —abrazu-
i “unkce,
LA
' x
£ 7
o platit
|
gr=vdépo-
pr=vdépo-
P
L -
&

Priklad 2.2. Nahodnéa veli¢ina X ma hustotu
c(l+z%) pro zc{-11)
flz) = . :
0 Jinak
“‘-rete konstantu c.

Reseni. Obor hodnot Q nahodné veliéiny X je interval {(—1,1). Aby f byla hus-
-~z nahodné veliiny X musi platit vztah (2.2), tedy

1

fc(1+:r2)dac—1.

—1

til
o
N
2
= 0y

1 1 s .

/c(l+$2)d1—20 [(1+$2)d$ =c [%—l—x] = gc,
21 a

. sravame ¢ — 3/8.

“omevadie > 0a [d:c = 2 # 0, jsou spluény i ostatni podminky z definice 2.2 &

Q

3

—(1 : —-1,1

f(w)*{ gt+e) prozel-L1L)
0 jinak

~-=% hustoty f je na obrazku 2.3.

34 T

3/8

Obrazek 2.3

&
Priklad 2.3. Uréete konstanty A a « tak, aby funkce
. oz A
fey={ ze o poa>4
0 Jinak

-~z Zstota pravdépodobnosti nahodné veliciny X.

21
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Reseni. Obor hodnot  nahodné veliciny X je interval (A, oo). Vyjdenic opét ze
vztahu (2.2), potom musi platit

o0 r— A

‘e o dr=1

83
A

Pro vypofet integralu zavedeme substituci

x—A
u:~r = —adu = dz
o
Je-li
1} o > 0 potom wu(A) =0, u(co) = ~oc,
2) a < 0 potom u(A} =0, u{oo) = co.
Potom
oo1 r— A —co B
1)/—-e o da::-—[eudu:—[eu} = 1
o . 0
A 0
ool r— A co )
2)/—-6 o d:c:-—[euduif[eu] = —oo.
o J 0
A 0

Pozadovany vztah je tedy splnén pouze v pfipadé 1), tj. pro kazdé A, € R; o >
0. Aby f(z) byla hustota, musi jeété platit

/da: #0 a  f(z) >0 prokazdé z > A.
)

Z¥ejme

r—A

1
—e a >0 & a>0 AcR zeR.
(a3

fd:c:oo%() a
A

Tedy f je hustota pro libovolné A a kiadné «. Graf hustoty f je na obrazku 2.4.

1/c Wf

y x
Obrazek 2.4

22
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|
‘b,{— opét ze-.
|
|
s s
brzzxu 2.4,
&

Poznamka 2.2. 7 prikladu 2.3 je vidét, ze konstanty A a « jiZ nejsme schopni na
zékladé vlastnosti hustoty dale vice specifikovat. Tyto neznamé konstanty v roz-
déleni budeme nazyvat parametry. Jejich hodnotu lze pouze v praktickych si-
ruacich odhadnout, ale to je otdzka aZ matematické statistiky. O nahodné veli-
ciné X z prikladu 2.3 fikame, fe mé exponencidlni rozdéleni s parametry 4 a a,
4 € R,a> 0, coZ znacime X ~ FE{4,«a). Toto rozdéleni ma Sirokou pouZitel-
nost napt. v feorii spolehlivosti a Zivotnosti. Rozdéleni E(0, ) popisuje dobie
rozlozent doby Zivota zafizeni, u kterych dochézi k poruse ze zcela nahodnych
~néjsich) pri¢in a nikoliv zdkonité v disledku opotiebeni napf. mechanického,
“navy materidlu, pripadné v disledku skrytych vad. Doba Zivota (tj. doba do
coruchy) zafizeni, u kteryeh se projevuie mechanické opot¥eben{ a tinava mate-

=alu ma tzv. Wetbulovo rozdéleni s parametry § a ¢, § > 0.¢ > 0, které znadime

i17{4, ¢). Hustota Weibulova rozdéleni je

"E c
ez _(E) : 0
flz) = 5 e pro z > ,
0 jinak

‘ejiz graf je pro e = 1.5 a § = 2 na obrazku 2.5.

04 1Lf
0,3
0.2

01

Obrazek 2.5

Déle vyslovime definice diskrétniho a spojitého nédhodného vektoru a prav-
iépodobunostni funkee, resp. hustoty. Tyto definice budou analogické definicim
iiskrétni, resp. spojité ndhodné veliiny. Stadi si pouze uvédomit, Ze obor hodnot

) ndhodnéeho vektoru {X;, Xa,..., X, } je podmnozinou R? a tudiZ zfejmé rozdé-
‘ovaci funkee nebude funkei jedné proménné, ale n proménnych z1,22,... Iy,

Definice 2.4. Bud (X1,Xy,...,X,) ndhodny vektor s oborem hodnot . Rek-
zeme, Ze nahodny vektor (X1, Xo, ..., X, )} je diskrétni (s pravdépodobnostni fun-
ol p), kdyZ
a) § je nejvyde spofetnd mnozina,
b) funkece p: R™ — R m4 nasledujici vlastnosti:
1) plzy,22,...,24) 2> 0 pro kazdé (z1,22,...2,) € R,
2) plxr,x2,...,2,) > 0 pravé tehdy, kdyZ (z1,22,...2,) € Q,
98) 3) oo plen,an.. . ze) =1

(z1 )"E‘la‘-‘ixn)eﬂ

23
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Funkei p nazyvéme pravdépodobnostni funkce nahodného vektoru {Xy, ..., X, }.
Znacime (Xq,...,Xq) ~ p.

 Definice 2.5. Bud (X, X,,...,X,) ndhodny vektor s oborem hodnot Q. Rek-
neme, e nahodny vektor (X1, Xa,...,X,,) je spojity (s hustotou f), kdy#

a) existuje
/---]dmldmz...d;vn
2
a je nenulovy,

b) funkce f : R" —> R ma ndsledujici viastnosti:
1) flev,za,. .. aq) 2 pro kaZdé (zq,zq,. .. 2,) € R,
2) flay, 2q, ... 2,) > 0 prave tehdy, kdyZ (@1,20,...2,) € £,
(2.4) 3) J s f f(Buiiages - tn ) OE1dEs v dEa= L
Q

Funkei f nazyvame hustota (pravdépodobnosti} ndhodného vektoru (X1,..., X,).
Znatime (Xy,...,X;) ~ f.

Pokud étenafi déla problémy pracovat s funkel n proménnych a n - rozmérnou
sumot, resp. integralem, doporuujeme mu, aby si pfedchozi dvé definice prepsal
pro pfipad n = 2 a zamyslel se v pfipadé definice 2.5 nad geometrickym vyznamem
pozadovanych vlastnosti.

Priklad 2.4. Uréete konstantu ¢ tak, aby funkce

c(#®*+y) pro (z,y) € {0,1,2} x {1,2,3}
0 Jinak

glz.y) = {

byla pravdépodobnostni funkce nahodného vektoru (X, Y ).

Reseni. Obor hodnot Q nahodného vektoru (X, Y ) je mnoZzina {0, 1,2} x{1,2,3}.
Aby g(x,y) byla pravdépodobnoestni funkce, musi platit vztah (2.3), tj.

2 3

ZZc($2+yJ:1,

=0 y=1
Protoze

2

ZZC(I2+1}) :CZ[(I2+1)+(.’L‘2 +92) + (=" +3)| = 33¢,

=0
je ¢ = 1/33. Ponévadz ¢ > 0, jsou spluény i ostatni podminky z definice 2.4 a

dostavame

33

L (@ +3) pro (a,9) € {0,1,2} x {1,2,3}
glz,y) = :
Lo Jinak

24
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Pro vyjadieni pravdépodobnostni funkce miZeme vyuzit i tabulky, ve které jsou
uvedeny hodnoty pravdépodobnostni funkee p(z,y) ndhodného vektorn (X,Y)
v bodech (z,y) € (L

z\y 1 2 3
0 1733 | 2/33 | 3/33
1 2/33 3/33 4/33
2 5/33 | 6/33 | 7/33

Tabulka 2.3

Priklad 2.4. Uréete konstantu ¢ tak, aby funkce

e(z + 2y} pro (z,y) €(0,1) x(0,2)
glz,y) = .
0 Jinak
byla hustota nahedného vektoru (X, Y).

Regeni. Obor hodnot © nédhodného vektoru (X,Y) je mnoZina (0,1) x (0,2).

Jedné se o obdélnik, jehoZ obsah je 2. Tedy [d:cdy = 2 #£ 0. Aby g{z.y) byla
2
hustota nahodného vektoru (X, Y), musi podle definice 2.5 platit vztah (2.4), tedy

//c(;r—l—Zy)dn;dy = 1.
0

Protoze

0

/f (x+2y)d:cdy_//l a:+2y)dx]d

2
C 1
f[%+ ey = [@u+ s =5
[¥] [V

Lo . o E i .
je ¢ = . Vzhledem k tomu, Ze ¢ > 0, jsou splnény i zbyvajici podminky z definice

hustoty a dostavame

g(.f,y) = {

(¢ +2y) pro (‘E:y) € (071> X (O,Z) )

jinak

S o)
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3. Pravdépodobnost

V teto kapitole budeme definovat pojem pravdépodobnosti tak, jak se v tech-
nickych aplikacich prakticky poéita, tj. pomoci rozdélovaei funkee zavedené v pied-
chozi kapitole. Nejprve se op&t omezime na pripad nahodné velidiny. Zobecnéni
pro nahodny vektor pak provedeme zcela analogicky jako v pfedchozi kapitole.

V kapitole 1 jsme dosp&li k zavéru, e ,anci®, ¥e diskrétni nahodna velidina,
X nabude hodnoty z, vyjadfuje idedln hodnota rozd&lovac funkee v bodd .
V piipadé spojité ndhodné velidiny jsme »Sanci®, Ze tato veli¢ina nabude hodnoty
z uréiteho intervalu, vyjadiili obsahem plochy nad timto intervalem zhora ohra-
ni¢ené grafem rozdélovaci funkece. Je tedy p¥irozené definovat pravdépodebnost
nasledovneé:

Definice 3.1. Bud X diskrétni [spajitd] ndhodna velitina s oborem hodnot €) a
rozdélovaci funkef g. Bud A libovolni podmnoZina R fpodmnozina R, pro kterou
[, dz existuje]. Potom A nazyvéme nahodny jev.

Pravdépodobnost, Ze nastane jev A, tj. pravdépodobnost. #e ndhodnd velidina
X nabude hodnoty z mnosinv A, znadime

P(X € A)
a definujeme
(3.1) P(XeA)= Y gl
rEANL
(3.2) [P(X e d)= / 9(z) dm}.
QnA
Predpisem (3.1) [(3.2)] je definovino zobrazeni mnoziny viech ndhodnych jevi do

mnoziny reiluych ¢isel R. Toto zobrazenf nazyvéme pravdépodobnost (prishisng
nahodné veliéing X ).

Poznamka 3.1.

1) Necht X je diskrétni [spojita] ndhodnd velidina s rozd&lovaci funkei g.
Vypotet P(X € A) je graficky znazornén na obrézku 3.1 a) [b)].

2} Opét si viimnéme, Ze v diskrétnim pfipadé pracujeme se ,sumou® a prav-
dépodobnostni funkei, ve spojitém p#ipadé s ,integralem® a hustotou.

3) ProtoZe hustota g je na R —  nulovd, plati

{3.3) P(X € A) = /q(x)d.)c

A
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2 g b |9 AXe A)

Obrazek 3.1: Grafické znazornéni vypoctu pravdépodobnosti z rozdélovaci funkee

Z definice pravdépodobnosti a z vlastnosti nekoneénych fad realnych &isel
v diskrétnim pfipadé, stejné jako z definice pravdépodobnosti a vlastnosti integralu
v piipadé spojitém, lze téméf okamzité dokazat nasledujici vétu:

Véta 3.1. Bud P pravdépodobnost pifsluind ndhodné veliéing€ X s oborem hod-
not . Potom:
1) Pro kazdy jev A plati 0 < P(X € 4) < 1.
2) P(X e )=1.
3) Budte A, Az, Az, ... jevy navzdjem disjunktni (tj. takové, Ze proi # j
plati A; 1 A; = @). Potom

o0 o0

4) P(X €0) =0.

5YP(X ¢ A)=1-P(X € A).

6) Pro ka#dé dva jevy A, B ze vztahu A C B plyne P(X € A) < P(X € B).
7) Pro kazdé dva jevy A, B plati

PXeAUB)=P(X€A)+P(XeB)-P(XcANB).

8) Pro kazdé dva jevy A, B, A C B plati

P(XeB-A)=P(XeB)-P(XcA). .

Poznamka 3.2.

1) Je-li napf. A = {a,b}, potom misto P(X &€ A) pifeme Zast&ji P(a <
X < b). Je-li a = —oo, piSeme posledni vztah ve tvaru P(X < b). Podobné
oznadeni pouZijeme i v jinych alternativach. Uvedené oznaceni vyuZijeme zejména
pti zavedeni a aplikacich pojmu distribuéni funkee nahodné veliciny.

2) Necht X ~ g a ¢ € R, oznaéme A = {c}.
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il

L

Je-li X spojitd nahodna veli¢ina, potom ze vztahu (3.3) plyne

c

B == /g(:z:)d:c = /g(x)d:c —1
A

i

Je-li X diskrétni ndhodné veli¢ina, potom ze vztahu (3.1) dostavame

Z g{z) =g(c) pro ce @
P(X=c)= B = .
( ) ,;E;m e Zg(;r) = pro c & Q
e

Ponévadz je podle definice 2.1 g(c) = 0 pravé tehdy, kdyz ¢ € R — 3, dostaneme
v poslednim piipadé P(X = el —iglel
Plati tedy

{ g(e) v pfipadé diskrétni ndhodné velidginy X
0 v piipadé spojité ndhodné velitiny X

Tedy pravdépodobnostni funkce g(z) ndhodné veli¢iny X udéva pravdépodobnost,
ze nahodnd velicina X nabude hodnoty z. Pravdépodobnost, e spojitad nahodné
velicina nabude konstantni hodnoty, je nula.

3) Z vyse uvedeného vyplyva: Je-li X spojitéd [diskrétni] ndhodnd veliina,
pak pravdépodobnost, Ze nabude hodnoty z mnoZiny A nezavisi [obecné zavisi] na
tom, zda A obsahuje nebo neobsahuje hranici.

4} Vyuziti véty 3.1 mnohdy miZe zjednodudit vypoéty pravdépodobnosti.

5) Vlastnosti 1, 2 a 3 z véty 3.1 se Casto uziva jako defini¢nich vlastnosti prav-
dépodobnosti i pro obecnéjsi piipady, nez kterymi se zabyvame v téchto skriptech.

V nasledujicich nékolika pfikladech uvedeme jednoduché ukazky aplikaci pfed-
chozi teorie.

Priklad 3.1. Nahodna veli¢ina X ma rozdélovaci funkei g

pro z = 2,3,4,5,6

a)g(.ﬂ)—{% )

0  jinak

7

e z:c (056
b)g(a:)—{ . %).ro = | )

0  jinak

Uréete nésledujici pravdépodobnosti P(X € (2,5)), P(X € (2,5)), P(X €
(2,5))P(X €25)), P(X<3) P(X <3 ROE_GI-P(X —35) Pk
3, BIX 23] P(E#5), P(X<3uzs

Reseni. V obou piipadech se jedna o vypolet pravdépodobnosti, kdy# zname
rozdélovaci funkei. Musime tedy urcit, zda se jedna o diskrétni nebou spojitou
nédhodnou veliéinu a podle toho pouZit vztah (3.1) nebo (3.2). Dale samoziejmé
muZeme pro usnadnéni vypoétu pouzit vétu 3.1.

28
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a) Ponévadz X je diskrétn{ velifina s oborem hodnot §) — {2,3
stavame ze vztahu (3.1) (viz obrazek 3.2)

N0t Qg L)
1+ »
1% + . ‘
3/20 + .
110 4 s
| | x
0 1 2 3 4 5 4] 7
e—— 3
A

Obréazek 3.2: Rozdélovaci funkee g z prikladu 3.1 a)

P(X€<235>)=rA—{-Z'€R;2§LL’§5} -

P(X € 4)

]

3 gla) = lArm = {2,3,4,5}]

rEA NO
=g(2) + g(3} + g(4) + ¢(5) = 0.7.

Podobné
P(X €(2,5) )= g(3) )+ g(4) + ¢g(5) = 0.6,
P(X €(2,5) )= g(3) + g(4) = 0.35,
P(X€<2 )) = 9(2) + 9(3) + g(4) = 0.45,
P(X <3) = g(2) + g(3) = 0.25,
PN 3 = g(z) = (.1
P(X =5) = g(5) = 0.25,

P{X =3.5) = g(3.5) = 0.

Ze vztahu (3.1) nebo vyuzitim véty 3.1 5) dostaneme

R e B

o {g(i);&(i) —;)g(S) +9(6) } oo,

9(2) + ¢(3) + g(4) + g(6)

POX £5) = (2) (),() ( -
1-P(X = a)

Vyuzitim véty 3.1 3) nebo 5) dostaneme

P(XSSVXEE)):{P(X<3)+P(X25)}=08

1-P(X =4)

29
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b} Ponévadz X je spojita nidhodna velidina s oborem hodnot {2 =

dostavame ze vztahu (3.2) (viz obrazek 3.3)

P(X€<2>5))=[A{x€]&; 2<z <5} =

0,35 ~ g
03
025 +
0,2+
0,15 +
g1+
0,05 +

-1 G 1 2 3 4 5 & 7

Obrazek 3.3: Rozdélovaci funkce ¢ z pfikladu 3.1 b)

Podobné s vyuZzitim véty 3.1 3) 5) a poznamky 3.2 2) je

P(X €(2,5)) = P(X € (2,5)) = P(X € (2,5)) = P{X € (2,5)) = 0.583,

3

= /—%dw — 0.25,
0
P(X < 3) = P(X < 3) =0.25,
B K=p= '
PlX=3.5) =0
1—P(X <3)
P(X>8)={ fa =0.75,
[
3
P(X >3
P(X >3)= ( ) = (.75,
1-P(X <3)
1—P(X =5)
P(X #5) ; 7 1
- & x =4
0 5
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6
P(X <3)+ P(X >5) 20.25+f%dx
5

I
.
o

P(X<3VX>5)=

T
1-P(Xe(35)=1- 15 42

3

&

Priklad 3.2. Je znamo, Ze nahodna chyba méfeni ma normélni rozdéleni s para-
metry g = 1{j], 0% = 0.01[7%] (viz definice 9.2.1). Vypoététe, s jakou pravdépodob-
nosti bude absolutni hodnota ndhodné chyby mé¥eni zmendené o systematickou
chybu (. © = 1[5]) maximélné 0.2 [3].

Reseni. Nahodna veli¢ina X je spojita a pro jeji hustotu J plati (viz definice

9.2.1) -
: ) (z — 1)
e = 0 e 2-0.01 pro z ¢ R.
..
Potom

P(IX —1|< 0.2) = P08< X <12)=2P(1 <X <12)
(z —1)?

1.2
l —
=2 | ——e 2001 dr—=21.
/\/ﬂ-o.l
1

Pro vypoéet integrilu I zavedeme substituci

r—1
:I—O-iL:>0<ldt:dm, D<t<2.

o

Odtud

y g2
I L f T2 g
=, e— e < N
V2
Q

Pomoci Taylorova rozvoje integrované funkee a na zakladd vlastnosti mocningch
rad dostavame

[=— ioj(—l)’c il dt
CVor o 28!
2 k=
1 o9 . $2k+1 9
e SV s
N 2FE1(2k + 1) o
1 2L
= —= ) (-DF T = 047724
V2n é( ) El(2k 4+ 1) 0

Hledana pravdépodobnost je priblizné 0.95448 (s pfesnosti na 5 desetinnych mist).

&
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Priklad 3.3. Hrac{ kostka je konstruovand tak, 7a jednicka pada trikrat €astejl
ne? festka a Sestka pada stejné Casto jako dvojka, trojka, étytka a pétka. Urdete
pravdépodobnost, Ze padne liché &islo.

Regeni. Necht X je poéet ok p¥i jednom hodu hraci kostkou, potom obor hodnot
) nahodné veli¢iny X je mnozina {1,2,3,4,5,6}, tedy X je diskrétni nahodna
veliéina. Kdy# uréime pravdépodobnostni funkei p této ndhodné velidiny, bude
P(X €{1,3,5}) = p(1) + p(3) + p(5).
Pravdépodobnostni funkei p staéi uréit pro z € 2, nebot viude jinde je nulova.
Vime, ze P(X = z) = p(z) a ze zadani plyne, Je
p(1) = 3p(8),
p(6) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5).
Odtud a ze vztahu (2.1) dostidvime 8 p(6) = 1, tedy p(6) = 0.125. Potom
0.379 pro r=1
X ~plz) =4 0125 pro z =2,3,4.5,6 .
0 jinak
Hledané pravdépodobnost je tedy 0.625.
&

Piiklad 3.4. Mezi dvéma misty je potrubi o délce L km. Z této délky je prvnich
k km vedeno po povrchu a zbyvajicich L — & km pod zemi. Na potrubi vznikne
porucha. Jaké je pravdépodobnost, Ze k poruse doslo u nadzemni ¢asti potrubi?

Regeni. Necht X je vzdalenost mista poruchy od zafatku potrubi. Obor hodnot
) nahodné veliéiny X je interval {0, L) a X je spojitd nihodna veli¢ina. Pfed-
pokladejme, %e Zauce, Ze dojde k porufe potrubi v urcitém rozmez{ sledovancho
potrubi zévisi pouze na ,délce* tohoto rozmesi a ne na umisténi v trase potrubi.
Potom pro hustbtu f ndhodné velidiny X plati

¢ ro il
wa(;r){ pro € (0,L)

0 jinak
Vzhledem ke vztahu (2.2) musi platit
L
/cdaz =1,
0
odtud ¢ = 1/L a tedy
s e { }L_ pro z € {0, L) .
0 jinak

Potom pro hledanou pravdépodebnost podle vztahu (3.2) dostédvame P(X S k)=
k/L.

Poznamenejme, e ke stejnému vysledku bychom dospéli i v piipadé, kdyby
bylo pod zemi libovolnych & km potrubi.

&
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Poznamka 3.3. O ndhodné veli¢iné X z piikladu 3.2 fikame, Ze ma tzv. rov-
nomérné rozdéleni s parametry ¢ a L. Obecné fekneme, Ze mé nahodnd velifina
rovoomeérné rozdéleni s parametry a a b, a < b, kdy? ma hustotu

b—a .

0 jinak

Zmaéime X ~ R(a,b).
Rovnomeérné rozdéleni ma napf.:

1) doba éekéni na néjakou udalost, ktera se opakuje v pravidelnych &asovych
intervalech (a,b) - napf. doba éekani na trolejbus, ktery jezdi v pravidelnych de-
setirinutovych intervalech ma rozdéleni R(0, 10).

2) chyby zaokrouhlovani - ma-hi napt. stupnice buzoly dilky po 1°, potom mé
chyba zaokrouhlovani rozdéleni R(—0.5,0.5).

Graf hustoty f rozdéleni E(a,b) je na obrazku 3.4.

f

|

1/(h-a}

oy

a b X

Obrazek 3.4: Hustota rozdéleni R(«a,b)

Dale se budeme zabyvat ndhodnym vektorem X = (X7, Xo,..., X,). Definice
pravdépodobnostl v tomto pripadé bude zfejmé analogickd definici 3.1, staéi si
pouze uvédomit, ze  C R™ a rozdélovaci funkee g je funkel n proménnych. Misto
sumy® a integralu® budeme tedy zfejmé pracovat s n-rozmérnou ,sumou® a
n-rozmérnym ,integralem®. Tato analogie nds provazi celou pravdépodobnosti.

Definice 3.2, Bud X = (X;,X,,...,X,) diskrétni [spojity] nahodny vektor
s oborem hodnot Q a rozdélovaci funkei funkef g. Bud A libovolnd podmnofina R®
[podmnozZina R®, pro kterou | - fA drdzs .. .dx, existuje]. Potom A nazyvame

nahodny jev.
Pravdépodobnost, Ze nahodny vektor X nabude hodnoty z munoZiny A znadi-

me

P(X € A)
a definujeme
(3.4) P(X EA) == Z g(x1,22,. .., Tn)
(21,52, Tn ) EAND
(3.5) {P(X € 4) = [—--/g(:cl,:z:g,...,xn)dwldzg...dmn .

QA
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Vztahem (3.4) [(3.5)] je definovéno zobrazeni mnoZiny viech ndhodnych jevit do
mnoZiny realnych éisel R. Toto zobrazeni nazyvame pravdépodobnost {pfisiuina
nahodnému vektoru X ).

Poznimka 3.4. Pro ndhodny vektor X plati véta analogickd véts 3.1, kterd
nam i v tomto p¥ipadé umo#iiuje zjednoduseni vypoétu pravdépodobnosti. Stadi
si jenom uvédomit, e A, B, Ay, Ag, Az, ... jsou podmnoziny R™.
Poznamka 3.5.

1) Necht P je pravdépodobnost pfisluna ndhodnému vektoru (X1q,...,Xn).
Je-linapt. A = (ay,b1)x (a2, b)) x - -x{an, by}, potom misto P((X] s, Xnt € A)
piseme Castéji '

Plag < Xy <hyyap < Xy Shayennsan < Xo < by ).
Specialné pro a; = ag = --- = d, = —00 pifeme posledni vztah ve tvaru
P(Xy <by, Xy <bg,..., Xn < bl

2) Mé-li nahodny veltor (Xy,..., Xn) rozdlovaci funkei g ac = (e1,...,¢n) €
R", potom podeobné jako v poznamce 3.2 2) plati

g{e1,. .. cn) v diskrétnim pfipadé

PlX, =iy c0.Xyy =Cn) = _— o v
(% b " ) { 0 ve spojitém pfipadé

Piiklad 3.5. Nihodny vektor (X,Y) ma rozdélovaci funkei

a) gla.1) —{ LAY b ) € 0.1,200) 1 (1230

0 Jinak

kl

1

“ay pro (z,y) € (0,1) x (2,4

b)g(x’y)_{3 pro (7,y) € (0,1) x (2,4).
0 jinak

Vypoitéte P(X < 0.5,Y <3), P(X £05Y <3), P(X = 1Y = 3), P(X =
LY = 3), BlX =LY = 3) PllAGH ) & H), kde H je vnitfek trojihelniku
ABC s vrcholy A = (—1,0), B =(1,0), C = (1,4).

Regeni. V obou piipadech se jedna o vypolet pravdépodobnosti, kdyZz znédme
rozdilovact funkei. Musime tedy uréit, zda se jedna o diskrétni nebo spojity na-
hodny vektor a podle toho pouZit vztah (3.4) nebo (3.5).

a) Obor hodnot @ néhodného vektoru (X ,Y') je mnoZina

0,1,2,...} x{1,2,3,... },
jedné se tedy o diskrétni ndhodny vektor. Potom podle vztahu (3.4) dostaneme
P(X<05Y<3)=|Ad={(z,y) €¢R} 2 <05y < 3}'

—P(XY)ed)= Y olaw)

(z,y)EANK
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Zrejmé (viz obrazek 3.5 a))

AnQ = {(0,1),(0,2),(0,3)}.

a)
6+yo » = L] ]
SR
 Ha
Obrazek 3.5
Odtgd 41 ) N
P(X <0.5,Y <3) = g(0,1) +9(0,2)+4(0,3) = g[g ( ) +(~3~) | =062
Podobné .
P(X <05Y <3) = g(0,1) +¢(0,2) = { (5”_0593

P(X=1,Y =3) = g(1,3) = g(%f B
P{X <1,Y =3) =g(0,3) + g(1,3) = 0.066,

P(X=1Y <3) =g(1.1) +g(1,2) + g(1,3) = 0.214,
P((X.Y)e H) = g(0,1) = 0.444 (viz obrézek 3.5 b))

b) Obor hodnot {2 ndhodného vektoru (X, Y) je mnoina (0,1) x (2,4}, jedns
se tedy o spojity ndhodny vektor. Podle vztahu (3.5) dostaneme

P(X €05,Y <3) = |A={(z,y) €RY z < 0.5, ySS}’

=P((X,Y)e A4) = [/g(m,y) dady.

AN
Zrejmé (viz obrazek 3.6 a))

ANQ={(z,y) e R, 0 <2 <05 2<y <3}

a) b)
- ¥y

%////—], y B
. IETEaeaaaaet

Obrazek 3.6

y=2x+2

\Nc:.:.:-u:
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Odtud

05 3 0.5 2
3
P(X <05,Y <3) :f[/%o;ydy} dx:%/x[%]od:c
0 2 h! -
5 0.5
:6/$d$£0.104.

Podobneé

Dale

P(X,Y)e H) = f gle,y)dedy.
HnNQ

Ziejmé (viz obrazek 3.6 b))

HnQ={(z,y) eR% 0<a <1, 2<y <20 +2},

potom

2z+42

1
/[/ %mydy] dm:%flx[y;}zzﬂd:r
’ 0

2
1

[(:;:3 + 22%) dz = 0.611.

0

P((X,Y) e H)

| >

Priklad 3.6. Dvojice soudastek mé dobu Zivota popsanou hustotou

—x -y
e 2 pro >0,y >0

flz,y) =

S o |

jinak
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Vypoététe pravdépodobnost, Ze
a) obé soufdstky budou mit dobu Zivota maximalné jednu casovou jed-
notku,
b) druhé souddstka mé dobu Zivota maximalné jednu éasovou jednotku,
c) druha soudastka pfezije prvni.

Reseni. Necht X je doba Zivota prvni souédstky a YV je doba Zivota druhé sou-
¢astky. Obor hodnot ndhodného vektoru (X, Y) je mnozina (0, o) x (0, 00), jednd
se tedy o spojity ndhodny vektor Pfi vypoétu pravdépodobnosti pouZijeme vztah
(3.5).

a) P(X <1,Y <1)= A= {(z,y) € R wgl,y*(l}‘

=P{(X,Y)c A) = // Fx,y) dedy.

A
Zfejme
ANQ={(z,y) R 0<z <1, 0<y <1}
a tedy
101 —r -y
P(Xgl,Ygl):]{[%-e 2 dy]d,r
D9

Vipoétem integralu (po zavedeni vhodné substituce) dostaneme, ze hledana prav-
dépodobnost je pfiblizné (.155.
b} Mame spoéitat pravdépodobnost P(Y < 1). Plati
oo 1 —r—Y

P(Y<1):P(X§oo,Y<1):f[/%-e 2 dy]d;c.

Vipoétem integrilu dostaneme, %e hledand pravdépodobnost je priblizné 0.393.

¢) PIX<Y)=P(Y-X>0)=C={(z,y) eR* y >z}

=P((X,Y)eC) = [[ flz,y) dedy.
el
Ziejmeé (viz obrazek 3.7)

C”Q={(l‘ay)€R2; z<y<oo, 0<Cz<oo).

74

Obrézek 3.7
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Potom

P(Y>X)=[[fi-e 2 dyl de.

0 =

Vypoétem integralu dostaneme, ze hledand pravdépodobnost je 0.5.

&

Priklad 3.7.

a} Ke zkousce bylo vydano 50 otazek, student tahd jednu z nich. Vi, Ze se
na vybornou nauéil odpovéd na 30 otdzek, na dvojku 12, na trojku 3 a o 3-1
otézkach nevi nic. Zkrécens fedeno, jsou jeho znalosti (30 - 12 - 3 - 5). Necht T je
Hslo tazené otézky. Obor hodnot £, ndhodné veli¢iny T' je mnoZina - ,50}
a T je tedy diskrétni{ nahodné veli¢ina s pravdépodobnostni funke

1

— =1,2,...,5

gl = { 50 pro x , 2, ,OU.
0  jinak

Jedns se o tzv. klasické rozdéleni s parametrem 50. Nechf jsou otédzky &slovany
vzestupné s klesajicimi studentovymi znalostmi. Potom pravdépodobnost, 7Ze stu-
dent udeélé zkousku je

=

4
P(T < 45) = g(1) +--- +g(45) = B% =0.9.

b) Necht je zkouska organizovéna tak, Ze 50 otazek je rozdélenc na 20 z te-
orie pravdépodobnosti a 30 z matemnaticke statistiky. Necht studentovi znalosti
7 pravdgpodobnosti jsou (10 - 5 - 2 - 3} a ze statistiky (20 - 7-1-2). K Gispés-
nému slogend zkougky je nutné ziskat alespoii ,za t¥i* z obou chsti. Jaka bude nyni
pravdépodobnost, Ze student zkouskn slozi?

Necht jsou otézky v obou &astech &islovany od jedné. Potom disla tazené
dvojice otézek tvoii nahodny vektor, oznatme jej (X,Y). Obor hodnot nédhodného
vektoru (X,Y) je mnoZina {2 = {1,2,...,20} S R .30}, ktera obsahuje
90 - 30 — 600 bodt. Pravdépodobnostni funkce p ndhodného vektoru (X.Y) je
tedy

1
—— pro (z,y) €0
(s, y) = { s Pro (mw) €8
0 Jinak
Lehee nahlédneme, Ze téch dvojic otéazek, které zajiituji sp&ény priibéh zkousky

je 17- 28 = 476. Pravdépodobnost sloZeni zkousky je nyni rovna

476
—— ={.793.
600

Oznaéme nyni V, a Vy visledek zkousky studenta v situacich a) a b). Vy a
¥, jsou diskrétni nédhodné veliciny, jejich pravdépodobnostni funkee p, a ps Jsou
uvedeny v ndsledujici tabulce:
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i 1 2 3 4
Pa(“) % %% % 555
) | e | B | s | ew

Tabulka 3.1

Uréen! funkee p, je ziejmé; v piipadd b) pfi nestejnych vysledcich obou éasti
(pokud Z&dny z nich neni nevyhovujici) davéd zkouSejici zndmku primeérnou a
piipadné zackrouhluje na horsi. Tedy napfiklad

PV = 8) = PX.Y) € {(2,3),3,2,(3.9)) = oo

&

K uvedeni posledniho piikladu nés vedly zejména dva divody. Prvni z nich je

snaha zafadit do predkladaného zpiisobu zavedeni pojmu pravdépodobnosti stie-

doikolské znalosti typu ,pravdépodobnost je podil poétu pfiznivych pripadi ku

poétu pifpadd monych®. Druh¥ divod vyplyne lépe ze zdpisu obou pravdépo-
dobnostnich funkei ve formé tabulky 3.2.

v 1 2 3 4
palv) 0.60 0.24 0.06 0.10
(V) 0.33 0.42 0.04 0.21

Tabulka 3.2

Uvedomume si, Ze obé dvé pravdépodobnostni funkce vyjadiuji $anci téhoZ stu-
denta na ziskdni jednotlivich znadmek v zavislosti na tom, jakou strategii zkousejici
zvoli. A zde je u# onen druhy divod.

Pro zdarny vysledek jakéhokoliv experimentu miZe byt rozhodujici strategie
jeho provadéni. Touto problematikou se zabyva celd matematickd disciplina ZVana
planovani experimentu.
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4. Distribuéni funkce

Definice 4.1. Bud P pravdépodobnost piisluind ndhodné veliding X. Bud F
realns funkce jedné reialné proménné definovana vztahem

(4.1) F(z) = P(X < z).

Funkei I nazyvame distribuénf funkce ndhodné veli¢iny X. Znaéime X ~ F.

Poznamka 4.1.

1) Distribuéni funkei, na rozdil od rozdélovaci funkce, znacime vizdy velkym
pismenem, rozdélovaci funkei pak stejnym malym pismenem.

2) Necht X je diskrétni [spojita] nahodna veliéina s rozdélovaci funkei f.
Vypodlet distribuéni funkee F' je graficky zndzornén na obrazku 4.1 a) [b)] .

) Fy) b)
f
Ffx)
Jx x X i~

Obrazek 4.1: Grafické znazornéni vypoétu distribuéni funkce z rozdélovaci funkce

Priklad 4.1. Néhodna veli¢ina X ma rozdélovaci funkei

o2
a) g(a) = 10 pro z :~2,~1,1,2’
0 jinak

0 jinak
Urdete distribuéni funkei G nahodné velidiny X.

Reseni. V obou pfipadech vyjdeme ze vztahu (4.1). ProtoZe zndme rozdélovaci
funkci g ndhodné veli¢iny X, jednéd se o vypodet pravdépodobnosti na zakladé
vztahu {3.1), resp. (3.3) podle toho, zda je X diskrétni nebo spojitd nahodnd
veli¢ina.
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a) Obor hodnot 2 nahodné velitiny X je mnozina {—2,—1,1,2} a tedy X je
diskrétni nahodna veliéina (graf jeji pravdépodobnostni funkee je na obrazku 4.2
a)). Pro z € R z¥ejmé plati

Glz) =P(X <a)= Y gt}

i<z, 1€

Potom napr.

gltf= g2+ gl 11+ g(1]+ g2} = 1t

t\‘2 0 {EQ

a), 0519 b}- 116
. 0,4 . 0,8 4 G(2)-G(2-0)=g(2)
63~ 06+ o—o—
62+ e—00,4 +
26l R 821
¥ } t } 1 x f + t + t $ i "
2 1 0 1 2 3 4 3 2 4 0 1 2 3 4

Obrazek 4.2: a) Pravdépodobnostni funkee ¢ ndhodné veliéiny X z pfikladu 4.1 a)
b) Distribuéni funkce G nahodné veli¢iny X z piikladu 4.1 a)

Je zfejmé, ze (G bude schodovita funkce se skoky v bodech z € . Vyska skoku

v bodé x bude rovna g(z) = P(X = .‘E), Spocitejme tedy nejprve hodnoty G pro
z € §. Dostaneme

G(-2) = (X < 2) 0.

f‘

I TS I iV

_/
[N TR ;.j:.

=Potom_uréime hodnoty-G-proghyvajiciz & R.

Pro r < —2 dostaneme
Glz) =0,
podobn& pro z € (=2, —1} je
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G(z) = g(—2) = 0.4

Analogicky vyjadifme G(z) postupné pro £ € o), BEll

vypodtu dostaneme

0
0.4

=< 0.5
0.6
1

Glz)

pro x € (—o0, —2)
pror € {(—=2,—1)
prox € {—1,1)
pro z € (1,2)
proz € (2,00)

Graf distribuéni funkce G je na obrazku 4.2 b).

b)

nahodna velid¢ina

G(z) = P(X < 2)

0,9

08t
o7 T
0,6+
05+
Q.4+
a
0. =
01T
—_—— O
-4-3-2-101234

a) g

zZ

°

= ]g(t) dt.

b) 12
1
08t
061
04 1

4 3 2 A

2), « € {2,00). Po

Obor hodnot  nahodné veli¢iny X je mnozina {(—1,2), tedy X je spojita
(graf jeji hustoty je na obrazku 4.3 a)). Potom

Obrézek 4.3: a) Hustota ndhodné velitiny X z pitkladu 4.1 b)
b) Distribuéni funkee nahodné veliéiny X =z piikladu 4.1 b)

Stejné jako v a) uréime G(z) nejprve pro © € Q. Z posledniho vztahu dostaneme

x

—0o0

3

:0+1[t—+

613

Déale uréime G(z) pro zbyvajici z € R.
&£

e Glz)= /g(t}dt:

Pro z < —1

—c0

T 1
t] -
-1 6

3

r

f()dt:[l.

—00
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T —i 2 I

Pro z > 2 je Glz)= /‘g(t)d't4 f()dt+fé(tz—|—l)dt—|—f0dt—l.
=i

—oC -0 2

Tedy
pro —oo <z < —1

(——JZ +r+ 4) —1<e<2
xr = i €T
3 5 Do z

pro 2 <z < o0

Graf této funkee je na obrazku 4.3 b).

| Poznamka 4.2. Viimnéme si, Ze:
1 1) V piipadé diskrétnt nahodné velidiny X je distribuént funkee &7 schodovita
} se skoky v bodech 7 € §2. V pfipadé spojité [diskrétni] ndhodné veli¢iny je distri-
buéni funkee spojita [zprava spojita]. Tedy z pribéhu distribuéni funkce poznime.
zda se jedna o spojitou nebo diskrétni ndhodnou velidinu.

2} Distribuéni funkee ndhodné velidiny X je nekonstantni na oboru hodnat
této nahodné velifiny.

3} Hodnota distribuéni funkee je v nejvétsi doln{ [nejmensi hornf] hranici §
nula [jednal .

4} KdyZz zname distribuéni funkei G nadhodné veliciny X, l1ze uréit rozdélovaci
funkei g. Z obrazku 4.2 vidime, ze v diskrétnim pfipadé je g{z) = G{x) — Gz —0).
Ze vetahu G(a) = Jfoo g(t) dt pak ve spojitém pFipadé dostaneme g(z) = %G(m).

5) Podle véty 3.1 8) plati P(X < z) = P(X <) — P(X = z). Potom |

. G(z) =[Gz} — G(r = 0)] = G{z — 0) v diskrétnim pripadé
P(X <z)= T
G(&) ve spojitém piipads
6) Podle véty 3.1 6) a 1) je distribuéni funkce neklesajici a pro kazdé = ¢ R
plati '
0<Gle) < L

7} Pro distribuénf funkel G ndhodné veli¢iny X plati

G(~o0) = P(X < —0) =0,
G{oo) = P{(X < 0) = 1.

Ukdzali jsme si urdité vlastnosti distribuéni funkce a jak vypoditat distribuéni
funkei, kdy? zname rozdélovaci funkei, resp. jak vypoditat rozdélovaci funkei, kdyz
zndme distribuéni funkei. V nésledujici vété tyto vlastnosti a vztahy uvedeme.
Difikaz véty neprovadime, vyplyvé z definice 4.1 a v&ty 3.1, podobné jako nase
avahy vyse.

Véta 4.1. Bud X nadhodna veliéina s distribuéni funke! G. Potom:

a) G je neklesajicl funkce.

b) G je zprava spojita.

¢) G{—o0) =0.
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d) G{co) = 1.

o) Jeli X diskrésnd {spojiva) s rozdélovaci funkei ¢ a oborem hodnot £2, potom:
Z

N6 = 3 o) [6a) = [ g,

t<a, t€Q s

2) g(e) = G(e) = G(e —0) [o(x) = ()
3) P(X <2) =Gz —0) [P(X <2)= Glz)],
4) P(X = z) = g(=) [P(X = :0].

Priklad 4.2. Ndhodna velidina ma distribuén{ funkei
0  proz € (—o0,1)
0.1 prox €(1,2)
a) G(z) = { 0.4 proz e (2,3)
0.8 proz e (3,4)
1 proz € {4,00)
0 prox <0

b) G(z) = oz .

l-e 5 proz>0
Uréete:

1) Nasledujici pravdépodobnosti P(X < 2), P(X <2.7), P(X < 2), P(X <
2.7), P(X =3), P(X =35), P(X > 2), P(X > P
(1,4)), P(X € (1,4)), P(X €{1,4)), P(X € (-1,3)

2) Rozdélovaci funkei g ndhodné velidiny X.
ReSeni. a) 1) Obor hodnot € nihodné velidiny X je mnoZina {1,2,3,4} (viz
obrazek 4.4 a}), X je tedy diskrétni ndhodn4 veliina. Mame potitat P(X e A),

kdyz zname distribuéni funkei G nahodné velidiny X. Vyjdeme ze vztahn (4.1) a
vety 4.1 e).

a) 17 G *— b) 065+ g

09+

0,8 + 0 0,4 + »

07+

0,6+ 03+ .

0,5+

0,4 + *—0 021 .

0‘3 q H ]

0,2 + 01 + L]

01+ ®&—0 ‘ f 5
—_——a— 0 | i I .

X e

2 A1 9] 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5

Obrézek 4.4: a) Distribuéni funkee nadhodné velidiny X z pfikladu 4.2 a)
b) Pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny X z piikladu 4.2 a)

Potom dostaneme

44



http://pdfxchange.phpshop.cz
http://pdfxchange.phpshop.cz

X =3)=G(3)-G(3-0)=04,
3.5) = G(3.5) — G{3.5 - 0) = G(3.5) — G(3.5) = 0.

Z véty 3.1 5) dostavéme

P(X>2)=1-P(X <2)=1-0C(2) =06,
P(X22)=1-P(X<2)=1-G(2-0) =09

7 véty 3.1 8) plyne

PX c(1,4)) = P(X <4) - P(X <1) = G(4) — G(1) = 0.9,
P(Xe(l1,4)=P(X <4)-P(X <1) =G4 - 0) - G(1) = 0.7
PXe(1.4)=PX<4)-P(X<1)=G4) - G1-0)=1,
PX€{1,4)=P(X <4)-P(X <1) =G4 —-0) - G(1-0) =08,
PXe{-1,3)=P(X<3)-PX<-1)=G3-0)~G(-1-0)=04.

2) Pravdépodobnostai funkel g staéi uréit pro = € €, protoze viude jinde je
nulova. Vyjdeme z véty 4.1 e) vztahu

g(x) = G(z) — G(x - 0),

potom dostaneme

0.1 prox=1
0.3 proz=2
glz) = :
0.4 prox=23
0.2 prozxz=4

Graf pravdépodobnostni funkce ¢ je na obrézku 4.4 b).

b) Obor hodnot £ nahodné velidéiny X je mnozina (0,00) (viz obrézek 4.5
a)). X je tedy spojitd ndhodna veliéina. Mame poéitat P(X € A), kdyZ znéame
distribuéni funkei G nahodné velidiny X. Vyjdeme ze vztahu (4.1) a véty 4.1€) a
uvédomime si fakt, ktery zndme jiz z kapitoly 3, Ze pravdépodobnost, Ze nahodna
veliéina X nabude hodnoty z mnoZiny A nezévisi na tom, zda A obsahuje nebo
neobsabuje hranici. Potom dostaneme

P{X <2)=G(2)=1-e % = 0.330,
P(X <2.7)=G(2.7) = 0417,
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P(X <2) = G(2) = 0.330, :‘

ay 12 Jr &
14

0,84
06+
04+
02+

~ t t — ' ' -
20 8 18 o8 ¥ 2 0 8 18 %

Obrézek 4.5: a) Distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X z pifkladu 4.2 b)
b) Hustota nahodné velidiny X z piikladu 4.2 b)

P(X <2.7) =G(2.7) = 0.417,
PX =gh=1,
PR =35 =1,

Z véty 3.1 5) dostaneme
PX>2)=1-PX<2)=1— G(2) = 0.670,
P(X>2)=1-P(X <2) =1-G(2) = 0.670.

Z véty 3.1 8) plyne
P(X €(1,4) =P(X <4) - P(X <1) = G(4) - G(1) = 0.369,
P(X €(1,4)) = P(X € (1,4)) = P(X € (1,4)) = 0.369,
P(X €(~1,3)) = P(X <3) - P(X < —1) = G(3) - G(~1) = 0.451.

2) Hustotu ¢ stadi urdit pro z € {1, protoze viude jinde je nulova. Vyjdeme
z vety 4.1 e) vztahu

d
glz) = 7 7

potom dostaneme

<

d c d i e
) e it A T L P WL )
glx) dz( e ) d;r(e ) 5 ¢ pro x >
Tedy

0 pro z <0

gle) = 1 Y .

—e 5 proz>0

b)

Graf hustoty g je na obrazku 4.5 b).
&

Poznamka 4.3. Kdy% zndme distribuéni funkei nahodné veli¢iny X, je vypodet
pravdépodobnosti, e ndhodné velidina X nabude hodnoty z né&jakého intervalu
A C R, jednodussi nez v ptipadé znalosti rozdélovaci funkee. Nemusime totiz
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mintegrovat® nebo ,seCitat® rozdélovaci funkei, ale pravdépodobnost dostaneme
sodeéitanim® hodnot, resp. limit zleva distribuén{ funkce. V diskrétnim piipadé
tak odpadd pracnost vipoétu, ve spojitém piipadé pak eventuain{ komplikace s vy-
poctem integralu. V technickych aplikacich se totiZ pfevazné pracuje s takovimi
hustotami, které nelze ani analyticky integrovat (viz p¥ikiad 3.2) a v piipad?, ze
tyto hustoty lze analyticky integrovat, byva vypodet velmi komplikovany. Z to-
hoto ditvodu jsou jednak hodnoty distribuéni funkce nejpouzivanéjiich rozd&lend
tabelovany (viz {13]), jednak je po&itd kazdy statisticky software (napf. STAT-
GRAPHICS, ale i tabulkovy procesor EXCEL),

P#iklad 4.3. Nechf md nahodné velidina X distribudni funke:
Flz)=A + Barctgz pro z € R.

Uréete
1) konstanty A a B,
2) P(X €(0,1)),
3) hustotu f{x) ndhodné velidginy X.

Regeni.
1) Podle vety 4.1 ¢, d) je F(oo) =1 a F(—ox) = 0, tedy

T

A+B—-=1
1 1

72r = A =ﬁ,Bxl:‘;F($):w+larctg:r pro z € R.

L 2 i 2 =
A-B-=10

2

1
2)P(Xe(o,l)):P(Xd)wP(Xgo):Fu)*F(O):g.
d 11

3) fiz) :EEF(;U):;1+I2 pro = € R.

)

Poznamka 4.4. Zamysleme se nyni nad pojmem zikon rozlozeni nidhodné veli-
finy. Vime, Ze zndt zakon rozloZeni je totéZ, jako znat rozdélovaci funkel. Zname-Ii
rozdélovaci funkei, znédme podle definice 3.1 1 pravdépodobnost. Zname-li pravds-
vodobnost, potom podle definice 4.1 zname distribuéni funkci. Ze znalosti dis
rribuéni funkee podle véty 4.1 e) wnfme uréit rozdélovaci funkei. Vidime, Ze ze
zadani kterékoliv z informaci o chovani ndhody tj.

- rozdélovaci funkce

- pravdépodobnosti

- distribucni funkce
lze uréit i ostatni dvé. Znalost libovolné z téchto ti funkei je tedy ekvivalentn{
znalosti zakona rozloZen{ nahodné velidiny.

Ve zbyvajici €asti kapitoly se budeme opét zabyvat nahodnym vektorem. Zo-
becnénim definice 4.1 dostaneme:
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Definice 4.2. Bud P pravdépodobnost pfislugna ndhodnému vektoru (Xy,..., X,).
Bud F redlni funkce n realnych proménnych definovana vztahem

F(:El,flfg,...,l‘n) :P(X1 S Iil,XQ S mg,...,Xn S .I'n)

Funkei F nazyvame distribuéni funkee ndhodného vektoru (X, Xz, ..., Xy). Zna-
fime (X, Xa,..., Xn) ~ F.

7 definice 4.2 a s vyu¥itim vlastnosti pravdépodobnosti (viz véta 3.1) lze
dokéazat nasledujici vétu, ktera je analogicka veté 4.1.

Viéta 4.2. Bud (X1, Xa,...,X,) ndhodny vektor s distribuéni funkei &. Potom:
a) G je vzhledem ke kterékoliv své proménné neklesajici.
b) G je vzhledem ke kterékoliv své proménné zprava spojita.

¢) lim Glz1,22,...2s) = 0 pro kazdé i € {1,2,...,n}.

T;——0C

d) lim G(zy,29,...,20) = L.

(21,82, ., &) —>(00,00,...,00,}

e} Je-li (X7,X2,...,Xy) diskrétni s pravdépodobnostni funkei ¢ a oborem hod-
not {2, potom

L) G (g si@g s Ty) =

— Z g(\tl,tZ,---,tn);

(t, 2y ntn VEQN{—00,1) } X {— 00,22} X ... X{—00.Tn}

2 G B e ) = Gl e s B =

— lim G{zy —hi, 29 —hay oo Ty — Ba),
(Ry hg,..,hn)-—+(0,0,...,0)F

3) P(X] <£I?1,‘Xv2 <:L‘2,...}_X'n = .'L‘n) =

= lim Glry — h1, 22 —ho, T — B,
(hiha,...,hn)—(0,0,....0)F

4) P(X1 =z, Xy —2a,....Xp zxn) = g(z1,22,...,%n)

£) Je-li (X3, X3,...,Xn) spojity s hustotou g, potom

T T

1) Gz, 22, 20) = [ [ glti,ta, ... t0) dtrdtz ... din,

an
: Ty .. s in) = ————=—G(x1,22,...,2a),
PN L5 eyl ) Bridns ... Omn (21,22, Frs)
3 P(X1 <LE1,4¥2<.’152,...,Xn<$n):G($17$2’.__’$71),
4) P(Xl:1:1,X2=$2,.._,Xn:3;n):0_

Pozniamka 4.5. Pro nahodny vektor plati poznammka analogickd poznamce 4.4.
Pouze misto zakona rozloveni ndhodné velitiny uvaZujeme zékon rozlozeni ndhod-
ného vektoru a vychézime z definice 3.2, definice 4.2 a véty 4.2 ) a f).
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Piiklad 4.5. Hustota nadhodného vektoru (X,Y) je dana vztahem

1(‘r+y) 0<a<2 0<y<3
f(.f,-,y)z{ gl T3/ P S A
0 jinak

Urcete:

1) Distribuéni funkei F ndhodného vektoru (X,Y).

2) Pravdépodobnost, e ndhodnd velidina X nabude hodnoty z intervalu (0, 1)
a soufasné nahodné veliéina ¥ nabude hodnoty z intervalu {2,3) jednak pomoci
hustoty f, jednak pomoci distribuéni funkce £

Reseni. Obor hodnot £ ndhodného vektoru (X,Y) je obdélnik (0,2) x (0,3),
jedné se tedy o spojity nahodny vektor. PFi feseni piikladu vyuZijeme vétu 4.2.
1) Vyjdéme z véty 4.2 f) vatahu 1). Potom

F(z,y) = / [/y f(u,v)dv]du.

Dostaneme

1 2 et
,du:~(%+%—)proﬂ<x<2,0<y<3

D=
Vaamenet
VIR
+
[FURIES]
N’
2
=
—
(]

n 1 1
(542 )a du:g(wy—) proz >2,0<y <3

Oy |

TN
(SR~
+
w2
~———’
=
—

,7du:1(i+$) prod <z <2, y>3

N =

ol O O — .

proz > 2,y >3

S oo PN, O,

Jinak

2) Pomoci hustoty f ze vztahu (3.5} dostaneme
103

Irz y) } 13
< 1.2<Y <3) = alf aly-4 g e
P0<X <1,2<Y <3) /[/6(2+3dy v =
0 2
Pamoei distribuéni funkce 13

P(0<X <1,2<Y <3) = F(1,3) - F(0,3) - F(1,2) + F(0,2) = .
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5. Zakon rozlozeni marginalniho
nahodného vektoru

Definice 5.1. Vynechdme-li z nahodného vektoru (X1, Xo,...,Xy) alespon jednu

a nejvyse n — | slofek pfi nezménéném poradi, ziskame tzv. marginalni {édsrecny)
. ndhodny vektor. Nahodny vektor (X1,Xs,...,X,) pak v této souvislosti nazy-

vame simultanni (sdrufeny ). Distribuéni funkei a rozdélovaci funkel marginalnibo

[simultanniho] nahodného vektoru dopliiujeme nékdy privlastkem marginédini [si-
~multdnni] .

Priklad 5.1. Je i (X, X2, X3) ndhodny vektor, pak viechny marginalni nadhodné
vektory jsou Xy, Xa, Xi, (X1, X9), (X1, X5), (X, Xs).
&

Poznamka 5.1. Znime-li zdkon rozloZeni simultdnniho ndhodného vektoru. lze
uréit zakon rozloZeni viech marginalnich ndhodnych vektori. Opak obecné neplati.
Postup ukdZeme na trividluich prikladech.

Priklad 5.2. Ve druhém roéniku na fakulté studuje, dejme tomu, 1000 studentd.
Necht jejich vysledky z matematiky a deskriptivni geometrie za 1. semestr byly
k uréitému datu takové, jako udava tabulka 5.1

M\ DG 1 2 3 4 5
1 i3 59 100 6 208
2 67 1 152 25 315
3 18 125 180 30 353
4 5 20 50 49 124
= 133 275 482 110 | 1000

Tabulka 5.1: Vysledky u zkousek

Vyberme nahedné jednoho ze studenti a necht ndhodny vektor (X,Y) je
(X,Y) = (zndmka z matematiky, zndmka z deskriptivni geometrie.
Uréete rozdélovaci funkee nahodnygch velidin X a Y.

Regeni. Obor hodnot  x yy ndhodného vektoru (X, Y) je mnoZina 11,984 b
{1,2,3,4, }, jedné se tedy o diskrétni ndhodny vektor. Pravdépodobnostni funkee
g nahodného vektoru (X.Y) mé zfejmé hodnoty z tabulky 5.2.

Obor hodnot Qx nahodné velidginy X je mnofina {1,2.3,4}. X je tedy opét
diskrétni ndhodné velicina. Oznadme ¢ jeji pravdépodobnostni funkei. Potom

X ~gile) =PX =a)

Pravdépodobnostni funkei g1 staci urdit pro =z € §lx, protode pro r £ A — {1y jo
nulova. Postupné dostaneme
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n()=P(X=1)=P(X=1Y <)

= IA ={(zy) eR} z=1y< 00}‘ = 3 9=y
(z,y)EANQ

= ’Amn ={{l,y) ¢ R% g(l,y) #£0} = {(1,1),(1,2),(1,3),(174)}’

~ g(1,1) + g(1,2) + g(1,3) + g(1,4) = 0.208 (= ) g(l,y)).
{vER; 9(1,y)#0}

z\y 1 2 3 4 S
1 0.043 0.039 0.100 0.006 0.208
2 0.067 0.071 0.152 0.025 0.315
3 0.018 0.125 0.180 0.030 | 0.353
4 0.005 0.020 0.050 0.049 0.124
> 0.133 0.275 0.482 0.110 1.000

Tabulka 5.2: Hodnoty pravdépodobnostni funkce g(z, y)

Podobné

g1(2)=P(X =2)=P(X =2,Y < o)

= g(2,1) +¢(2,2) + 9(2,3) + g(2,4) = 0.315 (— > g(l.ﬁ/))-
{ueR; 9(2,1)50}

Stejng bychom spoditali g1(3) a g3 (4). Ndhodnd velidina X ma pravdépodobnostni
funkei danou tabulkou 5.3.

x 1 2 3 4
g1(z) 0.208 0.315 0.353 0.124

Tabulka 5.3: Hodnoty ¢;{x)

Viimnéme si vyznamu posledniho sloupce v tabulce 5.2
Obecnd pro z € Qx ziejmé plati

@@= Y gy,

{veR; g(z,9)#0)

Z glz,y) pro z € Oy
(5.1) X ~gi(z) = {yeER; g(=,y)+#0} -
0 jinak
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Padobné ivahy bychom mohli provést pro nahodnou velidginu V. Obor hodnot
{?y nahodné veli¢iny ¥ je opét mnozina {1,2,3,4} a ¥ je tedy diskrétni ndhodns
veli¢ina. Pro pravdépodobnostni funkei ¢ nahodné velidiny ¥ plati

Y~ gy) =P(Y =y) = P(X <cc,Y =y)

Pravdépodobnostni funkei g, stadf uréit pouze pro y € Qy. Napt.

#2(1)=PY =1)=PX <0,V =1) = > gz
{x€R; g(2,1)#0}
=g(1,1) +9(2,1) + ¢(3,1) + 9(4,1) = 0.133.

Obecné

Z glz,y} pro y € Qy
(5.2) Vi~ galy) = ¢ {oemglop20}
0 jinak p

o

Nahodna veli¢ina Y ma pravdépodobnostni funkei danou tabulkou 5.4

Y 1 2 3 4
g2y) 0.133 0.275 0.482 0.110

Tabulka 5.4: Hodnoty g2 (y)

Viimnéme si viznamu posledniho radku v tabulce 5.2.

&

Poznamka 5.2. UvaZujme nyni spojity nahodny vektor (X,Y} s hustotou ¢ a
oborem hodnot @ x yy. Oznaéme op&t gy [g2] rozd&lovaci funkei ndhodné velidiny
X [Y]aQx [©y]obor hodnot ndhodné velitiny X [Y]. Z "analogie mezi diskrétnim
a spojitym pfipadem” by asi nyn{ kazdy napsal

9(z,yidy pro z ¢ Qx

= : -
[f)'a) XN!/]{'Z)— {3ER; g(x,y)5#0] :
0 jinak
oeyyde pro y € Oy
(5.4) Y ~ 92(¥} = § {ceR olz,1)#0}
0 j'ma,k

i —  irme 7 dis-
Odvodme nyni hustotu gs ndhodné veliéiny Y, . vztah (5.4). Vyjdéme z dis

tribuéni funkee Gy ndhodné veli¢iny Y. Dostaneme
Y ~ Galy) = P(Y <y) = P(X <00, Y <y) = Gloo,y).
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Vyjadreme distribuéni funkce G5 a G pomoci hustot, dostaneme

/y g2{v)dv = fy[]cg(u,v)du} dv.
Odtud N
g2(v) = / glu,v) du

a tedy pro y € Oy

It

g2(y) 79(%3/) dr = / gle,y)dz +

{xeR;gim,y)#O} {z€R; g(x,y)=0}

= glz,y) dx.
{xER g2, y)£0}

Cim? je vztah (5.4) dokézan.
Analogicky bychom dokézali vztah (5.3).

Priklad 5.3. Z kruhu o poloméra jedna a stfedu v pofatku je ndhodné vybirian
bod tak. ze kazdy bod kruhu mé stejnou 8anci dostat se do vibéru. Nechf nadhodny
vektor (X.,Y) znamend soufadnice vybraného bodu. Urlete rozdélovaci funkce

nahodnyeh velidin X a Y.

glz,y) de

Reseni. Obor hodnot Qx,yy ndhodného vektoru (X, Y) je mnozina

{(z,y) € RE 22 442 < 1},

jedna se tedy o spojity ndhodny vektor. Vzhledem &k tomu, Ze kazdy bod z oboru
hodnot ma stejrou fanci byt vybrdan, musi pro hustotu ¢ nadhodného vektoru

(X,Y) platit
c pro (z.y) € &xy)
gz, y) = . :
0 jinak

Z vlastnosti hustoty (definice 2.5) dostavame

i // gle,y)dedy = // cdzdy = e,
Q{X,Y)

(X.Y)

odtud ¢ = 1/7 a tedy

w

1

—  pro (z,y) €8

g(ar:,yJ:{ bro (#,3) € Soen)
0  jinak

Obor hodnot ©2x nahodné veli¢iny X je mnoZina {—1, 1), jedna se tedy o spo-

jitou nédliodnou velidinu a pro jeji hustotu g; plati vztah (5.3).
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Pro z € Q2x je (viz obrazek 5.1)

—_——

{yER; gle,y) #0) = {y e R —/1—a? <y < y/1— a2

Tedy
V1 —x2
f Ly € {-1,1;
— ro T -1,
X ~gilz) = w P o :
P 1-952
0 Jinak
odtud 5
—/1 = z2 € {~1,
vagl(;r)m{w z? pro z €/{ 1,1>'
1] Jinak
4 y=1-x*

Y
Ny

y =i 3
Obrézek 5.1

Podobné obor hodnot Qy ndhodné velidiny ¥ je mnoZina {—1,1}, jedna se
tedy o spojitou nahodnou veli¢inu a pro jeji hustotu g2 plati vztah (5.4). Pro

y € Oy je

{zeR: glz,y) #0} ={z e R; —/1—y? <2 <~+/1-y2}.

Tedy
1
i —dr pro ye{(—1,1
Y~ ga(y) = / @ —— ,
12
0 Jjinak
odtud 5
ZJ1—y2 pro ye{-1,1
X~gz<y)—{w\’ i
0 Jinak

Zobecnéni postupt z prikladil 5.2 a 5.3 pro nahodny vektor (X, X2, ...
uvadi nasledujici véta. Mame-li margindlni ndhodny vektor (X; , X, ...
1< <ig < -+ <t <n, 1<k <n, lze vhodnym pfedislovanim proménnych
dosahnout toho, Ze margindln{ vektor bude tvofen prvnimi slozkami vektoru si-

multdnniho, tedy pijde o vektor ( Xy, Xo,..
potieba indexovani.
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Véta 5.1. Bud (X3, X,,..., X,) sinultdnni ndhodny vektor s distribuéni funkef
& a rozdélovaci funkei g. Bud 1 < & < n. Oznadme distribuéni funkei margindl-
niho ndhodného vektorn (X7, Xy, ..., X}) jako G2, &, rozdélovaci funkel jako
g1.2,..k & obor hodnot Qx| x, . x,). Potom

Gra, 4(z1,22,...,2) = Gz, 22, ..., 2k, 00,00,...,00).

Déle plati
a) Necht (X1,Xs,...,X,) je spojity, potom

91,2,...,k(l‘1,12’ BN 1-‘L‘k) =

f J g(:l,'],..,,;tn)d,fk_!_l...dl'n
{(Thdg1snEa) ERP =5 gl 2, Y20}

pro (z1,...,2k) € Qix, . x4
0 Jinak

by) Necht (X4, Xs,...,X,) je diskrétni, potom

912, k(1 b2, g) =
Z glzr,. .., zy)
{{(Frgr, @) ERP=F g(a1 .2, ) #0}
Pro (11’?1‘,- .- ,-Tk) & Q(le---»Xk) .
Q Jinak

Poznamka 5.3. Véta 5.1 vlastné fika, Ze pfi vypoétu hustoty [pravdépodobnostni
funkce] margindlniho nahodného vektoru integrujeme [seditame] "nenulovou” hus-
totu [nenulové hodnoty pravdépodobnostni funkee] simultdnniho ndhodného velk-
toru podle zbyvajicich proménnych [pfes zbyvajici proménné].

Piiklad 5.4. Nahodny vektor (X,Y, Z) ma hustotu

o) = { Seve 1o (a,2) € (1,2) x (3,4) x (3,4)

0 jinak

Urcete hustotu nahodné veli¢iny ¥ a nahodného vektoru (X, 7).

Reseni. Obor hodnot 2 x,v,7z) nahodného vektorn (X, Y, Z) je mnozZina (1,2} x
(3,4} x {3,4), jedna se tedy o spojity nadhodny vektor.

Obor hodnot 2y nahodné veliciny Y je mnoiina (3,4) a pro hustotu gz na-
hodné veli¢iny V podle véty 5.1 plati

g(.,C,yZ) d;t,dZ pro y E QY
gz(y) = V(=2 eR2; gla,y,2)#£0)
0 jinak
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Protoze

{(2,2) €R% glz,y,2) #0} ={(z,2) e R} 1 <2 <2,3<z <4},

je
: 3
glz.y, z) dzdz —/ /4— yzdm} dz.
{{z,2)ER?; glx,y.2)£0} 3 1

Vypoétem posledniho integrélu dostaneme

2

-y pro y € (3,4
gz(y)z{{. pro y € (3,4)

0 jinak

Obor hodnot £ x z ndhodného vektoru (X, Z) je mnoZina (1.2) x (3,4)
pro hustofu ¢1,3 nahodného vektoru (X, Z) plati

o)l pro (5.2) € U
91,3(17«2) = {y€R; g(.xxywl)?fo}
0 Jinak

Protoze

{yeR; g(z,y,2) #0} = {y e R; 3 <y <4},

dostaneme
4

8
x. Z d —_ od
gle,y,z)dy /49 wyz dy.

{veR; g(z,y,2)70) :

Tedy
pro (2,7) € (1,2} % (3,4)

4

—xz
(X, Z) ~ g13(x,2) = { v

0 Jinak
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6. Nezavislé ndhodné velic¢iny

Nez zavedeme definici nezavislych nahodnych veliéin X;,..., X,, uvedeme
dva motivuliel priklady, ve kteryeh nkdzeme podstatu nezavislosti.

Priklad 6.1.

a} Necht X je neznamé délka hrany krychle. Potom pro objem Y krychle plati
¥ = X", Nihodnd veli¢ina ¥~ je tedy funkei ndhodné velitiny X. Veli¢iny X a V"
jsou zavislé, jedna se o tzv. funkéni zivislost.

b) Necht X je védha nahodné vybraného studenta, ¥ je v¢ika tohoto studenta
a Z jeho mésiéni kapesné, Potom zfejmé ndhodnou veli¢inu Y nelze vyjadfit jako
funkel ndhodné veli¢iny X a tedy velidiny X a Y nejsou funkéné zdvislé. Piesto
citime, Ze mezi ¥ a X néjakd zdvislost existuje. Pravdépodobnostni chovan{ na-
hocdné veli¢iny Y zavist totiZz na tom. jakych hodnot nabyla ndhodna velid¢ina X,
tj. pravdépodobnost, Ze nahodnd velicina ¥ nabude hodnoty z néjakého intervalu
zavisi na tom, jakych hodnot nabyla ndhodnd veli¢ina X. V tomto pfipad& budeme
hovofit o tzv. stochastické zavislosti. Teorie pravdépodobnosti se pravé zabyva zé-
vislostini, resp. nezavislostini posledniho typu, pFitom se slovo stochastické nékdy
vynechavd. Mezi velidinami X a Z opét neexistuje funkéni zavislost, ale dokonce
je zicjmé, Ze ani stochasticka zdvislost. Takové velidiny budeme nazyvat nezavislé.

Infuitivné tedy citime, co budeme rozumét stochastickou nezévislosti, ale s in-
tuicl samoziejmé v technickych aplikacich nevystaéime. Potfebujeme néjaky de-
finiéni vztah, ktery jednak odpovidd na# intuitivni pfedstavé a jednak umoiimje

overit, zda jsou velifiny nezavisié.

Priklad 6.2. Vratme se k prikladu 5.2. Zajima nés, zda pravdépodebnostni cho-
véani nahodné veliéiny ¥ zévisi na tom, jakych hodnot nabyla ndhodna velidina X .
Necht ¥|X = 1 znadl zndmku z deskriptivni geometrie téch studentd, ktefi maji
z matematiky v¥bornou. Z¥ejmé se jednd o diskrétni ndhodnou velidinu s oborem
hodnot {1,2,3.4}. Pravdépodobnostni funkei u této velidiny ziskdme z tabulky
5.1, dostaneme tabulku 6.1

yIX =1 1 2 3 1
u(y) 437208 59/208 100/208 6,/208

Tabulka 6.1: Hodnoty pravdépodobnostni funkee u(y).

Nebot napf.

i) = PR TR =0 e 9_4%,
-
w(2) = P(Y =2[X =1) = 9‘3098.
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Obecné
u(y) = P(Y =y|X = 1),

co? vlastnd znadl pravdépodobnost, Ze ndhodnd velifina Y nabude hodnoty y za
podminky, ¥e nadhodné veliéina X nabyla hodnoty 1.
Dale zfejme

43
: 43 1000 PE =LY =1)
() =PY =1|X =1)= — = = .
a(l) ( | ) 208 ~ 208 P(X =1)
1000
odtud .
1,
Py —1jx = 1) = 41
a1(1)
Podobne
59
5 e PN =0 (1.2
208~ 208 P =i g1(1)
10060
Obecné
P(X=1Y=y) g(ly)
u{y) = PIY =y|X =1) = = o y € R.
(y) = P(Y =y ) FIX 1) ) P
Tedy pro pevné x € {1, dostaviame
) P(X =zY =y) 7.
(6.1) P(Y =y|X = )= ( i y) _gley) pro y £ R.

P(X = :r) L

Pravdépodobnostni chovéni nahodné velidiny Y ziejmeé nezavisi na tom, jakych
hodnot nabyla ndhodna veliéina X, kdyz

PY =y|X =z2)=P(Y =y) = g2(y) prokazdé y € R, = € x.
Odtud a ze vztahu (6.1) dostaneme poZadavek nezavislosti ¥ na X ve tvaru

9(2.9) _ o) prokesdé y € R, = € Ox,

g1(x)
t]. cheeme, aby platilo
g(z,y) = gi(«) g2(y) prokazdé y € R, r € Ox.
Protoze pro z ¢ Qx je g1(x) = 0 a g(z,y) = 0, lze posledn{ vztah napsat ve tvaru

(6.2) o(@,y) = g1(2) o ly) pro keddé (z,y) € B2,

7 tabulky 5.2 vyplyva, Ze g(1,1) # g1(1}g2(1), tedy vztah (6.2) neplats, ).
pravdépodobnostni chovani nahodné veli¢iny ¥ zdvisi na tom, jakych hodnot na-
byla nahodné velidina X.
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Podobné fivahy bychom mohli provést pro zjidténi faktu, zda pravdépodob-
nostni ehovani nahodné veli¢iny X zévisi na tom jakych hodnot nabyla ndhodna
velitina V. Uplné stejné jako vyse bychom ukézali, Ze pravdépodobnostni chovant
nahodné velidiny X nezavisi na tom jakych hodnot nabyla ndhodné velicina Y
pravé tchdy, kdy?z plati

glz,y) = g1(z) go{y) pro ka#dé (z,y) € R,

tj. vztah (6.2).

7 uvedeného prikladu vyplyva:

1) Misto nezévislosti ¥ na X resp. X na Y mtifeme hovorit o nezavislosti X
at.

2} Negdvislost X a Y lze v diskrétnim pfipadé ovéfit pomoci vztahu {(6.2).
Podobné fivahy bychom mohli provést pro piipad spojityeh nahodnych velidin a
pies distribuéni funkee G, G, Gy bychom opét dospéli k pozadaviu tvaru (6.2) pro
hustoty g1]gz] ndhodnych velicin X [V]. Logicka se tedy zda nasledujici definice
nezavislostl.

Definice 6.1. Necht (X,Y) je nahodny vektor s rozdslovact funke! g. Qzuadme
g1 g2) rozdélovaci funkci ndhodné velidiny X [Y]. Rekneme, #e ndhodné velicmy
X a Y jsou stochasticky nezdvislé, kdyZ plati

rglz,y) = g1lx) galy) pro kazdé (x,y) € R
Pozndmka 6.1. Zname-li tedy rozdélovacl funkei g nahodného vektoru { X, 1Y),
lze uréit podle definice 6.1, zda jsou veliciny X a Y nezavislé. Podle kapitoly 5
spoditame rozdélovaci funkce g1, g2 nahodnych velidin X.Y a pak ovéfime, zda
plati definién{ vztah nezévislostl,

Bes dikazu uvedeme néasledujiei vétw:

per

Véta 6.1. Necht (X.Y) je ndhodny vektor s distribuéni funkei . Ounacme
G4 [G] distribuéni funkei nahodné veliginy X [V]. Potom jsou velidiny X a ¥
stochasticky nezévislé pravé tehdy, kdyz

‘Gle,y) = Gi(2) G2 (y)  pro kaideé (z,y) € R*.

Piiklad 6.3. Urlete, zda jsou velidiny X a Y v pikladu 5.3 nezdvisle.

Reseni. V prikladu 5.3 mame

pro (z.y) € x,v)

SH

(X,Y) ~gla,y) =
0 jimak

kde Q(x vy = {(z.y) € R xt +y? <1},
2

2V1 =22 pro x e {—-1,1)

Xe~g{e)=q 7 ;
jinak

59



http://pdfxchange.phpshop.cz
http://pdfxchange.phpshop.cz

2
:x/l —y* pro y €{-1,1}

0 Jinak

Y ~galy) = {

Velidiny X a Y budou podle definice 6.1 nezavislé, kdyz

9(z,y) = g1(2) g2{y) pro kazdé (z,y) € R*.

Ziejmé g(0,0) # ¢,(0) - g2(0). Tedy velid¢iny X a Y nejsou nezdvislé.

Priklad 6.4. Néhodny vektor (X, V) mé rozdélovaci funkei g
a) danou tabulkou

z\y 1 2
0 0.03 0.07
1 0.27 0.63
b) danou tabullon
& N 1 2 3
0.2 0.1 0.1
1 0.3 0.2 0.1
c)
4x(y — 1) pro (z,y) € (0.1) x (L.2)
9(z,y) = s :
0 Jinalk

Zjistéte, zda jsou veliciny X a Y nezdavislé.

Regeni. Ve viech piipadech vyjdeme z definice nezévislosti, tj. oznacme  x y)
obor hodnot nahodného vektoru (X, Y7}, ¢1 [gg] rozdélovaci funkei nahodné velidiny
X[Y]. Velitiny X a ¥ budou nezavislé pravé tehdy, kdyz

glz,y) = g1(z) g2(y) prokardé (z,y) ¢ R%

a) Obor hodnot £(x y) nahodného vektory (X,Y") je mnoZina {0,1} x {1, 2},
jednd se tedy o diskrétni ndhodny vektor. Podle kapitoly 5 dostaneme pravdépo-
dobmnostni funkei g1 [g2] ndhodné veliéginy X [V] - viz tabulka 6.2.

z\y T, o 2 a(2)
0 003 007 0.10
1 0.27 0.63 0.90

g2(y) 0.30 0.70 1.00

Tabulka 6.2

Odtud
g(0,1) = g1(0) g2(1),

60



http://pdfxchange.phpshop.cz
http://pdfxchange.phpshop.cz

9(0,2) = 1{0} 92(2},
g(1.1) = (1) ga(1),
g(1.2) = gi(1) g2(2).

Tedy

glr.y) = gi(x) galy) prokazdé (z.y) € R?
a velidinyg X a ¥ jsou nezdvislé.

1) Ohor hodnot € x yy nahodnéhio vektoru (X, Y') je mnozina {0,1}x{1.2,3},
jedna se opdt o diskrétni ndhodny vektor a postupujemce stejné jako v a). Prav-
dépodobnostni funkee g1 [g2] ndhodné veliciny X [¥] opét dopoditame v tabulce,
dostaneme tabndku 6.3.

e\ y 1 2 3 {x)
0 0.2 0.1 0.1 0.4
1 0. 0.2 0.1 0.6
goly; | 05 0.3 0.2 1.0

Tabulka 6.3
Potom

g(0,1) = g1 (0) g2(1).
9(0,2) # 1(0) g2(2).
Pozadovany vztah neni spinén pro bod (0,2) a tedy ndhodné veliciny X, Y ncjsou
nezavisié.
e} Obor hodnot £ ¢y ndhodného vektory (X, Y] je mno#ina (0,1} x (1,2},
jedns se tedy o spojity ndhodny vektor. Podle kapitoly 5 postupné dostanermne

glz,y)dy vpro x € {Iy

X ~gilr) = {y€R; g(.y)70} e
0 Jinak
2
i dply — 1) dy = 2 pro x € (0,1]
= gilw) = {[ ‘ :
0 Jizak
Podobné
gle.y)dr pro vy € Oy
11’ ~ ql(y) - {1‘6‘:@; y(.L',y),iO} =
0 jinak
1-
do(y —1)de =2{(y —1) pro y € (1,2)
= galy) = ] :
0
0 jinak
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Protoze
dx(y — 1} =2z-2(y — 1) prokaidé (z,y) € Qxy),

Jsou velidiny X a Y nezavislé.

Poznamka 6.2. Necht (X,Y) znadi
X 0 respondent neni spokojeny ve své prici
B O respondent je spokojeny ve své préci
v { 1 respondent je muZ
| 2 respondent je ¥ena
Nechf néhodny vektor (X,Y") ma rozdélovaci funkei z tabulky 6.2. Potom spoko-
jenost v praci neni zavisld na pohlawvi.

Zobeenénim definice 6.1 obdrZime definici nezévislosti ndhednych velidin X,

Xoyeros X

Definice 6.2. Necht (X1,X,,...,X,) je ndhodny vektor s rozdélovaci funkei q.
Oznacme g; rozdélovaci funkci ndhodné veliciny X; proi = 1,2,...,n. Rekneme,
Ze nahodné veli¢iny X1, Xa, ..., X, jsou stochasticky nezévislé, kdy# plati

Y E ey B ) =05 00 ) G2 (B2 ) v G Bn)

6.3
(6:3) pro kazdé (z1,zs,...,2,) C R™.

Véta 6.2. Necht (X, Xo,...,X,) je ndhodny vektor s distribudni funkel G.
Oznacéme G distribuéni funkei ndhodné velidiny X; pro: = 1,2,...,n. Potom
Jsou ndhodné veliciny X, Xy, ..., X, nezavislé pravé tehdy, kdyZ plati

Clleiamgy: wgtn)=Cilei 1G5 las) v Gulrn) prokaide (B To ) ER™

Priklad 6.5. Bud Xy, X;,. .., X, nezavislé ndhodné velidiny, I, Ir. ..., I, realné
intervaly. DokaZte, Ze plati

PXieh, Xoclh, .. Xuel,)=P(X;e)P(Xs€L)... P(X,cl,)

Reseni. Dikaz provedeme pro spojité nahodné velidiny X1, X, ..., X,. Bud tedy
(X1, X2,...,X5) spojity ndhodny vektor s hustotou ¢. Oznaéme ¢; hustotu na-
hodné veliéiny X; pro ¢ =1,2,...,n. Potom podle (6.3) je

glxy, 9, 20 = g1(z1) gal@2) ... gnlzn) pro kaZdé (my,z2.....2,) € R™

Odtud

G2
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P(‘YI & Il,)\'vg el .. X, C In) = (;El)fifg,. .. ,.'En) d:cld,’lf,‘g .. dry,

.\;\
Y

= // gl ) galza) oo gu(enYdeyday . . dxy,

Tis g %I,

= /g](wl)d"ﬁ /gi( l)d /gn( n)d-rn

Iy Iz iy

:P(}fl - I])P(Xz e [2) P(_Y,, EIﬂ}.

&

Priklad 6.6. Ptredpoklédejie, Ze Zivotnost vyrobku (v letech) je nahodna veli-
fina X g distribuéni funked

0 pro x <0
Flz) = x .
T—e 10 pro x>0

Jaka je pravdépodobnost, fe:
a) U dvou stejnyeh vyrobkd dojde k prvai porude a¥ po dvou letech?
b) Alespott jeden ze dvon vyrabkt vydr# bes poruchy alespofi dva roky?

Regeni. Oznadme X; Zivotnost i-tého vyrobku, i = 1,2. Potom maji nahodné
veliéiny Xy, Xy stejné rozddleni jako ndhodné velidina X a jsou zfejmd nezavislé.
Na zakladd prikladua 6.5 dostévéme

a)
P(X) >2,X,>2) = P(X: >2) P(X, > 2)
=[P(X>2)]" = [1- P(x <2)]
= [1-F2))" = [e5]" = 0.670
b)

P(X1>2VX,>2)=P(X; >2) + P(Xy > 2)—
P(Xy>2,X; > 2)=2[1 - F(2)] —0.670
2e~5 — 0.670 = 0.967.

l

&

Priklad 6.7. Vrafte se k ptikladu 3.6 z kapitoly 3. Ovéite, #e jsou velidiny X a ¥
nezavislé a na zékladé této skutefnosti vypoététe opét pravdépodobnosti v tomto
prikladu hledandé.

&
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7 Transformace nidhodnych veli¢in
a vektoru

P#i feseni nékterych pravdépodobnostnich Gloh se setkdvéme se situaci, kdy
snéme zakon rozdéleni nahodné veliciny X a hledame zdkon rozdéleni nahodne
velidiny Y, ktera je funkei veliciny X, t.

Y = h{X),
kde h je redlnd funkce jedne redlné proménné definovana na oboru hodnot né-
" hodné veliginy X. O ndhodné veli¢iné Y potom fikédme, e vznikla transformaci
nahodné velidiny X.
Je z¥ejmé, Ze libovolnou transformaci b diskrétni veliéiny musi vzniknout dis-

krétni nahodna velidina. Riznymi transformacemi spojité ndhodné velifiny viak
nemus! vzniknout veliéina spojita.
Situaci si lze jednoduge predstavit v piipadé diskrétni nihodné veliéiny.

Piiklad 7.1. Vratme se k piikladu P - 3.7 a necht zkougejici zvolil strategii b).
Dejme tomu, Ze se rodide se studentem domluvili nasledovné
a) za jednifku nebo dvojku dostane 400 K¢, za trojku nebo nevyhovujici
nedostane nic,
b) za jednicku dostane 400 K&, za dvojku 200 K¢, za trojku nic a za nevy-
hovujici d§ rodiéam 200 K<.
Uréete rozdélend zmény studentova finanéniho stavu.
Reseni. Nahodnou veli¢inm vysledek skoutky Vi oznafme nyni bez indexu jako
V a jeji pravdépodobnostni funkei py oznadme takée bez indexu jako p.
a) Oznadme Z, zménu studentova finanéniho stavu. Obor hodnot £, ndhodné
velitiny Z, je zfejmé mnozina {0,400}. Jedna se tedy o diskrétni nahodnou veli-
éinu, ktera vznikla transformaci nahodné veliéiny V - a to podle tabulky 7.1.

T N N

N 400 400 0 0

Tabulka 7.1

Potom Z, = ha(V).
Pravdépodobnostni funkel ¢q nédhodné velitiny Z, staél uréit pro ¢ € Qo
protofe viude jinde je nulova. Dostaneme

1 (400) = P(Z, = 400) = P(V =1VV —2))
= P(V =1)+P(V=2)=p(1) +p(2) =0.75,
gu(0) = P(Z, =0) = P(V =3VV =4
= P(V=3)+P(V=4)=p(3) + p(4) = 0.25.
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0.75 pro =z =400
Zy ~qq(z) =4 025 pro z=0
0 jinak

o1l veRcinn, kferd eanilids

YV -0 podle tabuley- 772,

Tabulka 7.2

Tedy 7y = hy(V). Veliina Zy ma zfejmé pravdépodobnostni funkei ¢ danou
tabulkou 7.3.

z -200 0 200 400
q(2) 0.21 0.04 0.42 0.33

Tabulka 7.3: Hodnoty pravdépodobnostni funkee ¢(z).

ProtoZe je funkce hy prosta na mnoZiné 0, existuje k ni inverzni funkee hb_l, tj.
plati v = h;l(z). Vztah mezi pravdépodobnostnimi funkcemi p a ¢ velicin V a
Z, miZeme v tomto pfipadé vyjadiit nasledovné. Pro z € {2y plati

g(z) = P(Zb = Z) = P(hb(V) = z) = P(V = hb_l(z)) = p(h;l(;‘))

Tedy
p(h;l(z)) pro z € il
aw(z) = g :
0 Jinak

&

Poznamka 7.1. V pfikladu 7.1 b) jsme ukézali, Ze plati nasledujici véta:

Véta 7.1. Necht X a Y jsou dvé diskrétni nadhodné veli¢iny a nechf nahodna

velifina Y venikla transformaci 7 ndhodné velidiny X, tj. ¥ = A(X}. Oznaéme
Qx [y] obor hodnot nahodné velidiny X [Y] a p [¢] pravdépodobnostni funkei
nahodné veliciny X [V]. Je-li funkce h prosta na mnoZiné £,, potom pro pravdé-
podobnostai funkci ¢ nahodné veliéiny Y plati

1

p(hgl(y)) pro y € Oy
qly) = ..
0 jinak

kde 7! je funke inverzni k funkei h.

Pozndmka 7.2. Pfipomeiime si, #e inverzni funkei h~! k funkei h ziskdme tak,
e z rovnice y = h{z) vyjadiime z. Visledek oznadime z = h™'(y).
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Priklad 7.2. Uvazujme kulovou éastici o primeéru r. Rezna rovina protne tuto
¢astici v kruhu o primeéru Z. Oznaéme T vzdalenost fezné roviny od stfedu ¢astice.
Necht T je nahodna veli¢ina majiei hustotu

2 o<t<
f(t):{r pro-¥=t=5
0 jinak

Stanovie hustotu veliciny Z.

Reseni. Pro realizace z a ¢t ndhodnjch veliéin Z a T zfejmé plati (nakreslete si

obrazek!)
(G =)
2 2

Ea Y 4152,

odtud

a tedy
z = /12 — 442

protoze z > 0. Tedy

(1) Z =+/r? —4T? = h(T),

tj. naéhodna veli¢ina Z vznikla transformaci z = h(t) = v/r? — 4¢* ndhodné veli¢iny
T.

Obor hodnot 7 ndhodné velidiny T je intevrval (0,7/2}, obor hodnot Q7 na-
hodné velidiny Z je interval {0, 7). Ob& ndhodné velifiny jsou tedy spojité ndhodné
veli¢iny.

Oznaéme F distribuéni funkei nahodné velidéiny T, g [G] hustotu [distribuéni
funkci] ndhodné velidiny Z. Hustotu a distribuéni funkei ndhodné veli¢iny Z stadi
uréit pro =z € Qz, protoze pro z ¢ 2z obé funkce zname.

Vyjdeme z definiéniho vatahu distribuéni funkee ndhodné veli¢iny Z, tj. vztahu

(2) G(z) = P(Z < 2).

Pravdépodobnost ve vztahu (2) vyjadiime pomoc{ ndhodné veliciny T Ze vztahu
(1) dostaneme

G(z):P(,/Tz_észgz):P(T2_4ngzz)
1
=B 2 i)
=P(T2% -r‘z—zszg—%\/r?_ZZ)
=P(T2% 72423)$P(T§_% T‘Z—zz)
:P(TZ%\/TQ—ZQ).

(=]
o

e o
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1
(Protoze P(T < —5\/7’2 — 22) =0.)

Tedy
0 pro z <0
1
(3) G(z) = P(T > 5\/7*2 - 22) pro z € (0,r) -
1 pro z >r1

Pomoci distribuéni funkce F nahodné veli¢iny T pak ze vztahu (3) dostaneme

1 : 1 .
(4) G(z) =1~ P(T <V zz) i F(E\/rz - 22) peailkaide v & Uiz
Vyjadiili jsme tedy nezndmou distribuéni funkei nahodné veli¢iny Z pomoci znamé

distribuéni funkce ndhodné velidiny 7.
Nyni pro hustotu ¢ nahodné velidiny Z ze vztahu (4) dostévame

o) = Gle) = o [1 _r(Eve _zz)]

2
d i - 1 ; d 1
:”E;F(g 7’2—22)2 w=u(z)= g/t -2t = - (U)éu(z)
= 1 ZA,]? -3 . —1 .
= ) L7 ) (20 = 5 (W)
1 1 z
S 2
Qf(2ﬁ) T
Tedy
1 z 1
z — T o 2* 2 4 =
(5) 9’(/«)*2\/73—7—?]((2 T z) pro z € Qg

Zbyva vyjadiit hustotu f(%\/rz —z%), Pro z € 1z je

1 r
i SR 0_>
g M €<’2

1 2
- 2 .2y - =
f(Z r A’) r

Odtud a ze vztahu (5) dostaneme

a tedy pro z € Qz Je

g(z) = = 5 = pro z € §1z.

Tedy

—‘Z—jm pro 0 <z <r
g(z) = rvr?—2z* )

jinak

67



http://pdfxchange.phpshop.cz
http://pdfxchange.phpshop.cz

Pfiklad 7.3. Nahodné chyba méfeni X ma normalni rozdéleni s parametry g a
7%, tj. X ma hustotu

: (x — p)?
e 207 pro z € R

fla) =

2ro
(viz definice P - 9.2.1). Uréete rozdéleni absolutni hodnoty nahodné chyby méfeni.

Regeni. Oznacme Y = |X|, tedy velidina Y vznikla transformaci y = h(z) = [z]
nahodné velidiny X. Obor hodnot Qx nidhodné veliciny X je R. Obor hodnot Qy
ndhodné velitiny Y je tedy interval {0, 00), nebot

—o<r<oo=>0<]z|<o=0<y < oo

Oznaéme F distribuéni funkei ndhodné velidiny X, ¢ [G] hustotu [distribucni
funkei] ndhodné velidiny Y. Hustotu a distribuéni funkei ndhodné veliciny Y stadi
uréit pro y € Qy. Nejprve opét vyjddiime distribuéni funkci G ndhodné veli¢iny
Y pomoci distribuéni funkee F nahodné veliciny X tak, ze vyjdeme z definiéniho
vztahu distribuéni funkce nahodné veliciny Y. Dostaneme

Gly) = P(Y <y) = P(IX|<y) = P(-y < X <y)
= Fly) — F{—y) pro y € Qy.
Potom

= %G(y) — LR - F(—y)] = 2F(@) - LP(-y)

=lu=uy) = vy[ = fly) = 7 Flu) &%u(y)
)

Nyni zbyva vyjadiit f(y), resp. f{—y}.
Pro y € {0, c0) je

g
= e 20'2
W) = 7=
Pro y € {0,c0) je ‘
1)’
floy) = —m=—e 207
2o
Tedy
. - )
gly) = 2ro e 207 4e 20 pro y € {0, 00)

[

jinak

68



http://pdfxchange.phpshop.cz
http://pdfxchange.phpshop.cz

= :.‘ﬁ_m.;;..m;; B

Piiklad 7.4. Pro nadhodnou veliinu ¥ plati ¥ = | X, kde X je nadhodna veliéina
3 hustotou

flz) =

{ -;; pro = € {(—1,2} '
0 jinak

Uréete rozdéleni nahodné veli¢iny V.

Regeni. Nahodna velidina Y vznikla transformaci y = h(z) = |z| nahodné veli-
Finy X . Obor hodnot Qx nahodné velidiny X je interval (—1,2). Odtud

—1<z<2=20< || <2=0<y <2

Tedy obor hodnot Qy nédhodné velidiny Y je interval (0,2},

Oznaéme F distribuéni funkei ndhodné veli¢iny X, g [G] hustotu [distribuéni
funkei] nahodné velidginy Y. Hustotu a distribuéni funkei ndhodné veli¢iny ¥ stadél
uréit pro y € Qy. Stejné jako v prikladu 7.3 dostaneme

Gly) = Fly) — F{—y) pro y € Qy,
g(y) = fly) + f(—y) pro y € fy.

il

Nyni zbivé vyjadiit f(y), resp. f(—y) proy € Qy = {0,2).

Je-ii )
y {0, 2) Ay e{—1,2)= fly) = 3
Je-li .
y e {0,2VA —y € (-1,2) = f(—y) = 5
Tedy
. 1
pro y €(0,2) je flv) =3,
. 1
pro ¥ e(0.1) e fl-y) =3
Odtud

pro y € {0,1)

pro y € (1,2) "

oy
e
B
fa
|
T | L] B

jinak
&

Pro hustotu transformované spojité ndhodné velidiny plati véta analogicka

-

vete 7.1,

Véta 7.2. Necht X aY jsou dvé spojité nahodné veliéiny a necht nahodna velidina
Y vznikla transformaci i ndhodné velidiny X, tj. ¥ = h(X). Oznaéme Qx [Qy]
obor hodnot nahodné velidiny X [V} a f [g] hustotu nahodné veli¢iny X [Y].
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Je-li funkee £ prosta na mnoZiné Qx a mé-li uvnitf mno¥iny Qx spojitou prvni
derivaci, potom pro hustotu g ndhodné velidiny Y plati

d
f(h~ ) ‘@h‘l(y){ pro y € Qy

0 Jinak
kde 27! je inverzni funkee k funkei h.

Diikaz. Oznac¢me F distribuéni funkei nahodné velidginy X, g [(7] hustotu [distri-
buéni funkei] ndhodné veli¢iny ¥. Hustotu a distribuéni funkei ndhodné velidiny ¥
stadl uréit pro y € Qy. Predpoklidejme, Ze funkce  je na mnoZing Qy klesajici.
Potom pro y € €ty plati

Gly) = P(Y <y)=P(R(X)<y)=P(X >h (y))
=1-P(X <h7'y) =1-F(r'(y)).

Odtud
d _q d _
9ty) = 5 L oiy) = HL PTG =-Z F(7 W)
- B d ( d . 4
(6) - |:c:h (y){ = o F(@) 2h ) = —fe) Sh )
== Hh ) —h Yy) pro y € Qy.

ProtoZe je I klesajici, je i A~ klesajici {této skutednosti jsme vyuzili jiz vise) a
tedy

d
" (y)<o:>|—h ')

Odtud a ze vztahu (6) dostavame

d
= ‘aghml(y)

d
FR7 ) '—h"l(y)‘ proy € Qy
gly) = ( dy :
0 jinak
Dikaz pro h rostouci je analogicky. [
Piiklad 7.5. Reste predchoz piiklady pomoci véty 7.2, pokud to Ize.

Regeni. V piikladu 7.2 vznikla ndhodna velifina Z transformaci » = h(t) =
Vr? — 442 nahodné velidéiny T'. Jedna se o funkel prostou na Q7 = (0,7/2), kterd je
na Q¢ klesajici. Lze tedy pouzit vétu 7.2, Inverzni funkei 7! k funlkei A dostaneme,

kdyZ z rovnice
z=h(t) = /r? =42 pro tE&U >

vyjadiime {. Dostaneme
1
(?‘2 — 22) - tl,g = :t“2- vt — 22,
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Protoze t € {0,r/2), mame

t= 5\/7-2—525 = h7(z)
Potom podle véty 7.2 pro z € {1z plati
Z ~4(z) = F((®) |oeh(2)
dz
N O
=5 = (V)

Dalil postup je stejuy jako v piikladnu 7.2.

V ptikladech 7.3 a 7.4 neni transformaéni funkce i prostd na oboru hodnos
transformované nahodné velid¢iny X, nelze tedy pfimo pouzit vétu 7.2.

&

Dile se budeme zahivat transformaci nahodného vektoru. Uvazujme tedy
nahodny vektor X = (Xy, Xq, ..., X,,) s oborem hodnot {2x. Necht

v =he{o, e, o0, 2)

Yo — hz(.’l.'l,:Eg_‘,.. ,.’L'n)

Ym = hm(mlaIZ» Ceey In)
je m realnych funkei n realnych proménnych definovanych na mnoziné Q2 x. Nechf

¥ = ]L] (_le,_-YQ,A . ,)(n)
sz = hg(Xl,_szj‘ . ,Xn)

Y—nz = hm,()(j : ~Y2 yeorta X'n )

potom Fekneme, ze nahodny vektor ¥ = (Y1, 15,.

, Y ) vznik! transformaci b =
(hi.ha, ... lty) ndhodného vekioru X.

Budeme se zabyvat pouze situaci, kdy jsou nahodné vektory X a Y spojité.
Budeme pfedpokladat, Ze zndme hustotu f nahodného vektoru X a budeme chtif
urcéit hustotu g nahedného vektoru Y. Obecny postup je nasledujici:

1. Vyjdeme z defini¢niho vztahu distribuéni funkce G nahodného vekioru Y,
t].

Y = (Ylyz, ayrm) ~ G(yly,t,/Za-vvyym)

:P(Yl <y, Yo <y, Y < im)‘

(8)
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Pravdépodobnost ve vztahu (8) vyjadiime pomoci ndhodného vektoru X, tj. ve-
liciny ¥1,Ys,...,Y,, vyjidiime pomoei vztahtt (7}. Potom

G(y]}y27‘*' :ym)
:P(hl(XI,...,Xn) <y b X1, Xa) <y h(XD - Xn) < ym).
Oznaérne nyni

A= {(.rl,...,a:n) eR"™: hy(z1,...,z,) S el By s, ) gym}.

Dostaneme

G(y])yza"')ym,):/'"/f($17m27'--7$n)d$]dx2~--d$n
A

2. Pro hustotu g ndhodného vektoru Y pak zfejmé plati

6m
Yis¥25-- 3 ¥m) = 0 G{y1, .
g(J1 Y2 ' Y ) 8y15’y2 Oy (yl Y2, ym)

Priklad 7.6. Uréete hustotu délky privodide bodu B, kdyZ jeho soufadnice
(X1, X3) maji hustotu

0! 4 oitD
Ty + 23

1
2a? pro {z1,23) ¢ R%

— ¢
2mal

flz1,22) =

Regeni. Pro délku R privodide bodu B ziejmée plati
R=/X}+ X3
(Nakreslete si obrazek!)

Tedy R je spojita ndhodnd veliina s oborem hodnot Qg = (0, 00}, kterd vznikla
transformaci A = h(zy,z9) = V@i + 22 ndhodného vektoru (X1, X2).
Ozna¢me ¢ |G| hustotu [distribuén{ funkei] nédhodné velitiny R. Potom pro

r > 0 dostaneme
Giry=P(R< o= P(wa + X2 < r),

Oznaéme

= {(3317.1?2) ceR?: 22 +z2 < 7‘2}.
Potom

2\ 00
B+

P( Xz‘}“Xg <7" _f/f($1,12 daﬁd:lfg -—f/ 27ra2 2q? dI]deg.
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e

P

Pro vipodet integrilu pouZijeme substituci do polarnich soufadnic, t].

Ly T PCOS A" 0<p<y
Ty = psing 0 < <27
|l =
Odtud
. 2?4 23 : P’
B . 2 2 i — 7? £
|[/2W(12 e a*  drydrg - // pe 2a® dpdp
A A
ro2w 2 r &
! { e—;:l“} detd . (_9_,0(_15{ 12“(3)
— Z o o= Z o
2xa? a4 Fler 2mwa* i YJD f
0 0 0
. p?
= - I ('7—2—&5@
a?
0
Vipodtem posledniho integralu {zavedenim substituce + = —p?/(20?)) dostaneme
T'2

Gliry=1- e 2a° pro v > {.

Z posledniho vztahu pak vyjadiime hustotu g nahodné veliciny . Ziejme pro
r =0 je

d -
. , Ty
g{r) = -Gir) = e 2a*
dr a
Tedy
)
r -5
glr) = pl e 2a° pror >0
0 jinalk.

Jedna se o tzv. Rayleighovo rozdéleni.
Vypodet hustoty nihodného vekteru, ktery vznikl transformact spojitého na-
hoduého vektorn, mize podstatné zjednodudit nasledujiet véta, kterd je analogicka

vete 7.2,

SVéta 7.3, Nech?! X = (X1, X.,.... X)) aY = (¥1.Y%,...,Y,) jsou dva spojité

nahodné vektory a necht ndhodny vektor Y vznikl transformaci b = (hy, ha. ..., hy)
nahodného vektoru X, tj.

YP] = }7‘1(‘Y1,X?’,. . ,_Xn)
Yo = ha(X1, X, o, Xa)

Y—n — II'TL(-YI-;—X’Z-: s ‘Xn)
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Oznadme Qx [Qy] obor hodnot ndhodného vektoru X [Y] a f [g] hustotu ndhod-
ného vektoru X [Y7].
I. Predpokladejme, Ze soustava rovaic
Y1 = h1($1,$27 ... 7$71)

Yz — hz(iﬂl,ifzz,---«,ﬁ'iwz)

Ui == G e T}

mé pro ka#dé (y1,y2,--,¥n) € Qv pravé jedno feSeni (z1,%2,. .. ,Tn). Oznacme
pro toto Feseni
-1
zy = h] (¥1,Y2,- - 2 Yn)

€Ty = h;i(y17y2:~--ayn)

Tn = ’zgl(ylvy'b e 7yﬂ)

! maji uvnitt Qy spojité parci-
alni derivace prvniho fadu a Ze determinant (tzv. jakobiin)

I1. Piedpokédejme, Ze funkce h;l : h;l SO

roo d 0
e S o i
a "t By Byn W
a
;—hgl éihj _— b——h.;l
J(y1,v2,- - ya) = det | 1 = -
-Q—h"1 -8—— ;1 g bt
Loy " Oy 7 Oyn
je pro ka#dé (y1.yz, -+ Yn) € Qy nenulovy.
Potom
f(h;‘(yl,...,yn),...,h,:l(yl,...,yn))|J(y1,...,yn)
9y, yn) = pro (y1,..-,¥n) € Sy

0 jinak
Piiklad 7.7. Nahodny vektor (X1, Xz) ma hustotu

Flerrs) = { e F1 T T2 s (w1,22) € (0,00) x (0,00) .
0 jinak
Necht
. SRR
LI *

Uréete hustotu nahodného vektoru (Y7,Y2) a ziistéte, zda jsou velidiny Y1 a ¥3
nezavislé.
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Reseni. Nihodny vektor (Y7, Y)) je ziejing spojity nahodny vektor, ktery vanikl
transformaci b = (hy. iz} ndhoducho vektorn (X, Xy), kde
s}
Yy = ]2,](171 :1”.2) =
(9) ’ 21 + a9
yr = hplayen) = @y + 2.

Ovéfime, zda lze pro vypodet hustoty ¢ ndhodného vektoru (V7,Y3) pouzit

vetu 7.3,

L. Gbor hodnot 2y, y,) ndhodndho vektoru (¥7,Y2) je ziejmé mnoZina
Sz(yl.’yz) = {(UL«HE) S ]R‘z 0 < Yy < i, 0< Yo << OO}

Soustava rovnic (9) md zfejimé pro kazde {(y1,y2) € Uy, v,y pravé jedno fedeni
{1,232}, kde

L= Y1y

Lo = Mo — H1l2-

Oznadime v souladu s vétou 7.3

z1 =y =hy Ny, ye)

it

Ty =y — iy = by (Y1, 1)

o = v o g 5 . - v 9

IL. Funkee hy ', hy Y maji spojité parcialnd derivace prvnfho fada v R? a tedy
i na mnozing £y, y,).
Ziepné plati

d d
By Byt
Ayr ! dyz " [y n
J(y1,y2) = det = det [ "
i]zf‘ _(?__h;l —is Lt
dy; Iz

Tedy

Ty, y2) #0 pro kazdé (yr,y2) € Qyy vy
Pro v¥pofet hustoty g ndhodného veliboru (Y5, Y)) Ize tedy pouzit vétu 7.3. Odtud
pro (y1,y2) € Qv, v,) dostavame

glon-we) = £ (b (ve) h7 (w12 ) [ (w1, )
= flmve, v —viye) |y2| = myze Y2,

.
o yiyse 2 pro (y1.y2) € (0,1) x (0,00)
glyr.ye) = . :
0 jinak
Zbyvé ovefit, zda jsou nahodné veliéiny Y1 a Y3 stochasticky nezavislé. Podle
definice nezdvislosti (viz definice 6.1) jsou velidiny Y7 a Y, nesdvislé, kdy% je roz-
delovaci funkee nahodného vektoru (¥7.Y3} rovna soudinu rozdélovacich finked
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veliin ¥y a Y. Oznadme tedy g1 [g2] rozd&lovaci funkei ndhodné veliéiny ¥; [V2].
Podle kapitoly 5 dostaneme

jen)

20
] glyr, y2)dys = [Uwg e ¥ dy, =2y, pro y € (0,1)
0

aly) =9 . |
: jinak
o0 1
— e 1 _
92(y2) = /g(yl,yg)dyl - /ylyge Y dy = iyge Y2 pro y; € (0,00)
— i
0 jinak

Plati tedy
9y, v2) = 91(y1) g2(y2)  pro kazdé (y1,y2) € R?,

tj. velifiny Y7 a Y3 jsou nezavislé.
&

Priklad 7.8. Urcete hustotu ndhodné velidginy ¥ = X; + X;. kde X a X, jsou
nezavislé nahodné veliciny, které maji rovnomérné rozdéleni s parametry 0 a 1.

ResSeni. Vime, %e pro i = 1,2 plati
s s & ]

1 pro z; €{0,1}
X, Nfi(xi):{ N
0 jinak
(viz poznadmka 3.3).
Vzhledem k nezavislosti veli¢in X, a X, dostaneme, %e ndhodny vektor (X;, X3)
mé hustotu

il ) = { - B G SO
0 jinak

Ndhodna veliéina Y je zfejmé spojitd ndhodnd velidina s oborem hodnot y =
{0,2), ktera vznikla transformaci A = h(z1,23) = x1 + 2z ndhodného vektorn
(X1, X2). Mame uréit hustotu ndhodné veli¢iny ¥. Vzhledem k tomu, Ze transfor-
movany vektor ma oprofi plivodnimu pouze jednu sloZku, nelze pf¥imo pouzit vétu
7.3. Budeme tedy postupovat stejné jako v prikladu 7.6. Na zavér pak ukaZeme,
Zze lze 1 v tomto pfipadé vhodnym zavedenim daldi proménné pouZit i vétu 7.3.

Oznacme tedy g [G] hustotu [distribuéni funkei] ndhodné veli¢iny Y. Pro y
Qy = (0,2) dostavame

Gly) =P(¥ <y) = P(X1 + X; <y).

Oznaéme
A= {(Il,:l,'g) < RQ DTy 4z Sy}

Potom

Gly) = [/ F(x1, 22) deydes.
A
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Pro y € (0,1) dostaneme (viz obrazek 7.1 a))

y2
Ax :

Je-li y € (1,2), potom (viz obrdzek 7.1 b))

G(y) ://1d$1dmg :1—(2;25’)3
Az

b)

273

Obrazek 7.1

Odtud ( < )
d Yy pro y € (0,1
gly) = Gly) = _
dy 2—y pro y€(0,2)
a tedy
y pro y € (0,1)
g9(y) =< 2—y pro y€(0,2).
0 jinak

Pro vyuziti véty 7.3 zavedeme nahodnou velidinu Y; = X;. Potom nahodny
vektor (¥1,Y) vznikl transformaci h = {h1,h2) ndhodného vektoru (X, X3). kde

Y1 = hi{z1,22) = 7

10 .
(10) y=hole,22) = 21 + 29

Uréime-1i hustotu ¢(y;,y)} ndhodného vektoru (¥7,Y), potom pro hustotu g na-
hodné veli¢iny Y zfejmé plati

o0

g(y) = / g(y1,y)dy1  pro y € Qy.

— 0
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Ovéfime tedy, zda lze pro uréeni hustoty ¢ ndhodného vektoru (¥Y1,Y) pouZit vétu

7.3.
Obor hodnot £y, y) ndhodného vektoru (¥3,Y) je zfejmé mnoZina

Qvivy = {(y1,9) €R*: 0<y < Ly Sy <1+m)}
Refenim soustavy (10) dostdvame

1 =4 = h;1(131,$2)

T =y —y1 = hy (21,72)

Vzhledem k tomu, Ze

8 | a i3

Gy Lo
J(yr,y) = det = det =1,

_?_h"l fa_h—l -1 1

Iy ° dy :

lze pouzit vétu 7.3. Potom pro (y1,y) € Qv v) Je

q(,y) = f(h?l(yuy),hz“l(yny))’J(yl,y)‘ = flyr,y— ) =

Odtud pro y € 0y destiavame

Y

/1dy1:y pro y €{0,1)

: 0

gly) = /q(yl,y)dyl =4
e fldy1=2my pro y € (1,2)

y—1

(Nakreslete si obrazek Q(yv,,v)!)
Dostavame tedy samoziejmé stejny vysledek jako pfi obecném postupu.
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8. Ciselné charakteristiky nahodnych
velicin a vektori

Zndme-}i rozddlovaci funkci ndhodné velifiny X, vime o ni z pravdépodob-
nostniho hlediska vie. Casto je zapotfebi shrnout informaci o pravdépodobrost-
nim chovéni nahodné veli¢iny X do ngkolika &isel tzv. &selnych charakteristik
nahodné veli¢iny.

K nejéast&ji pouZivanym &selnym chrakteristikim nahodné velidiny pat jeji
stfedni hodnota a rozptyl, jejichZ definice nyni uvedeme.

Definice 8.1. Bud X spojita [diskrétni] ndhodnd velidina s rozdélovaci funkci g
a oborem hodnot ). Cislo E(X) (pokud existuje) definované vztahem

(8.1) E(X) = fxg(a:)dx

0

(8.2) [20) = 3 2 o(e)]

zEQ

se nazyva stfedni nebo ofekdvand hodnota nahodné veli¢iny X.
Cislo D(X) (pokud existuje) definované vegtahem

(8.3) - DIX)=E(X - EBX))

se nazyva rozptyl nebo disperse nahodné velidiny X.

Poznamka 8.1.

1) Pro stfedni hodnotu a rozptyl nahodné velidiny X se ¢asto pouZiva oznaceni

La ol

2) Stfedni hodnota a rozptyl nemusi existovat. Napf. ndhodnd veli¢ina X,
kterd ma hustotu

1 1
) :—7—1:14—;&2 pro zr € R

rzv. Cauchyovo rozdéleni), nemad ani stfedni hodnotu ani rozptyl.

3) Stfedni hodnotu ndhodné velidiny X si mzeme pfedstavit jako z—ovou
TImEct g.

+1 Stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X patfi k tzv. charakteristikam polohy
o ozud existuje). Je to jakysi ,stied® rozdéleni, okolo kterého kolisaji realizace
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5) Rozptyl ndhodné velidiny X patii k tzv. charakteristikdm variability. Na-
hodné veli¢ina [X — F{X)]? pfedstavuje kvadratickou odchylku ndhodné veliéiny
X od €isla E(X), rozptyl D(X) je stfedni hodnota této odchylky. QOdtud plyne:
Cim je D{X) v&tsi, tim vice jsou realizace ndhodné veliiny X rozptylen&jsi okolo
E(X). Rozptyl D(X) je tedy mira rozptylenosti realizaci ndhodné veli¢iny X okolo
jeji stfedni hodnoty E{(X).

6) Vzhledem k tomu, %e néhodna velidina [X — E{X)]* nabjvé pouze ne-
zépornych hodnot a D{X) je stfedni hodnota této ndhodné velifiny, musi platit
D(X) > 0. M4 tedy smysl \/D(X). Cislo y/D({X) nazyvime smérodatna odchylka
nahodné veli€iny X. Smérodatné odchylka nahodné velidiny X patfi samoziejmé
také k charakteristikdm variability. Diivod, proé¢ se v technickych aplikacich po-

uZivé Castéji ne rozplyl, je ten, Ze ma stejné jednotky jako néhodna velidina X.

Casto se také poudiva tzv. variaéni koeficient ndhodné veli¢iny X, tj. &islo

V(X)= —__VD(X)

B(X)

Jedné se o bezrozmérnou charakteristiku variability, kterd vynasobena stem udava,
kolik procent stfedni hodnoty pfedstavuje smérodatna odchylka.

Piikiad 8.1. Nihodna veliéina X mé rozdélovaci funkci

a) g(x) = { g . {1’2},

0 jinak
3z? pro z € (0,1}
b) g) = { 0 Jinak -

Uréete stfedni hodnotu nahodné veli¢iny X.

Regeni. V obou piipadech vyjdeme z definice 8.1. Musime zjistit, zda se jedna
o diskrétni nebo spojitou nahodnou velidinu.

a) Obor hodnot ) ndhodné velidiny X je mnoZina {1,2}, jedna se tedy o dis-
krétni ndhodnou velidinu. Potom podle vztahu (8.1) dostaneme:

= 1 dixs sz B
E(X):Zzg(m):ngx:§Zm =
z=1 =1

FASIY
b) Obor hodnot 2 nahodné veliginy X je mnoZina (0,1}, jednd se tedy o spo-
jitou nahodnou veli¢inu. Podle vztahu (8.2) je
1

1
; 3
E(X)Ifwg(w)dx~/:ﬂ-3;c‘2d1::3/:1:3d:c:1
0

Y] 0

]

Priklad 8.2. Automatickd linka vyrabi pfi normalnim nastaveni zmetek s prav-
d&podobnosti p. Sefizeni linky se provede vidy, kdyZ vyrobi zmetek. Uréete stfedni
hodnotu poétu soucastek, které linka vyrobi mezi dvéma po sobé jdoucimi sefize-
nimi.
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Reseni. Necht X je podet soudastek vyrobenych mezi dvéma po sobé jdoucimi
sefizenimi. Obor hodnot  nahodné veli¢iny X je mnoZina {1,2,...}. X je tedy
diskrétni nahodna velidina. Pro pravdépodobnostni funkei g nahodné velidiny X
ziejmé plati

(L~p)*~p pro z=12,...
g(w):P(X::v):{ i’ .
0 jinak
Potom

[ ]

E(X) =Y agle) =Y o (1-p)*'p
z€N r=1
I )ICENIES SRR R R
=0 r=1 =2
Na zakladé souctu geometrickych fad s kvocientem g = 1 — p dostaneme
1 1—p (1-p) ]
EX)= p[ 4+ RN
B G R )

1 1-p (1—p)?
_p[_+ p,(1=p) +]
PP p

1 1

=1+{l-p)+1—-p*+--

T1-(-p p

Je-li tedy napt. p = 0.01, Ize oéekévat, Ze linka vyrobi mezi dvéma sefizenimi 100
soucastek.

L)

UvaZujme nyni nahodnou velidinu X s rozdélovaci funkel ¢ a necht nahodna
velicina ¥ vznikla transformaci h nahodné velidiny X, t. ¥ = h(X). Stfednt
hodnotu nahodné velidiny ¥ lze poéitat pfimo z jejl definice tak, Ze nejprve ze
znamé rozdélovaci funkee g nahodné veliiny X uréime rozdélovaci funkei r velidiny

vvvvv

Véta 8.1. Bud X spojita [diskrétni] ndhodna veliina s rozdélovaci funkei g a
oborem hodnot ). UvaZzujme funkei A(X) ndhodné veliéiny X. Potom

(8.4) E(h(X)) = /h(z)g(r) dz

(8.5) [E(x)) = 3 Alz) gle)|.

el

Poznamka 8.2, V&tu 8.1 lze vyslovit 1 pro ndhodny vektor (X1, Xa,...,X,). My
zde uvedeme pouze piipad n = 2. Pfipad, kdy n > 2, ponechavame ctenari.
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Véta 8.2. Bud (X)), X3) spojity [diskrétni] ndhodny vektor s rozdélovaci funkei g
a oborem hodnot . UvaZujme funkei 2({ X1, Xz) nahodnych veli¢in X1, X3. Potom

(86) E(h(Xl,Xg)) = ]l($1,$2)g($1,$2)d$1d$2

If

(87) [E(h(X},Xz )) = z h(:z:l,:cg)g(azl,arz)] .
{z1,22) €8

Poznamka 8.3.

1) Vyde uvedené véty patii k nejvyuzivangjsim tvrzenim o stiedni hodnoté
néhodné velidiny; usnadingi totiz podstatné vypolty.

2) Z téchto v& vyplyva nésledujici véta o pravidlech pro vypolet stiedni
hodnoty a rozptylu nédhodnych veli¢in.

Véta 8.3. Jsou-li X a Y nahodné velidiny s konefnou stfedni hodnotou a konec-
nym rozptylem a a,b redlna &sla, potom plati:
. E(eX +b)=aB(X)+b (specidlné E(b) = b).
. B(aX +bY) =aF(X) + bE(Y).
CJsou-li X a Y nezdvislé, potom EB(XY) = E(X)E(Y).
' D(X) = B(X?) — [BCOP.
. D{aX +b)=a*D(X) (specidlné D(b) = 0).
6. Jsowli X a Y nezévislé, potom D{aX+bY) = a® D(X)+b*D(Y).

T Lo BN

Dikaz: Vétu dokdfeme pro spojité ndhodné veli¢iny X a Y. Pro diskrétni ndhodne
veli¥iny by byl diikaz analogicky, pouze misto integralti bychom pracovali s fadami.
Nejprve dokizeme pravidla 1, 4 a 5. Necht X ma hustotu g a obor hodnot §2.

1. Polozme ve vété 8.1 h(X) = aX + b, potom

E(aX +b) :/(an:-{—b)g(:r)d;c :af:ng(x)dx-i—b/g(sc}d:c
19 Q

=aB(X)+b-1=aE(X)+0b

Je-li @ = 0, dostaneme E(b) = b.
4. Podle definice 8.1 je

D(X) = E (X — EQOP).

Polome nyni ve vété 8.1 A(X) = [X — E(X)|?, potom

D(X) = [lo - B gla)de = [ (&8 = 22B00 + [EXP) ola) e
Q Q
= /:xz glz)de -2E(X)/:1:g(:r)d:v +[E(X)]2/g(;v)d:c
2 Q Q

= B(X*) - 2B(X)E(X) + [E(X)* = E(X?) - [B(X)]".
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5. Vyjdeme z definice rozptylu a vyuZijeme jiz dokazanou vlastnost 1, dosta-
neme

D(aX +b) = E([aX +b— E(aX +b)]*) = E(laX +b— aE(X) — b]?)
= E{[aX — aB(X))*) = *E([X — E(X)}’) = " D(X).

} Je-li @ = 0, dostaneme D(b) = 0.
! Zbyvajici pravidla 2, 3 a 6 dokadZeme analogicky, pouze misto nahodné veli¢iny
‘ X uvazujeme ndhodny vektor (X, V) s hustotou g a oborem hodnot 2 a vyuZzijeme
vetu 8.2,

2. Podle vztahu (8.6) je

‘ E(aX +0bY) = ff(aa: +by) gz, y) dedy
")
= aé/xq(:ﬂ,y) dzdy + bé/yg(z,y} dzdy = aE(X )+ bE(Y).

3. Oznaéme ¢ [g2] hustotu nahodné velidiny X [Y]. Vzhledem k tomu, Ze jsou
velitiny X a Y nezavislé, musi podle véty 6.1 platit

glz,y) = g1 () g2(y) pro kaidé (z,y) € R”.

Odtud a z véty 8.2 dostdvame

BY) = [[ovgtendody = [[ ey ()20 ey
Q Q@

- 7 ]oa:yg](:c)gz(y)da:dy = 'fa:gl(w)dm ]Oygz(y)dy

—0 — 00 —0oC —_00

= E{(X)E(Y).

Vztah 6 bychom dokazali postupné vyuzitim pravidel 5, 2 a 3 této véty. Dikaz
ponechavame ¢tenafl. U

Poznamka 8.4.

1) Pro vypoéet rozptylu ndhodné veliciny byva vyhodnéj$i misto definice 8.1
pouzit vzorec 4 z véty 8.3.

2) Pravidla 2. a 6. z véty 8.3 lze zobecnit. Jsou-li X1,X3,..., X, nahodné
velifiny, pro které existuji &selné charakteristiky dale uvedené a aj,az,...,a,
realna Cisla, potom

n n

) E(Z aiXi) =Y wE(X),

i=1 i=1
n

b) D(Z aiX,-) = Z a?D(Xi) pro X1, Xs,..., X, nezavislé.

=] =1
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Piiklad 8.3. Vypocitejte rozptyl ndhodné veli¢iny X z pfikladu 8.1.

Reseni. S vyuzitim pozndmky 8.4 1) a vdty 8.1 dostaneme

) POX) = B(XY) — (B0 = Y o o(w) - (5) = Yot 2 - 22
TEN =1
b) D(X) = B(X?) — [E(X)]? = /;ﬁ g(z) dz — (2)2 = /3:2 322 dz — %
B " Q 4]
== \

E(X)=1, D(X) =2, E(Y)=-2, D(Y) =3

Uréete stiedni hodnotu a rozptyl ndhodnych velidin 2X +1, X 4+2Y, X — Y.
Regeni. Ve viech pripadech vyjdeme z véty 8.3. Postupné dostaneme
E(2X +1)=2E(X)+1=3,
D(2X 4+ 1) =4D(X}) =8,
E(X +2Y)=E(X)+2E(Y) = -3,
D(X +2Y)=D(X)+4D(Y) = 14,
EX-Y)=E(X+(-1)Y)=E(X)-E(Y) =3,

D(X ~Y)=D(X +(-1)Y) = D(X) + D(Y) = 5.
&

Pozniamka 8.5. Uvddomme si, Ze jsme pro vypodet stfedni hodnoty souétu na-
hodnych velidin, na rozdil od vypoétu rozptylu, nepotiebovali informaci o neza-
vislosti téchto veliin.

P¥iklad 8.5. Bud X nahodna veliina s konefnou stfedni hodnotou E(X) =1 a
koneénym nenulovym rozptylem D(X) = o%. Necht

Dokazte, ze plati: E(U) =0, D(U) = L.

Refeni. Podle véty 8.3 postupné dostavime
1 1
BU) = L Bx - = LEon —u) =0,

1 1
DU) = U—QD(X B = ;D(X) = —ot=1.
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Pozniamka 8.6. Nihodna velifina, kterd mé stfedni hodnotu nula a rozptyl jedna
se nazyvé normovang ndhodnd velidina. Pifklad 8.5 ¥iké, Ze kaZdou nahodnou ve-
lidinu, kterd ma koneény nenulovy rozptyl a koneénou stfedni hodnotu, lze nor-
movat.

Priklad 8.6. Bud X;, Xs,..., X, nezavislé ndhodné veli¢iny se stejnou stiedni
hodnotou p a stejnym rozptylem ¢*. Bud

1
M = ;ZXE-.

i=1
Dokazte, Ze plati: E{(M) = u, D{M) = ¢*/n.

Reseni. S vyuZitim poznamky 8.4 2) postupné dostavame:

E(M) = %E@ Xz-) = %;E(Xz’) =

n it 2
D(M) — %D(in) = % Soppxy ==
=1 i=1
n

Poznamka 8.7. Jestlize n-krat nezévisle a se stejnou piesnosti o méfime tutéz
veli¢inu 4, pak mé podle pfedchoziho pfikladu aritmeticky primér téchto méfeni
st¥edn! hodnotu p a rozptyl a®/n.

Piiklad 8.7. Pfesné vypodtend ¢astka dané je zaokrouhlena na celé koruny sme-
rem nahoru. Odhadnéte &stku, kterd by byla ziskdna navic, pokud by se misto
na celé koruny zackrouhlovalo nahorn na celé desetikoruny pri péti milionech da-
novych poplatniki.

Reseni. Oznaéme pro: =1,2,..., 5 mil

X, = nezaokrouhlena dail i-téhe poplatnika,

Y; = daii i-tého poplatnika zaokrouhlend nahoru na celé koruny,

Z; = dafi i-tého poplatnika zaokrouhlend nahoru na celé desetikoruny.
Potom Z; — Y; je éastka, kterd by se ziskala navic u i-tého poplatnika a E(Z; — Yi)
je odekédvana hodnota této Castky. Ziejmé

Zi =Y, =(Z; - X;) — (V; - Xi)
a tedy
E(Z — Yi) = El(Z: - X0)] - E[(¥: — X)]

Nahodné veliciny (Z; — X;) a (¥Y; — X;) maji rovnomeérné rozdéleni s parametry
0,10 a 0. 1 (viz poznamka 3.3). Tedy E(Z; — X;) = 5, B(Y; — Xi) = 0.5. Odiud
E(Z; — Y;) = 4.5. Otekavané zvyéeni pii péti milionech poplatnikd by tedy bylo

5 muil. 5 il

B(Y.(Zi- m) = S EB[(Z; — ¥:)] = 22500000 [K&.

=1 t=1
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Piiklad 8.8. Celkovéa doba provozu vysavade v domdacnostl béhem roku (pii jed-
notce 100 bodin) je nahodnd velidina Vv = 0.7X2%. kde ndhodna veli¢ina X ma
hustotu

T pro z € (0,1)
glzy =4 2—a pro z € (1525w
0 jinak

Tréete stiedni hodnotu a smérodatnou odchylku doby provozu vysavace.

Regeni. Obor hoduot néhodné velitiny X je mnoZina (0,2}, jedné se tedy
o spojiton ndhodnou velicmu. Obor hodnot nahodné veliéiny Y je mnozina (0, 2.8).
Podle véty 8.3 plati

E(Y) = E(0.7X?) = 0.7E(X?).

7. véty 8.1 dostavame

1 2
E(X%*) = /332 glz)dr = /xQ cxdr + [;172 (2—z)dz = 1.166,
Q 0 1
odtud
E(Y) = 0.816.

Tedy stfedni doba provozu je p¥iblizné 82 hodin.
Podobné podle véty 8.3 je

D(Y) = D(0.7X?%) = 0.49D(X?).
7 véty 8.3 a 8.1 dostaneme
D(X?) = E(X*) - [E(X?)]" = B(X*) - 1.166°,
. 2
E(X*Y) = / g = J[;J;4 cxdr 4 /;r:4 (2 —x)dr = 2.066.
a 0 1
Odtud
D(X?) =0.705 = D(Y) = 0.346 = /DY) = 0.588.

Tedy smérodatnd odchylka doby provozu je pfiblizné 59 hodin.

&
Pyiklad 8.9. Nahodny vektor (X,Y) mé hustotu z prikladu 6.4 ¢) a b). Urcete
E(XY), B(Y), D(Y).
Reseni.
¢) Vyjdeme z véty 8.2, dostaneme
2 1 i
E(XY) = // xy gl y) dedy = f[/ zy - dx(y — 1) dm] dy = 5
Qxv) 10

Stiedni hodnotu E(Y) a rozptyl D(Y) miiZeme urcit dvéma zpusoby.
1. zpnscb: Nejprve vyjadiime hustotu g2 néhodné veli¢iny Y, potom
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E(Y) = fygz(y)dy,

Qy
DY) = B - BIP = [ 4 oaly)dy = (B
Qv
V pfikladu 6.4 jsme dostali
2y —1) pro y (1,2
Yool = { e S LS
0 jinak

odtud
2
5
BV = [y-20 -1y = 3,
1
2 . 1
e 0?9 — N
D(Y)A[y 2y — 1) dy (3)
1

II. zptisob: Nebudeme vyjadiovat hustotu nahodné veliciny Y, ale vyjdeme
z véty 8.2 a dané &iselné charakteristiky budeme poéitat piimo. Dostaneme

[/y-élx(y—l)dz}dy:g,

/ng(xay)dIdi = (g)z
2 1

- flfvs-nada- ()=
1 o

h) Postupujeme stejné jako v ¢), ale vzhledem k tomu, Ze se jedna o diskrétni
nahodny vektor poéitdme misto integralt souéty. Dostaneme

1 3
E(XY)= Y. aygley) = > wyely)

(z,9)€0x v) z=0 y=1
=1¢(1,1)+2¢(1,2) +34(1,3) = 1.0.
P#i vipodtu E(Y) a D(Y') miizeme opét postupovat dvéma zphsoby.
I. zpasob: Pravdépodobnostuf funkei go ndhodné velidiny ¥ mame vypoéita-
nou v tabulee 6.3. Odtud

EY)y= Y yoly) = yaly) =17,

yEQRY

BE(Y)= ‘[/yg(fﬂ,y) dedy =

D(Y) = B(Y?) - [E(Y)) =

(O\\“ "\N

D(Y)=E(Y?) - [B(Y)? = Z y? ga(y) — 1.7° = 0.61.
yeQly
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II. zptisob: Podle véty 8.2 dostaneme
BEY)= > yglry)
(2, 9) €0 x v
=9(0. 1)+ 9(1,1) +24(0,2) + 29(1,2) + 39(0,3) + 3¢(1,3) = 1.7,

DY) =B~ [EVP = 3 yPgley) - 1.7

(z,4)€Qx vy

~Zzy glz,y) — 1.7% = 0.61.

=0 y=1

L

Poznamka 8.8.

1) Nékdy se zavadi fada dalsich charakteristik. V definiénich vztazich budeme

vzdy predpokladat existenci, konefnost, p¥padnd nenulovost potrebnych charak-
teristik. Charakteristika

pe = up(X) = B(X%), pro k=1,2...

se nazyva k-ty obecny moment nahodné velidiny X. Charakteristika

my=pp(X) = B(IX - E(X)}*), pro k=1,2,...

se nazyva k-tv centraln{ moment ndhodné veliciny X. Charakteristika,

1= 71X :‘,ug = b
11 = 71{X) BIAE :

se nazyva koeficient gikmosti (asvmetrie} ndhodné velidiny X . Charakteristika

0
: i
T2 = %(X) = L

VDX

se nazyva koeficient Spitatosti (excesu) niahodné velidiny X.
Vypocet téchto Ciselnych charakteristik zjednoduguje fakt, ¥e k-t centralni
moment lze vyjadiit pomoci j-tych obecnych momentd, j = 1, .., k. Zfejmé

p1 = E(X),
py = E([X — E(X)]*) = D(X).

Potom napt.

12 =E(X - E(X)) =
e = (XZ)*[ (YH = fig — pir?,
My = E([X X?) = ps — Bpapn + 203,
#y = E([X = E(X)*) = pg — dpsp + 6% p2 — 3%,
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by

-5

Odvozeni poslednich dvou vztaht plyne z pravidel o poéitani stfednich hodnot
(véta 8.3) a zndmych vzorent (o —b)3, {a —b)%. Pro vipodet koeficientu §ikmosti a
spicatosti stadi spocitat j-ty obecny moment ndhodné velidiny X pro j = 1,2,3, 4.

2) Koeficient Sikmosti méa nasledujici vyznam: Pro symetrické rozd&leni plati
(X} = 0. Je-li rozdéleni protahlejsi smérem napravo nei smérem nalevo je
7{X} > 0 a naopak pro rozdéleni protihlej’{ smérem nalevo ne# napravoe je
(X)) < 0.

Koeficient $pi¢atosti mé nésledujic vyznam: Pro normalni rozdéleni (viz de-
finice 9.2.1) je v2(X) = 0. Ma-li velidina X symetrické rozdéleni a je-li 4 (X) > 0
[v1{X) < 0], znamend to, Ze na svjch koncich je rozdélovaci funkee vét3i [menii]
nez hustota normalniho rozdélen{ se stejnou stfedni hodnotou a rozptylem.

3) Ciselné charakteristiky, které lze vyjadiit jako funkee obecnych moment,
se nazyvaji momentové charakteristiky. Viechny dosud probrané charakteristiky
jsou momentové,

Dalsi velmi dileZitou charakteristikou je tzv. 100 @ procentni kvantil ndhodné
veliciny X, jehoZ definici pro spojitou ndhodnou velidinu uvedeme.

- Definice 8.2. Bud X spojitéd ndhodnd veli¢ina s distribuénf funkei F, o € (0, 1).

Cislo z(e) se nazyva 100« procentni kvantil ndhodné veliciny X, jestliZe plat{

(8.8} Fz(a)) = o

Poznamka 8.9.
1) Z definice 100 & procentniho kvantilu vyplyva, ze

a = F(z(a)) = P(X < z(a)).

Tedy v priiméru pro 100a% realizaci nadhodné veliéiny X plati, #e jsou men¥{
nebo rovny &islu z{a) a zbyvajicich 100(1 — )% realizaci je vétsich nebo rovnych
tomuto &islu.

2) Necht X ma distribuéni funkel F(z), potom geometrické znazornéni 100 o
procentniho kvantilu ukazuje obrazek 8.1 a).

a) F by | f

x(or) (1)

Obrazek 8.1
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3) Necht X ma hustotu f, potom pro 100 o procentni kvantil plati

() |
(8.9) a = F(z{a)) = P(X < z(a)) = / flz)de.
Tedy pfimka ¢ = z{«) rozdéluje oblast ohrani¢enou hustotou f a osou x na dvé

S4sti, jejich? obsahy jsou v poméru o : (1 — «) (viz obrézek 8.1 b)).
4) Nékteré kvanily maji specialni nazvy. NejCastéji se pouZivaji

z(0.5) 50%-ni kvantil tzv. median
7(0.25) 25%-ni kvantil tzv. dolni kvartil
x(0.75) 75%-ni kvantil tzv. horni kvartil

Rozdil #(0.75) — x(0.25) se nazyvéa mezikvartilovd odchylka.

5) Kvantily patii k charakteristikdm polohy, mezikvartilova odchylka patii
k charakteristikdm variability. Ob& dvé charakteristiky nejsou momentove.

6) S kvantily rozdéleni budeme pracovat v matematické statistice. Tam se
kvantily nepoditaji, nebot ty nejdélezitéji jsou budto tabelovimy (viz [13]) nebo
je potita kazdy statisticky software.

Piiklad 8.10. Nahodnd veli¢ina X ma
a) distribuéni funkei

0 pro z <1
€)= r— pro 1l <z <2,
F 1) 1 2
1 pro 2 <z

b} hustotu
) 1—|z] pro z €(—1,1)
ey = { .

0 jinak
Uréete median, dolni a horni kvartil a mezikvartilove rozpéti nahodné veliciny X.

Reseni.
a) Hledané kvantily musi byt v intervalu (1, 2). Odtud pro medidn x(0.5) musi
podle vztahu (8.8) platit

0.5 = F(«(0.5)) = [2(0.5) — 1]*.

Rovnice ‘ J
(0.5) — 1]* = 0.5
mé4 pouze dva realné koteny (zbjvajici dva jsou komplexné sdruZené). Potom

1.841

1131’2(0.5) —1= i\i/ 0.5 = T2 = 1+ \4f0.5 = T12 = { 0.159 .

Druhy kofen neni 7 intervalu (1,2), tedy median je 1.841.
Podobné dostaneme
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2(0.25) = 1.707,
2(0.75) = 1.931.

Mezikvartilové rozpéti je 0.224.

b) Hledané kvantily musi leZet v intervalu (—1,1). Vzhledem k tomu, Ze hus-
tota f je symetrickd podle osy y je 2(0.5) = 0. Pro horni kvartil £(0.75) podle
vztahu (8.9) plati

©(0.75) #(0.75)

0.75 = F((x(0.75)) = / flz)ydx = f(1w|:v|)d:r

-1

£(0.75)
1-2 r(0.75)
=054 / (1-2)de =05+ o 5}
0
0
2%(0.75 2(0.75
= 0.5+ {x(o.m) - “LLJ} = 0.25 = 2(0.75) — f(T’) =
24 +/2 1.707
2 = .
= 0.75) — 22(0.75) + 0.5 = 0 = 0.75) = = .
#(0.75)  20(0.75) + mal075) = 252 = {00
Tedy x(0.75) = 0.293.
Podobné #(0.25) = —0.293. Pfitom dolni kvartil jsme nemuseli pocitat, protoZe
vzhledem k symetri¢nosti rozdélen{ musi platit z{0.25) = —z(0.75). Navic jsme

v tomto trividlnim pfipad® nemuseli ani integrovat, ale vysledek dostaneme po-
rovnavanim obsahd vhodnych trojahelniki.

&

Poznamka 8.10. Dalii ¢asto pouzivanou charakteristikou nidhodné veli¢iny X
je tzv. modus nebo modélni hodnota nahodné velidiny X. Tuto charakteristiku
znafime Mo(X) = z°.

1. JestliZe nahodné velidina X je diskrétni s pravdépodobnostni funkel ¢, pak
jejl modus je ¢islo #°, pro které plati

g(z®) = Ilr_lg&cg(w)-

Modus z° diskrétni ndhodné veliéiny X je tedy nejpravdépodobnéjsi hodnota na-
hodné veliéiny X.

2. JestliZe nahodnd velidina X je spojitd s hustotou g, pak jeji modus je ¢islo
z° {pokud existuje), ve kterém funkece g{x) nabyva lokalniho maxima.

Ma li nahodna veli¢ina prave jeden modus, pak se jeji rozdéleni nazyva modal-
ni. Ma-li ndhodnd velidina vice ne jeden modus, mluvime o polymodalnim rozdéle-
ni.

Nap?. rovnomérné rozdéleni (viz poznamka 3.3) je polymodalni a ndhodné
veliciny z prikladu 3.1 majl modélai rozdéleni.

V kapitole 6 jsme zavedli pojemn stochastické nezévislosti, resp. zavislosti. S po-
jmem stochastické zavislosti dvou ndhoduych veliéin souvisi ¢isla zvana kovariance
a koeficient korelace. Témto charakteristikam se budeme vénovat ve zbyvajici fasti
kapitoly.
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Definice 8.3. Bud X,Y ndhodné veli¢iny. Cislo C{X,Y) (pokud existuje) defi-
nované vztahem

(8.10) C(X.Y)=E(X - EX)|Y - E(Y)])

_se nazyva kovariance nahodnych velicin X, Y .

- Je-li C{X,Y) £ 0, pak nahodné velidiny X,Y nazyvame korelacné zavislymi

. (korelovanym).
Jeli C (X Y)= 0 pak veli¢iny X, Y nazyvame korelacné nezdvislymi (nekore-

lovanymiJ T

Véta 8.4. Bud X,Y nahodné velidiny, pro které existuji charakteristiky dale
uvedené, a a b realnd &isla, potom plati nasledujici vztahy:

rl C(X,Y) = E(XY) ~ E(X)E(Y).
" 2 D(aX +bY) = a®D(X) + B2 D(Y) + 2abC(X,Y).

Dikaz:
1. Zrejmé je
C(X.Y) = E(IX - E(X)|[Y — E(Y)})
T S E(XY — XE(Y) - B(X)Y + B(X)E(Y))
_ B(XY) - E(X)E(Y) - E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
= B(XY) - E(X)E(Y).,

e e e P e e S

2. Pro rozptyl D{aX + bY) plati

D{aX +bY) = E([(aX +bY) — E(aX + bY)]?)
= E({aX +BY — oE(X) — bE(Y)])?)
= BE(la(X — E(X)) +b(Y — E(Y)))*)
= B(*[X - BE(X)]? + 0[Y — E(Y)]* +2¢b[X — E(X)][Y — E(Y)))
= B([X - E(X)]Z_) +VE(lY - B(Y)]")
+2ab E([X — E(X)][Y — E(Y)])

=a’D(X) 4+ DY)+ 2ab C(X,Y).
Poznamenejme, %e pro stochasticky nezdvislé velidiny je C(X,Y) = 0, takze vy-
sledny vzorec je vztah 6 ve véte 8.3. J

Poznamka 8.11.
1) Ze vztahu (8.10) plyne

C(X.Y)=C(Y,X),
C{X,X) = D(X).
2) Pro vipodet kovariance byvd vihodnéjsi misto definice 8.3 vyuzit vzorec 1

z véty 8.4
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3) Jsou-li veliéiny X,Y stochasticky nezavislé, potom podle véty 8.3 vztahu
3je B(XY) = E(X)E(Y) a tedy ze vztahu 1 véty 8.4 dostdvame C(X,Y) = 0.
Jsou-li tedy nahodné veli¢iny X,Y stochasticky nezdvislé, potom jsou korelaéné
nezévislé. Opak obecnd neplati, tj. jsou-li veli¢iny X, Y korelaéné nezévislé, mohou
ale nemusi byt stochasticky nezavislé (viz piiklad 8.11}. Jsou-li ale veli¢iny X,Y
korelaéné zavisté (tj. C(X,Y} # 0), potom jsou veli¢iny X, Y stochasticky zévislé.

Piiklad 8.11. UvaZujme nahodny vektor (X,Y"), jehoZz hustota je

1

= Q

gl ) _{ g (z,v) € Qxv) ,
0 jinak

kde 2(xy) = {(:c,y) ER; 2P 442 < 1}. UkaZte, Ze jsou nahodné velidiny X,V
stochasticky zéavislé, i kdyz jsou korelacné nezavislé.

Regeni. V p¥ikladu 5.3 jsme uréili hustoty ¢1, g2 marginalnich nahodnych velidin
X,Y:

V1—22 pro ze({-1,1)
jinak

= NN

X ~qlz) = {

1—y? pro ye{-1,1)

L3

Y o~ galy) = {
jinak

V piikladu 6.2 jsme ukazali, Ze jsou veliéiny X, Y stochasticky zévislé. Ukazeme,

e jsou viak korelaéné nezavislé. P¥edevidim E(X) = 0, E(Y') = 0, protoZe hustoty

g1, g2 nahodnych velidin X,V jsou symetrické podle piislusnych soufadnicovych

os x,y. Potom Je

1
C{X)Y)=E(XY)= // xy glz,y)dedy = — f/ zy dxdy.
T
LERS Qx.v)

Vzhledem k tomu, #e je funkce z = zy symetrickd podle pocatku (0,0,0)
soufadnic, je posiedn{ integrél nulovy. Veli¢iny X, Y jsou tedy korelalné nezavislé.

)

Definice 8.4. Bud X,V ndhodné velidiny. Cislo p(X,Y) (pokud existuje) defi-
" nované vztahem
CX,Y)

se nazyva korelacni koeficient (koeficient korelace) nahodnych veli¢in XY .

Cislo p?(X,Y) se nazyvéi koeficient determinace.

Pi¥iklad 8.12. Bud X,Y nahodné velié¢iny, uréete konstantu k tak, aby nahodna
velitina U7 = Y — kX méla minimalni rozptyl.
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Regeni. Ze vztahu 2 véty 8.4 dostavime

DU =D —kX)=D(Y)+k*D(X) -2k C(X,Y).
Protoze

C(X,Y) = p(X,Y)/D(X)D(Y),
muZzeme predchozi vysledek psat ve tvaru

D(U) = k2D(X) — 2k p(X,Y)/D(X)D(Y) + D(Y).

Funkce

F(k) = K2D(X) — 2% p(X, Y )/ DIX)D(Y) + D(Y)
predstavuje vzhledem k parametru k polynom druhého stupné. Minima muZe na-
byt pouze pro takova &isla k, pro néZ f/(k) = 0, nebo-li pro kiera

2% D(X) — 2 p(X, Y )/DIXID(Y) = 0.
Odtud pro D(X) #£ 0 je

k= p(X,)Y) %}%

Protoze
fr(k)y=2D(X)>0,

jde skutetné o minimum. P¥{sluiny minimélni rozptyl Dmin (U) tedy je

Doin(U) = pPHX,Y)D(Y) + D(Y) - 20" (X,Y)D(Y)

(8.12) = D(Y)[1 - P2(X,Y)].

&

Vlastnosti korelaéniho koeficientu uvadi nasledujici véta.

Véta 8.5. Bud X,Y ndhodné veli¢iny s konefnou stfedni hodnotou a koneénym
nenulovym rozptylem. Potom plati:

L [p(X, V)] <L
e 2. p(X,Y)] =1 Y = kX + ¢ pro n&jaka &sla k, ¢,k # 0.

3. Nahodné vefiéiny X.Y jsou korelatné zavislé prave tehdy, kdyz p(X, Y) #0.
Pfitom pro p(X,Y) > 0 mluvime o kladné korelaci, kdeZto pii P(X,Y) <0
o zéporné korelaci nadhodych veli¢in X, Y.

Diikaz:

1. Prvni tvrzeni plyne ze vztahu (8.12). Protofe Dmin (U) > 0,D(Y) > 0 musi
byt 1 — p*(X,Y) = 0, odtud |p(X.Y)] < L.

2. Je-li p?(X,Y) = 1, pak z tého# vzorce plyne Dpin(U) = 0, neboli nahodna
velicina U je konstantni, tj. ¥ — kX = ¢, kde ¢ = E(U), odtud plyne tvrzeni.

3. T¥eti tvrzeni plyne z definice 8.3 a 8.4.
Tim je véta dokdzéna. U
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Pozndmka 8.12. 7 predchozi véty plyne, Ze je korelacéni koeficient mirou linedrni
zavislosti dvou veliéin.

Priklad 8.13. V cisterné je na zaddtku dne Y - 1000 ] petroleje, kde ¥ je na-
hodnd velidina. Béhem dne se odebere z cisterny X - 1000 1 petroje, kde X Je opét
nahodna veliéina, piifem¥ se cisterna nedopliuje. Predpokladejme, Ze ndhodny
vektor (X,Y) mé hustotu

2 prol0<ae<y<l
glz,y) = -

0 jinak
Uréete, zda jsou velidiny X a Y linedrné zavislé a v pripadé. Ze nejsou linearné
zavislé, ovéfte, zda jsou nezavislé.

Regeni. Podle viastnosti 2 z véty 8.5 jsou velitginy X,V linedrné zavislé pravé
kdyz

(XY ) = 1.
Budeme tedy pofitat korelaéni koeficient p(X,Y) nahodnych veli¢in X, Y. Vy-
jdeme z definice 8.4, t].

XY
Pro vypodet D(X), D(Y),C(X,Y ) pouZijeme vypoctové vzorce
D(X) = B(X?) - [B(X),
D(Y) = E(Y?) — [E(Y)},
C(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y).
Musime tedy vypodéitat
E(X), B(X?), E(Y), E(Y?), B(XY).

Obor hodnot £ x,yy ndhodného vektoru (X,Y7) je mnoZina

{e,y) eR} 0<a <z <y< 1},
jedna se tedy o spojity ndhodny vektor. Oznadme postupné g1, g2 hustoty nahod-

nych veligin X,Y a {1x,8y obory hodnot téchto velifin. Podle kapitoly 6 plati

glz,y)dy pro = € Qx

{y€Rs g(z,y)0} ’
0 jinak

X ~gifz) =

tedy
1

X ~gi(2) = [2dy=2(l—m) pro ;1,'6(0)1).

X
0 Jinak
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Podobne

y
2dr =2y pro y& (0,1
Y ~galy) = 0[ )
0 jinak

Potom

Dy 0
1
EiX%) = f r gl(r)dx—/az 2(1 —zldz = %,
Qx
1
2
BEY) = fygz(y)dm —[y 2ydz = o
Qy Q
1
E(Y?) = fyzgz(y)dfc: fy2-2yd$= 1%,
Qy 0
11
XY)*/fy‘ygxidxd //xy 2dyd %
Do 0z
Odtud
1
D(X) = % DY) = I (XY =
Potom
o(X,¥) = 3.

Protode |p(X,Y)| # 1, nejsou velidiny X,V linedrné zavislé. Protoze p(X,Y) # 0,
jsou velid¢iny X,Y stochasticky zavislé.
&

Priklad 8.14. Ovéite, zda jsou velidiny X,Y linedrné zavislé. V pripadé, ze
nejsou linedrng zavislé, oveéite zda jsou stochasticky nezévislé. Nahodny vektor
(X,Y) ma rozdélovaci funkei danou tabulkou

a)
z\y 2 5
0 0.2 0
i 0 0.8
b)
\y 0 1 2
0 0.42 0.12 0.06
1 0.28 0.08 0.04
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Regeni. V obou piipadech postupujeme analogicky jake v pfikladu 8.13. Vzhle-
dem k tomu, Ze se jedna o diskrétni ndhodné vektory budeme misto integrovani
secitat.

a) Obor hodnot 0 x yy nahodného vektoru (X,Y") je mnoZina {(0,2), (1,5)}.
Oznafme postupné g1, g2 pravdépodobnostni funkce ndhoduych velidin X,Y a
prisiugné obory hodnot 1x,{y. Pravdépodobnosti fukei g1, g2 dostaneme dopo-
¢itanim v tabulee (viz kapitola 5), dostaneme tabulku 8.1

z\y 2 9 gi{z)
0 0.2 0 0.2
1 0 0.8 0.8
g2(y) 0.2 0.8 1.0

Tabulka 8.1

Potom

1
E(X)= > wg() =) wa(z) =038,
e x =0

1

E(X?) = Z 2% g1 () = ZSL’Q gi{z) = 0.8.

Ty T=0
Podobné
E(Y) =44,
E(Y?) = 20.08,
Dale
13
EXY)y= Y ayglzy) =3 > wyglz.y) =4
{r.y)eq r=0 y=2
Odtud
D(X)=0.16, D(Y) =144, C(X,Y) = 0.48.
Tedy
p X, Y)=1

Protoze |p(X,Y)
se Jednd o pfimou zavislost.

b) Postupujeme stejné jako v a}, dostaneme p(X,Y ) = 0. Protoze |p(X,Y)]| #
1, nejsou veliéiny X, Y linearné zavislé. Tyto velidiny jsou nekorelované a tudiz
7 korelaéniho koeficientu nelze uréit, zda jsou nezavisié. ProtoZe plati (ovéite)

= 1, dostavame, Ze jsou veli¢iny X, Y linearné zavislé, pficemz

g(z,y) = g1(z) g2(y) pro kaidé (z,y) € R?,

Jsou podle definice nezavislosti (viz definice 6.1) veli¢iny X, Y nezéavislé.
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Pi#iklad 8.15. Investor rozlo#il svoje prostiedky rovnym dilem do dvou projekti.
Nahodné veliginy X7, Xy jsou vynosy obou investic. Stfedni hodnoty vynosi pro
ob& investice jsou 10 tis. K& a smérodatné odchylky (rizika) jsou v obou pii-
padech rovny 2 tis. K&. Vypoététe stiedni hodnotu a riziko pramérného vynosu
téchto investic. Predpokladejte, Ze vynosy obou investic maji korelaéni koeficienty
postupné -0.8, 0 a 0.5.

Regeni. Pro primérny vinos téchto investic plati:
Y = %(X1 + Xa).

Tedy
E(Y)= %[E(Xl) 4 E(X2)] = 10 [tis. K¢]

bez ohledu na stupeil zavislosti obou vinost.

Zeela jiné situace ale je, pokud jde o riziko, tj. +/D(Y"). Plati
[D(X)) + D(Xa) +2C(X1, X2)]

[D(X1) + D(X2) + 2/ D(X1)D(X2)p(X1: Xa)].

DY) = D|=(X + Xz)} - %D(Xl 5

D] =

Il

I N~

Odtud pro p(Xi,X2) = —0.8 dostavame

D(Y) = %{4+4+ 90/I%.(~0.8)] =0.4= /D[Y) = 0.63 [tis. Ke].
Podobné

pro p(X1,Xa) = 0 dostaneme /DY) = 1.41 [tis. K&,
pro p{X1.Xy) = 0.5 dostaneme DY) = 1.73 [tis. K¢l

Vidime tedy, Ze strategii, smé&Fujici k minimalizaci rizika pii investovani je
rozptyleni investované Ghstky na vetd pofet diléich Zasti, které je tfeba aloko-
vat {umistit) do investiénich pFilezitosti, jejichZ vynosy jsou co nejvice negativné
korelovany.

&

Uvazujme dale ndhodny vektor X =(X1,Xz,.... Xa} s rozdélovaci funkel g
a oborem hodnot €. Ciselné charakteristiky jeho slofek X = 1,2,...,m, jsou
“selné charakteristiky nahodnych velicin. P#i jejich vypoétu pouzivame zobecnéni
vety 8.2. Tak napi. pro k-t obecny moment nahodné velidiny Xj, t]. E(XF) plati

[ Jabglar,. . za)dor . dz, pro spojity nahodny vektor
- Q _
BRG )= ahglzy,. . 2a) pro diskrétni ndhodny vektor
(T1,..n ) ES

98



http://pdfxchange.phpshop.cz
http://pdfxchange.phpshop.cz

Vzhledem k tomu, Ze centralnl momenty lze vyjadiit jako funkei obecnych mo-
ment@ muzeme nyni uréit véechny momentové charakteristiky marginalnich veli¢in
AX,‘,?: = 1,...,n.

Vektor (E(X1), BE(Xa),. .., E(X.)) stfednich hodnot ndhodnych velidin X;,
Xa, ..., X, se nazyva stiedni hodnota nahodného vektoru X = (X, Xo, ..., X,).

Kromé charakteristik jednothivych velidin X;,¢ = 1,...,n, nas zajimaji cha-
rakteristiky marginalnich vektord (X;, X;}, 1,7 = 1,...,n. Predeviim jiZ d¥ive
definovana kovariance Cy; = C'(X;, X;) a korelaéni koeficient p;; = p(X;, X;). PH
jejich vypoétu pouZijeme opét zobecnéni véty 8.2, Z¥ejmé

Cij = C(Xi, X;) = B([Xy - B(X)|[X; - B(X;)]) = B(X.X;) - E(X,)E(X;),

kde

[ [zizjglz1,...,2s)dzy ... dz, pro spojity ndhodny vektor
Q
E(X;X;) = it ) .
( i) > BB T ¢ i) pro diskrétni néhodny vektor
(£1,.,2,)ER

Ziejmeé plati
L. Ci; = Cyy, pij = pji »
2. Cii = D(Xy), pis = L.

Matice
011 012 -. - Cln
Cgl 022 . CZn
cov(X) = . . .
Cnl CnQ e Cnn

se nazyva kovariandni (variandéni) matice ndhodného vektoru X.
Matice

£L11 P12z - Pin
P21 P22 - P21
cor(X) = ) ) "
Prl Pn3 s Pnn

se nazyva koreladni matice ndhodného vektoru X.

Obé matice jsou symetrické, typu (n,n). Kovarianéni matice ma na hlavni
diagonale rozptyly D{X;) ndhodnych velidin X,,i = 1,2,...,n. Koreladn{ matice
mé na hlavni diagonale jedniéky.
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9. Nektera dulezita rozdéleni

V aplikacich se miiZeme setkat s celou radou rozdéleni. Ta, kterd se vysky-
tuji nejcastéji, maji specidlni ndzvy. Jiz dfive jsme se sezndmili s klasickym,
rovoomérnym a exponencialnim rozdélenim. Nyni se seznamime s nékterjmi
dalsimi.

9.1. Diskrétni rozdéleni

Definice 9.1.1. Rekneme, ¥e ndhodné veliéina X ma binomické rozdéleni (je

binomicka nahodnd proménna) s parametry n,p, jestlize ma pravdépodobnostni

funkci

T
i1 —p) " r=0,1,...
(9.11) o) = () -pr proz=0ticn

0 Jjinak
kden € N, p € (0,1). Znacime X ~ Bi(n,p).
Véta 9.1.1. Plati

(9.1.2) X ~ Bi(n,p) = E(X) =np, D(X) = np(1 _p).j.

Poznamka 9.1.1. -

1) Rozdé&lenim Bi(n, p) se fidi poet vyskyti jevit A v n nezévislych pokusech,
jestlize pravdépodobnost vyskytu tohoto jevu v kazdém jednotlivém pokusu je
rovna témuz éislu p. Pravdépodobnost, Ze v prvnich z pokusech nastane jev A,
zatimco ve zbjvajicich n — & pokusech jev A nenastane, je vzhledem k nezavisiosti
paokustt rovna p®(1 — p)"~%. Pofet riiznych moznosti, pfi nichz v n pokusech nas-
tane jev A pravé z-krat, je dan kombinaénim ¢islem (z) TudiZ pravdépodobnost,
Ze v n nezdvislych pokusech nastane jev A pravé z-krat, je dana vyrazem (9.1.1).

.- “2) P#kladem néhodné veliciny X, ktera ma rozdéleni Bi{n,p} je pofet ispés-
nych zkousek pfistroje z n nezavislych zkougek, podet vadnych virobki z n nezavis-
le vyrobenych vyrobki apod.

3) Je-li X ~ Bi(n,p)), potom pro modus z° ndhodné velidiny X plati

(9.1.3) (n-+1jp—1 &£ g (n +1)p.

Je-li (n 4 1)p pfirozené &islo, mé rozdéleni dvé modalni hodnoty z% = (n+1)p—
1, z° = (n + 1)p, jinak mé pravé jednu.
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\ ,\' ﬁ_;"'.,;

4) Graf pravdépodobnostni funkece ¢ rozdéleni Bi(n, p) je na obrazku 9.1.1,

035 4 oiE =6 5 =0
03 ° ; =10, p=03
0z |
0z, i i1 .
0151 :
oAl T
oos] 1 i e

Y N SN WA B R SN

0o 1 2 3 4 g 1 1 *

(o)<}
~

Obrazek 9.1.1; Pravdépodobnostni funkee g rozdéleni Bi(n, p}

5) Specidlnim ptipadem rozdéleni Bi(n,p) je rozdéleni Bi(1, p), které nazjva-
me alternativni rozdéleni s parametrem p a znadime A(p). Pro toto rozdéleni ze
vztahu (9.1.1) dostavame

N, ;
. p(1=—p)*™" pro z=10,1
X~ Alp) ~ qlz) = (Jf) (=) :
0 Jinak
Tedy
p pro z =1
X~ Alp)y~glz)=4 1—p pro x=0.

0 jinak

Priklad 9.1.1. Na betonarce je p&t michaéek betonu, z nichz kazda ma koeficient
vyuziti 0.8. Predpokladejme, ze michacky pracuji nezavisle na sobé. Urdete
a) pravdépodobnost, Ze v prib&hu normalni smény budou pracovat: 1) pouze
dv& michadky, 2) alespon dvé michacky, 3) nejvyse dvé michacky,
b) ofekavany pofet pracujicich michaédek,
¢) nejpravdépodobnéjii pofet pracujicich michacek.

Regeni. Nechf X je pofet michadek z péti, které budou pracovat v pritbéhu
normélni pracovni smény. Ziejmé X ~ Bi(n,p), kde n = 5,p = 0.8. Ze vztahu
(9.1.1) dostavame

5 i
§50.25°" ;= 0,1,....5
xam—{ ()0 il
0 jinak
Odtud »
a) 1) P(X =2) =q(2) = (g) 0.820.2° = 5%0.820.23 = 0.051.
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2)P(X>2)=1-PX<2)=1—[g0)+¢(1)] =1 — [(2)0.800.25
+G> 0.810.24} = (.993.
3) P(X <2) = ¢(0) +q(1) + q(2) = (2)0.800.25 + (f) 0.8'0.2*

5
2 (2) 0.8%0.2% = 0.058.

b) Ze vztahu (9.1.2) dostdvame E(X) = np = 4. Lze tedy odekavat, ¥e budou
pracovat ¢tyrl michadky.
¢) Podle vztahu {9.1.3) musi platit:

6-08—-1<2°<6-08c38<2°<48=z°=4.

Nejpravdépodobnéji budou pracovat &ty¥i michadky.

&

Priklad 9.1.2. Pravdépodobnost, Ze je mnoZstvi odebraného elektrického proudu
béhem dne v uréitém podniku v normé (tj. nepfesdhne béhem dne planovanou
spotiebu), je 0.75. Urdete, béhem kolika dnd bude odbér proudu alespott jeden
den nad normou s pravdépodobnosti alespon 0.95.

Refeni. Necht X je pocet dui, ve kterych je spotfeba proudu béhem n dni nad
normou. Zrejmé X ~ Bi(n,0.25). Mame urdit pofet dni n tak, aby

P(X > 1) > 0.95.

Podle vztahn (9.1.1) plati

n
0.25°0.75~* =0,1,...,
5 ol (x) ] pro x n‘
0 jinak
Potom
P(X>1)=1-PX<1l)=1-4(0)=1- (3)0.2500.75“ =1-0.75"
Tedy

P(X >1)>2095e 1 —0.75" > 005 < 0.75" < 0.05 <
In0.05

7H < . >
< nln0.75 <In0.05 < n > 0075

= n > 10.41.

S pravdépodobnosti alespoh 0.95 bude béhem jedendcti dni odbér proudu alespoti
jeden den nad normou.

»
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Definice 9.1.2. Rekneme, #e ndhodnd veli¢ina X md Poissonovo rozdéleni (je
Poissonova nahodnd proméund) s parametrem A, jestlize ma pravdépodobnostnf
funkei

e —0,1
(9.1.4) a7 = i pro ¢ =0,1,... ,
0 Jjinak
kde A > 0. Znacime X ~ Po(}).
wVéta 9.1.2. Plati
(9.1.5) X ~ Po(/\) = BE(X)=X D(X) =

Poznamka 9.1.2.
1) Rozdéleni Po(\) mé nahodna veliéina X, kterd udava  polet vyskytd jevu
A za Casové obdobi £, jestlide T
a) jev. A mtZe nastat v libovolnem okamiiku sledovaného éasového obdobi,
_ b) poéet Vvskytu jevu A zéavisi pouze na délce tohoto ¢asového obdobl a ne
i na jeho podatku ani na tom, kolikrat jev A nastoupil pfed jeho podatkem,
¢) pravdépodobnost, Ze jev A nastoupi vice nez jednou v fasovém obdobl
délky t, konverguje k nule rychleji nez ¢,
d) H)\w;wkt kde k je primérny podet viskytl jevu A za €asovou jednotku a ¢
je sledované casové obdobi.
Misto casovehc obdobi mieme vyse uvazovat napiiklad i pocet vyskyth jevu A4
v urdité plode, objemu, himotnosti apod.
2} Rozdéleni Po(,\) aproximuje rozdéleni Bi(n,p). Je-li p < 0.1 a n > 30,
potom Bi(n,p) = Po(A), kde A = np.
s 3) Poissonovym rozdélenim se ¥{di napf. poéet poruch zarizeni za smeént,
pocct signali v telefonni Gstiedné, pocet kazil v jednotee plochy nebo objemu.
4) Je-li X ~ Po(A), pak pro modus #° nahodné velidiny X plati

(9.1.6) A =1 <z <A

5) Graf pravdépodobnostni funkee g rozdéleni Po()) je na obrazku 9.1.2.

q
0'37 .?\.:3
0,25 | o A=55

02

0154 o 1 ¢ e

- Ow

0054 | ¢ il idiie

O T T A
[+ S S S S S S P S SR * N - WA Y "

o 1 2 3 4 5 &6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 168 *

Obrézek 9.1.2: Pravdépodobnostni funkce g rozdéleni Po())
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Priklad 9.1.3. Jezndmo, Ze na 1000 m vozovky pripadd pramérné pét nerovnosti
prekraéujicich povolenou normativii hodnotu. Jaka je pravdépodobnost, Ze na
useku 100 m

a) nebude ani jedna nerovnost,

b) bude nerovnost, "

c) budou alespofl tfi nerovnosti.

Refeni. Necht X je podet nerovnosti na 100 m vozovky. Pfedpoklidejme, Ze

X ~ Po(A). Potom A = kt = — 100 = 0.5. Tedy X ~ Po(0.5). Ze vztahu

1000
(9.1.4} dostavame
0.5%¢~ 05
X ~qlz) = - pro z =0,1,...
0 Jinak
Odtud
U 1
P X = = = = — = ().
a) P( 0) = ¢(0) i 7 0.607,

Sl
g

(X23)=1-P(X<3)=1- {q(O)—Eq(l)—f-q(Q)}

_os[0.5° 051 057
© [0! Tttty

i ] = 0.014.

&

Priklad 9.1.4. Pii pfejimaci kontrole bylo z tisice dilet ndhodné kontrolovano
padesat. Jakd je pravdépodobnost, Ze mezi kontrolovanymi dilei neni ani jeden
vadny dilec, jestliZe je zndmo, Ze v celém souboru jsou ¢tyfi vadné.

Resgeni. Nechf X je polet vadnych dilefi mezi padesati dilei. Potom X ~ Bi(n, p),
kde nn = 50, p = 0.004. Tedy podle vztahu (9.1.1) plati

X~ q(.i"«) = (5;)

0 Jinak

)0A004x0.9965°—1 pro z =10,1,...,50

Odtud "
P{X =0) =¢(0) = ( i ) 0.004°0.996°° = 0.8184.

Vzhledem k tomu, e n > 30 a p < 0.1, lze v souladu s poznamkou 9.1.2 2) pouzit
aproximaci Poissonovym rozdélenim. Plati Bi(n,p) = Po(A), kde A = np = 0.2
Tedy ze vztahu (9.1.4) dostavame

0-2:5640.2
% gl T pro :1::0.1,...’
0 jinak
odtud
P(X =0) = g(0) = e "% = 0.8187.

Hledand pravd&podobnost je pFiblizné 0.82.
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Priklad 9.1.5. Ze zkugenosti vime, Ze pii spravném chodu stroje je v priiméru
0.09% vyrobki vadnych. Ke stroji nastoupil novy pracovnik. Z péti tisic kusd,
které vyrobil beéhem tydne bylo 11 zmetka. Zjistéte, zda je jeho prace vyhovujic,
to znamena, neni-li pofet zmetkt vyss, ne? lze odtivodnit ndhodou.

Regeni. Vypotitéime pravdépodobnoss, e by bylo vyrobeno 11 zmetk( za pred-
pokladu, ze novy pracovnik je pracovnikem priimérnym. Necht tedy X je podet
zmetkill z 5000 kust. Zfejmé X ~ Bi(5000,p), kde je za vye uvedeného predpok-
ladu p = 0.0009. Vzhledem k poznamce 9.1.2 2) lze rozdéleni Bi(5000,0.0009)
aproximovat rozdélenim Po(4.5). Ze vztahu (9.1.4) dostavame

45745
Keaglp) el ol pro .’EZO,].,H..
0 Jinak
Odtud s
4.5 e ™
P(X=11)=q(11) = =2 — = 0.004.

11!
Tento vysledek svédél o tom, Ze vysoky podet zmetkt prakticky nelze vysvétlit
plsobenim ndhodnych finiteld a Ze tedy prace nového pracovnika neni vyhovujiel.
Z aproximace Poissonovym rozdélenim navic plyne, ze stfedni hodnota poétu
zmetkll z péti tisic kust by méla byt 4.5 a nejpravdépodobnéisi poéet zmetkd by
mél byt 4,
&

9.2. Spojita rozdéleni

Definice 9.2.1. Rekneme, Ze ndhodna velicina X mé Laplaceovo - Gaussovo
nebo normélni rozdélens (je normaini ndhodnd promeénna) s parametry u, o?, jestli-
%e ma hustotu

. Az
e 207 pro z € R,

(9.2.1) flz) =

2no

kde p € R, o > 0. Znadime X ~ N{u,0?).
Véta 9.2.1. Plati

(9.2.2) X ~ N(p,o%) = BE(X) = p, D(X) =c™

Poznamka 9.2.1.

1) Normalni rozdéleni je nejdilezitéjsim rozdélenim spojité nahodné veliéiny.
Obecné lze Fici, Ze toto rozdéleni je pouzitelné véude tam, kde na kolisani ndhodné
veliciny ptisobi velky pocet nepatrnych a vzadjemné nezavislych vlivi. (Napt. pfi sé-
riove vyrobé ovlivituje rozméry vyrobkil kolisajici kvalita surovin, nestejnomérnost
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strojového zpracovani, riiznd pozornost délnika apod.). Rozd&leni N(u,o?) maji
napriklad nahodné chyby méfeni a nékteré technické a fyzikélni velidiny (délka,
véha, pevnost,...). T

2) Rozdélenim N(u,o?) lze aproximovat za jistych podminek fadu dalgich i
diskrétnich rozdéleni. Napt. Bi(n,p) = N(np,np(1l—p)) v pfipadé, Ze np(l —p) >
9 :

3} Jsou-li Xy,..., X, (n > 30) nezdvislé a stejné rozddlené nahodné veli¢iny,
potom ma aritmeticky primer téchio velidin pfiblizné normalni rozd&leni. Oznadi-
me-li B(X;) =y, D{X;) =0? proi=1,...,n, potom

p
-

L™ X, < N(BX), D).

7 piikladu 8.6 plyne, Ze

0.2

EX)=u, DX)=".

Této skuteénosti se dasto vyuZiva v matematické statistice.

4) Graf hustoty f rozd&leni N{u,0?) je na obrazku 9.2.1. Graf hustoty f je
soumérny podle pfimky z = u, jedna se tedy o symetrické rozdéleni. Funkce f ma
maximum v bodé z = p, které je rovno 1/(v/2na), inflexni body jsou zy 3 = pdo.

ar ' Loty 1
i T I T T T T T 1

-3 -2 -1 g 1 2 3 4 5 & i

Obrazek 9.2.1: Graf hustoty f rozdéleni N{u,o?)

Véta 9.2.2. Linearni kombinace nezavislych normalnich nahodnych velidin je nor-

mélni ndhodna veliéina.

Poznamka 9.2.2. Bud X;,..., X, nezivislé ndhodné velidiny, X; ~ N{u;,0?)
3 ’ sl 2 ’ T . ’ ’
proi=1,...,n a cg,€1,...,cn realnd &sla, pro kterd plati 1 | ¢? > 0. Linearni

kombinace veliéin Xy,..., X, je ndhodnd veli¢ina
X = CO+C]_X1 ++Can
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Podle véty 9.2.2 mé ndhodné velidina X rozdéleni N(E(X), D(X)). Pro E{X) a
D(X) plati podle poznamky 8.4 2)

E(X)=FEleg+aX i+ +eXn)=co+ aB(X1) + -+ enB(Xn)
= cg + C1f41 + -+ Crfln,
. D(X)=Dlco+arXs+ - +eaXp)=cID(Xy) + o + & D(X5)

2 2 2 2
=¢joy + o

¢ Poznamka 9.2.3. (Disledek véty 9.2.2)

1) Je-li X ~ N{p,0?), potom I = (X — p)/o ~ N(0,1). Nahodna velicina,
kterd ma rozdéleni N{0, 1) se nazyva normovana normélni nahodna veli¢ina. Roz-
‘ délovaci, resp. distribuéni funkei veli¢iny N(0,1) znaéime @, resp. €. Ze vztahu
(9.2.1) dostaneme

uz

l PR

U~NG 1) ~plu) = e 2 pro uck,

2

" 2

1 I
U~ N0,1) ~Bu) = / e 2dt pro ue R.
' Ton

2) Jsou-li velidiny X;,.. .. X, nezavislé a X; ~ N(p,o?), i=1,...,n, potom
1 o?
JY:_ X'NJV Ly, — ).
ng i~ N(ps—)

Véta 9.2.3. Jeli X ~ N(u,0?) s distribuéni funkei F' a hustotou f, U ~ N{0,1)
g distribuéni funkel @ a hustotou ¢, potom

1. Fz) = @(I;“) 2. fle) = égp(‘““)

o
3. p{—1) = plx) 4. &(—z)=1—&(x).

Dikaz
1. Vztah 1 vyplyva z pozndmky 9.2.3 1). Ma-li totiz ndhodnéa veliéina X
rozdéleni N(p, 0?), potom mé néhodné velitina U = (X — p)/o rozdéleni N{0, 1),
tedy X — oU 4 p. Odtud
xr — ’LL

F(s) = P(X <a) = P(aU+p <) = P(U < =£) =3(2L).

a o

3. Vztah 2 dostaneme derivaci vztahu 1, nebot

f) = L = La(PE) =

T dz  de I o
o d d B 1 1 qz—p
= () (o) = e} - = o ()
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3. Pfipometime, Ze plati

U~ N0, 1) ~pz) = e 2 proz€eR,

odtud w(—z) = )(z).
4. Vzhledem k symetri¢nosti rozdélen{ plati (viz obrézek 9.2.2)

O(—2)=P(X<—z)=P(X>z)=1-P(X <z) =1-&(a).

e 1 —d(x)

Obréazek 9.2.2

Poznamka 9.2.4.

a) Tabelovany jsou:

1) Hodnoty distribuéni funkce @ (viz tab. 1a, 1b nebo [13]) a hustoty ¢ nor-
mované normalnf ndhodné veli¢iny N(0,1), a to v nezapornych bodech (viz [13]).
Pro préci s tabulkami musime tedy zndt pfevodni vztahy z véty 9.2.3.

2) 100 & procentni kvantily u(a) velidiny N(0,1) pro o > 0.5 (tab. 2 nebo
[13]). Pro a < 0.5 je u(a) < 0 a plati

u(a) = —u(l - a),
nebot (viz obrazek 9.2.3)

o= P(U < u(a)) =TI ——u(a)) =1- P(U < —u(a))
= P(U < —u(a)) =1 —a= —u(a)=u(l—a) = ula) = —u{l — o).

b} EXCEL po¢ita:
1) Hodnoty distribuéni funkee normélni ndhodné veli¢iny s libovolnymi para-
metry.
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2) Kvantily normalni nahodné veli€iny s libovolnymi parametry.

0 1-o 9
o —u =0
B L -~ M <4| L - u
u(o) 0 —u{a) u(cr) 0 u(1-o)

Obrazek 9.2.3

Piiklad 9.2.1. Néhodna veliina U ma normované normalni rozdéleni. Urcete
a) P(U<2),P(U<-1),P(U>3),P(-2<U <1),
b) 95%-ni a 1%-ni kvantil ndhodné veli¢iny U.
Reseni. Plati U ~ N(0,1) ~ &. Pomoci tabulek (tab. 1a, 1b) postupné dosta-
neme . '

a) P(U < 2) = &(2) = 09773,
P(U<-1)=&(-1)=1-&(1) =1—0.8413 = 0.1587,
P(U>3)=1-PU <3)=1-&(3)=1-0.9987 = 0.0013,
P(-2<U<1)=PU<1)-PU<-2)=8(1) — &(-2) = ®(1)-

~[1 - ®(2)} = 0.8413 — 1 + 0.9773 = 0.8186.
b) Pomoci tabulek (tab. 2) a poznamky 9.2.4 dostaneme
u(0.95) = 1.645, u(0.01) = —u(0.99) = —2.326.
S *

Piiklad 9.2.2. Nihodns velifina X mé rozdéleni N(—2,9). Uréete P(|X] > 1),
P(X > -5).

Regeni. Ze vztahu 1 véty 9.2.4 plyne

. B z+2
X ~ N(~2,9) ~ F(z) = o . )
Odtud pomoci tabulek (tab. 1a, 1b) postupné dostaneme:
P(XI>1)=PX>1vX<-1)=PX>1}+P(X <-1)
=1-PX<1)+P(X<~-1)=1-FQ)+F(-1)
<~ B(1) + B(0.33) = 1 — 0.8413 + 0.6293 = 0.788,

PX>-5)=1-PX <-5)=1~F(-5) =1~ 2(-1)
=1 [1—®(1)] = @(1) = 0.8413.
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Piiklad 9.2.3. X ~ N(j,a?). Uréete
a) Plu—o <X <p+o),
b) P(u—20 <X < p+20),
¢) P(u—3c <X < u+30).
ReSeni. Plati

X ~ N(u,0?) ~ Flz) = q:(“”” - ”).
Odtud
a) Plu—o <X <p+o)=Flu+to)—Flu—0o) = ®(1)—3(-1) =28(1) -1
=2-0.8413 — 1 = 0.6826.
Podobné
by P(p—20 < X < p+20) =28(2) — 1 = 0.9546,

¢) P{p—30 <X < pp+30) = 2P(3) — 1 = 0.9974.
&
Poznamka 9.2.5. Vysledek z prikladu 9.2.3 ¢) se nazyva pravidlo tf1 sigma. Ma-
li ndhodné velid¢ina X rozdéleni N{u,0?), pak lze téméf jistd odekdvat, e nabude
hodnoty z intervalu (g — 30, + 30).

Piiklad 9.2.4. Hmotnost vyrobku je vyhovujici, jestlize je v mezich 68-69 g. Za
standardnich podminek ma vaha vyrobku normaélni rozdéleni se stfedni hodnotou
68.3 g a smérodatnou odchylkoun (.2 g.

1) Jaka je pravdépodobnost, Ze vaha nahodné vybraného vyrobku bude v pfe-
depsanych mezich?

2) Jakou maximalni vahu bude mit vyrobek s pravdépodobnosti 0.997?

Reseni. Necht X je vaha vyrobku, potom

~68.3
X ~ N(68.3,0.04) ~ F(z) = & (f—)

0.2
Odtud

1) P(68 < X < 69) = F(69)— F(68) = (3.5} — ®(—1.5) = ®(3.5)-++@(1.5) -1
= 0.9998 + 0.9332 — 1 = 0.933.

Vaha vyrobku bude v pfedepsanych mezich s pravdépodobnosti 0.933.
2) Mame uréit vahu x tak, aby

P(X < 2) =099,
Odtud pomoci tabulek (tab. 2) dostaneme

r— 683\ 1z —683
0.99 = P(X <) = F(z) = o( = ) = = u(0.99)
r— 683 .

Vyrobek bude mit s pravdépodobnosti 0.99 maximélni véhu 68.8 g.
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P¥iklad 9.2.5. Automat na nipoje je sefizen tak, Ze plni galky po 200 =
vaného napoje. Predpokladejme, Ze mnozstvi pozadovaneho napoje ma pr A
normalni rozdéleni se smérodatnou odchylkou 15 ml. Uréete:
1) Kolik procent alkil bude obsahovat vice nez 224 ml
2) Kolik procent salki bude obsahovat 191-209 ml.
3) Kolik procent 3alkt z tisice pravdépodobné pretede, kdyZ budou pouzity
230 ml salky.
4) Jaké maximalni mnoZstvi népoje obsahuje 10 procent nejméné napinénych
salkd,

Regeni. Necht X je mnoZstvi napoje v #alku. Potom

5 x -— 200
X ~ N(200,15%) ~ F(z) = @(i——-).

15

1) P(X > 224) = 1 — F(224) = 1 — §(1.6) = 0.035.
5.5% salkf bude obsahovat vice neZ 224 ml.

2) P(191 < X < 209) = F(209) — F(191) = 28{0.6) —1 = 0.452.
Povadované mno#stvi bude obsahovat 45.2% #alkd.

3) P(X >230) = 1— F(230) = 1 — &(2) = 0.023.

Pravdépodobné pretede 23 $alkd.
4} Méame uréit &slo o tak, aby platilo

P(X <z)=0.10.

Tedy

T — 200) x — 200

0.10 = F(x) :@( = =

= x = 180.77.

— u(0.10) = —u(0.90) = —1.282

Hledané maximalni muozstvi je tedy pfiblizné 181 ml.

&

Piiklad 9.2.6. Stfedni hodnota Zivota urditého typu pfistroje je 10 let a Smé-
rodatna odchylka 2 roky. Predpokladejme, Ze doba Zivota piistroje ma pfiblizné
normélni rozdéleni. Urcete:
1) Kolik procent pfistroji se poroucha do €tyrt, osmi, resp. Sestnacti let.
7) Do jaké doby se porouchd 10, 75, resp. 90 procent pfistroja.
3) Kolik procent piistrojii bude mit dobu Fivota 7-13 let.
4) Délku zaruini doby tak, aby byla reklamovéna pouze t¥i procenta piistojiL.

Regeni. Necht X je doba Zivota pfistroji. Potom

X 4 N(10,2°) ~ F(z) = ®(* ;10).

P

1) P(X <4) = F(4) = ®(-—3) = 0.001
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Podobné
P(X <8)=10.159,
P(X < 16) = 0.999.

Poroucha se tedy postupné (.1% 15.9% a 99.9% piistroja.
2) Potitame stejné jako v prikladu 9.2.5 4). Dostaneme postupné 7.5, 11.4,
12.6 let.
3) P(7T < X < 13) = F(13) — F(7) = ®1.5) — ®(~1.5) = 2&(1L.5) — 1 = 0.866.

Pozadovanou debu Zivota bude mit 86.6% pfistoja.
4) Mame urcit &islo = tak, aby

P(X <z) = 0.03.

Dostaneme z = 6.238. Tedy zaruéni doba by méla byt 6.24 let.
&

Piiklad 9.2.7. Teploméry se bali automaticky do pouzder, pfifemz délky v mm
maji u teplomérd rozdéleni N(150,2.53) a u pouzder rozdéleni N(155,0.36). Je li
pouzdro kratké, stroj se zastavi a je nutna ruéni operace. Béhem smény se vyrobi
t¥1 tisice kust. Jaky podet zastévek stroje lze odekavat béhem smény?

Reseni. Oznaéme délku teploméru jako nahodnou velidinu X; a délku pouzdra
jako veli¢inu X,. Rozdil X = X; — X mé potom vzhledem k nezdvislosti velicin
X; a X, normalni rozdéleni se stfedni hodnotou gt = po — g1 = 1556 — 150 = 3 a
rozptylem o? = 0% + 07 = 2.53 4+ 0.36 = 2.89. Tedy

X ~ N(5,2.89) ~ F(z) = @(3%).

Pravdépodobnost, 7e pouzdro bude kratsi nez teplomér je ekvivalentni s pravdépo-
dobnosti, e ndhodné veli¢ina X nabude zaporné hodnoty, tedy

P(X <0) = F(0) = &( = §(-2.94) = 1 - B(2.94) = 0.00164.

_5 )
+/2.89
O&ekdvany podet zastévek stroje béhem jedné smény (stfedni hodnota poctu)

je tedy 3000 - 0.00164 = 5.
&

Piiklad 9.2.8. Ma¥ici pifstro] je zatizen jednak systematickon chybou 0.5, jed-
nak nahodnou chybou. Nahodné chyby maji normalni rozdéleni se smérodatnou
odchylkou 0.1.

1) V jakych mezich lze olekdvat odchylku od spravneé hodnoty pfi jednom
méfeni s pravdépodobnosti 0.957

2) Kolik méfeni musime provést, aby se aritmeticky primeér téchto méreni
zmengeny o systematickou chybu odchyloval od spravné hodnoty maximalné o 0.05
s pravdépodobnosti alespoi 0.957
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Reseni.

1) Necht X je ndhodné chyba méfeni, ¥ je neznamy vysledek méfeni velifiny
jejiz skute?nd hodnota je p. Potom Y = p + 0.5 + X. Celkové chyba méfeni je
YV — = 0.5+ X. Jestlize uréime konstantu k tak, aby

P(—k < X <k)=0.95,

potom bude celkova chyba méfeni v intervalu (0.5 — k,0.5 + k) s pravdépodob-
nosti 0.95. Zfejmé

X ~ N(0,0.01) ~ F(z) = @(i).

0.1
Qdtud
095 =P(—k < X <k)= F(k) - F(—k) = @(6—1) s @(_6—1) _ 2@(m) —3
k k _
= @(07) = 0.975 = - = u(0.975)
k
= o = 1960 = k= 0.196.

Tedy celkova chyba méfeni bude s pfedepsanou pravdépodobnoesti v intervalu
(0.304,0.696)

b) Necht Y; je neznamy vysledek i-tého méfeni veliéiny p, X; nadhodnd chyba
i-tého méfeni,: = 1,...,n. Potom

Vi=u405+X: i=1,...,n, X;~ N{0,0.01).

Oznaéme

Y =

N

kL L 1 k2
Z Y, X=- Z X;.
=1 =1
Chceme urdit n tak, aby
P(]Y — 0.5 — p| < 0.05) > 0.95.
Ziejme

o 1 T 1 n
Y -05-pu==> Yi-05—p="> (u+05+X:)-05-p=
n n

=1 =1

3 1 1 1 n .
“u+0,o+;;Xiw{).5—,uz;;XiﬁX

Tedy poZadujeme aby:

0.95 < P(

X| <0.05).

Plati
e n(022) 0 - 0355
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odtud

0.95 < P(—0.05 < X <0.05) = F(0.05) — F(-0.05)
= $(0.5/n) — B(—0.5v/n) = 28(0.5/n) — 1 = #(0.5v/n) > 0.975
= 0.5v7n > u(0.975) = 0.5/n > 1.960 = n > 15.3664.

Musime tedy provést alespon 16 méfeni.

&

Na zavér této kapitoly uvedeme piehled rozdéleni odvozenych z normélniho
rozdéleni. Tato rozdéleni maji dilefité uplatnéni v teorii matematické statistiky
(pfi intervalovych odhadech parametri a testovani hypotéz).

Poznamka 9.2.6.
1) Jsou-li Xy, X>5,..., X, nezavislé normované normalni nadhodné veliéiny, po-
tom ma ndhodna velidina

X=X}+XI+---+X:
tzv. Pearsonovo nebo chi kvadrat rozdéleni s n stupni volnosti. Znaé&ime X ~ x*(n).

2) Jsou-li X1, X, nezavislé nadhodné veliéiny, X; ~ N(0,1), X2 ~ x%(n), po-
tom ma nahodna veli¢ina

Xy
e
n
tzv. Studentovo nebo t-rozd&leni s n stupni volnosti. Znafime X ~ t(n).

3) Jsou-li X7, Xz nezavislé ndhodné veli¢iny, X; ~ x2(ny), Xz ~ x*(n2), po-
tom mé ndhodna veli¢ina

A =

X

1
=%
Tig

tzv. Fisherovo-Snedecorovo nebo F-rozd&leni s nq, ng stupni volnosti. Znaéime X ~
F(_nl T2 ) +

V tabulce 9.2.1 uvadime hustoty vyie uvedenjch rozdéleni. I'(a) zde znaéi tzv.
gama funkei, kterd je definovand vztahem

I'(a) = ft““le“tdt pro a> 0.

Q

Pfi vipoétu T-funkee vystadime z nasledujicimi viastnostmi:
1
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L,
(a—1)I'(a — 1) pro a > 0,
{(a =1 proaeN.

(1)
I'{a)
Fla)

Il

a
a

I'-funkei tedy mdZeme chépat jako zobecnéni pojmu faktorial.

Nazev rozdé&leni

Oznadent Hustota
Parametry
x* — rozdéleni r3le” 7
5 —w= prox>10
X" (n) fla) =4 220(3)
nelN 0 Jinak

t — rozdéleni

Kn) Fla) = 0t Ly ) 3

t{n I )72 prox

neN INEI VAT

I — rozdéleni [ mtnz)y Wi ny nytng
e (2 T ] By T TS progr > 0

F(”l,”?) f(.T) — r(%)r(%)(nz) < ( P, U) proxr

N, ne €N 0 jinak

Tabulka 9.2.1: Hustoty rozdéleni

Na obrazcich 9.2.4 - 9.2.6 jsou grafy hustot vyse uvedenych rozdéleni.

V tabulce 9.2.2 uvadime oznadeni kvantildl, stfedni hodunoty a rozptyly vyse

uvedenych rozdéleni.

Rozdéleni |100a%—ni kvantil | Stfedni hodnota Rozptyl
v?(n) v (n; o) n 2n
t(n) t(n; @) 0(n>1) n (n > 2)
n—2
R P R S
Tabulka 9.2.2: Oznadeni kvantild, stfedni hodnoty a rozptyly
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Poznamka 9.2.7.

a) Pro praci s tabulkami je nutné znat:

1. Kvantily x%(n; o) jsou nékdy tabelovdny pouze pro n < 30. Pron > 30
plati:

i (n;e) = %[ (2n —1} + u(a)]z.

2. Kvautily #(n,a) jsou tabeloviny vidy pro a« > 0.5 a nékdy pouze pro
n < 30. Pro o < 0.5 plati:

t(n;a) = —t(n; 1 — «).

Pro n > 30 plati:

tn;a) = ula).
3. Kvantily F(ny,ns;a) jsou tabelovany pro a > 0.5. Pro o < 0.5 plati:

1

F 0 Q) = .
(Pt F(ny,ny;1 — o)

b) EXCEL poditéd kvantily x2(n;a),t(n; ), F(n1,ng; &) pro libovolné pii-
pustné hodnoty parametrd.

Obrézek 9.2.4: Graf hustoty f rozdéleni x*(n)
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Obréazek 9.2.6: Graf hustoty f rozdéleni F(ny,ns2)
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MATEMATICKA STATISTIKA

1. Uvod

Vime, %e nahodnd velidina X je urcena, jestlize zname jeji rozdéleni. V teorn
pravdépodobnosti jsme piedpokladali, ze rozdéleni nahodné velid¢iny X zndme a
zabyvali jsme se studiem jeho viastnosti. V technickych aplikacich je véak rozdéleni
nahodné velidiny X nezndmé a je tieba o ném ziskat n&jaké poznatky. Ziskavani
t&chto poznatkl je velmi usnadnéno, je-li piedem znamy typ rozdéleni. V tomto
piipadé pouze odhadujeme nékteré neznamé parametry rozdéleni nebo ovérujeme
svoje domnénky (hypotézy) o jejich skutenych hodnotéach. Obeenéji, pokud ne-
zname typ rozdéleni X, odhadujeme jeho samotny tvar, resp. ovéfujeme hypotézu
o skutetném tvaru rozdéleni. Tyto dlohy (a fadu jinych) fesime pomoci metod
matematické statistiky.

Pfirozend otazka je, na zakladé éeho budeme ziskavat popsané poznatky o roz-
déleni nahodné veli¢iny X . Odpovéd na ni nalezneme v nasledujicim typicky §kol-
ském ptikladu.

Piiklad 1.1. Mé&me hraei kostku a oznaéme X polet gestek”, které padnou
v jednom hodu touto kostkou. Potom je zfejmé zékladni prostor 2 mnozina {1,0}
a. pravdépodobnostni funkee g nahodné velidiny X je

- 1

=~ pro =

6 P
QZQ(Q:):P(XZI): —5— pro £ =0.

6

0 jinak

Tedy X ~ A(1/6) (viz poznamka P - 9.1.1 5)). Zname tedy rozdélent nahodné
veliéiny X.

M&jme nyni hraci kostku ,falefnou® a necht X md stejny vyznam jako vyse.
Nihodné velidina X je opét alternativni, ale nezndme parametr p (protoze je
kostka faleiné, nevime s jakou pravdépodobnosti padne pii jednom hodu é&slo 6).
Oznacme g pravdépodobnostni funkei nahodné veliiny X, potom

P pro z =1
g=g{z;p)=q 1—p proz=0,
0 jinak
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kde p je néjaké &islo z intervalu {0,1).

Zname tedy tvar rozdéleni X (vime, Z¢ je altcrnativni}, nezndme v3ak hodnotu
parametru p. O parametru vime pouze, Ze musi leZet v intervalu (0, 1). Kdybychom
védeli, ze kostka byla ,spé&8né” upravena, pak p € (1/6,1). Cheeme nyni odhad-
nout neznamy parametr p. Kazdého asi napadne, aby n-krat hodil touto kostkou
a spocital, kolikrat mu v téchto n hodech padlo &slo 6. Za odhad parametru p
by pak volil podet $estek ku celkovému podtu hodt, tj. n. Pokusme se nynf nage
podinani vyjadrit v terminologii nahodnych velidéin {jakoZto neznamych visledki
pokustt).

Oznacme X; pocet Sestek v i-tém hodu falefnou kostkou (i = 1,...,n). N4-
hodna veliéina X; (i = 1,...,n) zfejmé miZe nabyt pouze hodnoty 1 nebo . Pfi-
tom hodnoty 1 nabude, jestliZe ¢{slo 6 v i-tém hodu padne, a hodnotu 0 nabude,
jestlize ¢islo 6 v i-tém hodu nepadne. Tedy X; (i = 1,...,n) je alternativni na-
hodré proménna. Pokud jsme nezménili pii hazen! podminky, tj. v nafem p¥ipadé
kostku (co# by bylo v dané tloze ovefovani ,kvality” kostky zcela nesmyslné), je
X~ Alp) (i =1,...,n) - tedy viechny veli¢iny X1,..., X, maji alternativni roz-
déleni se stejnym parametrem p. Ddle st uvédomime, %e vysledek X; (z = 1,....n)
v i-tém hodu bude zfejmé nezavisly na vysledeich v ostatnich hodech.

Mame tedy usporadanou n-tici (Xq,...,X,) nezévislych a stejné rozdélenyvch
nahodnych velicin -tzv. nahodny vybér z rozdéleni X ~ A(p). Pfed provedenim

sexperimentu”, tj. nez n-krat hodime kostkon a zapiSeme vysledek, vime pouze, Ze
vysledek musi byt ndhodny vektor (X, ..., Xy) s v¥$e uvedenymi vlastuostmi. Po
provedeni experimentu a zapsini vysledku dostaneme konkrétni n-tici {zq,...,2,)
rcalnych ésel, kde z, € {1,0} - tzv. realizaci udhodného vibéru (Xq,...,X,).

JestliZe ndm napf. éislo 6 padlo pouze v prvnim a pfedposlednim hodu, do-
staneme po zapsaul vysledek (1.0, ... ,0,1,0), jestliZe &slo 6 padlo ve tfetim hodu
a poslednich dvou hodech, dostaneme (0,0,1,0, ... ,0,1,1).

Rekli jsme, Ze za odhad parametrn p vesmeme podet spéinych hodi ku
celkovému poétu hoda, tedy v prvnim pfipadé realizace 2/n, v druhém pfipadé

3/n. Pfed provedenim experimentu pak odhad parametru p miiZeme psat ve tvaru
()(l + X+ + —Xn)/nm
&

Ukézali jsme tedy, Ze jisté poznatky o neznamém rozdéleni ndhodné velidiny
X lze vyvodit z tzv. ndhodného vybéru z rozdéleni X, pfesnéji fedeno z jeho
realizace.

V nasledujici kapitole uvedeme definici téchto dvou zakladnich pojm{ mate-
maticke statistiky.
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2. Nahodny vybér

Definice 2.1. Bud X ndhodna veliéina, (X1, Xs, ..., X, ) nahodny vektor s viast-

nostmi:
a) veli¢iny Xy, X3, ..., X,, maji stejny zakon rozdéleni jako X
b) veliciny X1,X,, ..., X, jsou nezdvislé.

Potom ndhodny vektor (X;,Xs, ..., X,) nasyvdme ndhodny vybér z (rozdéleni)

X (o rozsahun).
Obor hodnot nahodného v¥béru nazyvdme vybérovy prostor a znalime S.
Kazdy prvek vybérového prostoru nazyvame realizace nihodného vybéru, zna-

el BB e e aln )

Poznamka 2.1.

1. Bud Q obor hodnot ndhodné veliiny X. Je-li (X1,X5,...,X,) nahodny
vybér z X, potom vybérovy prostor je mnoZina Q.

2. Uvazujme né&jaky pokus, jeho? vysledkem je (do té doby, neZ jej zname)
néhodna velid¢ina X. Opalujme tento pokus n-krat (n > 1). Oznalme X; vysle-
dek (do té doby neZ jej zname) v i-tém pokusu (1 = 1,2,...,n). Jestlize vysledek
v 1-tém pokusu (1 = 1,2,...,n) nezavisi na vysledcich ostatnich pokusi (pfes-
n&ji fefeno, je-li rozdélovaci funkce ndhodného vektoru (X3, X3, ..., X,) soudinem
rozdélovacich funkci ndhodnych veliéin X; (# = 1,2,...,n)) a jestliZe nedochazi
béhem experimentu ke zméné podminek (tj. X; ma stejné rozdéleni jako X'}, bude
(X1,X5,...,X,) ndhodny vybér z X. Tedy nahodny vybér (X1, Xz,...,X.) je
vysledek n nezavislych opakovéni tého? pokusu, za nesménénych definiénich pod-
minek pokusu. Realizace (z1,22,...,%,) nahodného vybéru z X je pak znama
hodnota vysledku po provedeni popsaného experimentu {tedy n-tice realnych &-
sel}.

Priklad 2.1. Pozorovani hustoty provozu (vyjadfené napt. poétem projizdéjicich
vozidel za hodinu) na jednom misté ve stejnou dobu (napf. v ranni dopravni §picce)
komané v pritb&hu n pracovnich dnfi stejného roéniho obdobi poskytne nahodny
vybér rozsahu n; zpravidla lze predpoklidat, Ze jde o ndhodny viybér z Poissonova
rozdéleni. Viimnéme si zde viech vyjmenovanych podminek: jedno rocéni obdobi,
stejnd denni doba, pracovni dny; spojit napf. pozorovani z riznych roénich obdobi
by znamenalo porudit podminku stdlosti podminek a zpisobilo by, Ze pozorovani
by nemélo stejné rozdéleni, nebof charakter provozu byvé v zimé jiny nez v léts.
Meéli bychom pak co délat s nékolika ndhodnymi vybéry z Poissonova rozdélent
s riznymi hodnotami parametru A.

&

Pro rozdéleni nihodného vibéru plati nasledujici véta.
Véta 2.1. Bud (X4, X5, ..., X,,) ndhodny vibér z rozdéleni X.
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a) Necht X mé distribuéni funkei G. Potom nahodny vybeér (X1, Xg,..., X}
ma distribuéni funkei

Hizy 20, .. 00) = Glz) Glaa) ... G{an).

h) Necht X mé rozdélovaci funkci g. Potom nahodny vybér (X1, Xa, ..., X,;)
mé rozdélovaci funkci

h(z;,mz,n --;-'rn) :‘(}(.1'1)!](-732) . g{xﬂ)

Dikaz: Plyne pifmo z definice nezdvislosti nahodnych veliéin. U

Poznamka 2.2. 7 véty 2.1 plyne:
1. Zname-li tvar rozdéleni ndhodné velid¢iny X, pak zname 1 tvar rozdéleni

nahodného vyhéru z X.

2. Jestlize rozdéleni ndhodné veli¢iny X zavisi na néjakych neznamych kon-
stantdch (parametrech), pak na téchto parametrech zévisi i rozdéleni ndhodného
vybéru z X.

Priklad 2.2. Uréete rozdélovaci funkei nahodného vybéru z rozdéleni

a) alternativniho

b) normalniho.

Regeni.
a) Vime, ze X ~ A(p), kde p € (0,1). Pravdépodobnostni funkei g nahodné
velid¢iny X muZeme psat ve tvaru

p*(1 —pi'™* pro x € {0,1}

. kde pe(0,1).
0 jinak ¢ pe(01)

g =ygle;p) = {

Bud (X, Xs....,X,) ndhodny vybér z rozdéleni X. Obor hodnot 2 nahodné
velitiny X je mmnozina {0, 1}, v¥hérovy prostor S je tedy mnoZina

S = {O’]_}n = {(LF],‘L'Q,..,,LITR); z; € 40,1}, 1 = 112,...,‘:’&}.
Potom pravdépodobnostni funkce h nahodného vyhéru (X, Xs,..., X,) 2 X jJe
(podle véty 2.1)
ho=h(zp,ae,. . o0 p) = glen; plgles;p) - glan:p)
i: x; n— i R

pi=t o {l—p) = pro (z1,z2....,25) €S

0 jinak
kde p € (0,1).

b) Hustota f ndhodné veli¢iny X ~ N{u,0%) jeproz € R

IR
——{x — ,L)z

f= f(-’E;,u,az) — %_ e 20tV

, kde (11, 0%) € (—co,00) x (0,00).
2ro
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Bud (X, X3,...,X,) ndhodny vybér z rozdéleni X. Obor hodnot € nahodné
velidiny X je R, v¥bérovy prostor je tedy mnoZina R"™. Potom hustota s ndhodného
vybéru (X1, Xo,..., Xn) z X je pro (21, 29,...,2,) € R®

s = 5(z1022,. .. Znith0?) = F(215 4,07 f(m238,07) - flEnip,07)

! T 202
= p— e S =
( 27r0')n

[(z1 = p)* o+ (22 — ) oo+ (2 — )]

kde (y,0%) € (—~o0,00) x (0, 00).
Pfi oznadent
i == ity =G oy = s Bl )

vvvvv

I SRR

(\/Q;) *\detT ©

8 =
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3. Bodovy odhad parametria rozdéleni

V dalsim se budeme zabyvat situaci, kdy zkouwmame ndhodnou veli¢inu X
s rozdélovaci funkel f. Budeme piedpoklddat, Ze zname rozdélovaci funkei f, aZ
na n&jaké konstanty 6; (+ = 1,2,...,m) - tzv. parametry. Oznafme pro 8 =
(#y,0,...,0,) jako ©® mnozinu teoreticky mo?nych hodnot vektoroveho parame-
tru @, kterou nazyvéme parametricky prostor. Potom budeme psat

f=[flz:8), 8 0O.

Uvédomme si, ze pro konkrétni hodnotu vektorového parametru # € € obdrzime
konkrétni rozddlovaci funkei nahodné velidiny X.

Priklad 3.1. Vime. e pravdépodobnostni funkce ¢ alternativnl nahodné pro-
Inénné s parametremn p jo

. p (1 —p)t=% pro x € {0,1}

= glasp) = . :

e 0 jinak

V piikladu 1.1. o faleiné* hraci kostce mame tedy pouze jeden neznamy parametr
p.ti. 0 =6 =8 =p. Protoze p € (0.1) je © = (0,1). Vime-li, Ze téZité hraci
kostlky bylo posunuto smérem k ¢ishu 1, potom zfejmé p € (1/6,1),t). € = (1/6,1).

&
Priklad 3.2.

a) P¥i méfeni vzddlenosti konkrétnim odzkouSenym piistrojem, ktery nevy-
kazuje systematickou chvbu, je vysledek pokusu X normalnl ndhodnéd velidina
s neznamou stiedni hodnotou - skuteénou vzdéalenost! a (vétdinou) znamym roz-
ptylem (vyjadiujicim p¥esnost p¥istroje). Potom pro hustotu f nahodné veli¢iny
X plati

1 *72(3"- 0

2ro

f=flzip) = pro « € R,
kde H [ (U,OO) : Tﬁdy 8= 91 =8 = 75 @ = (0,00}

b) Pfi méfeni neodzkouSenym piistrojem bude neznamy 1 rozptyl, potom

2
. 1 el Ty 1
f=Fflzpd®)= ¢ 202( 2 pro x € R,

2o

kde {p,a%) € (0,00) x (0,00). Tedy 8 = (61,62) = (1, 0*) a © = (0,00) x (0,00}
&
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Poznamka 3.1. Dale se budeme zabyvat odhadem parametru 6;. K tomu je
zapotiebi:

1. fici, co to je odhad parametru,

2. uvést rozumné” poZadavky kladené na odhad parametru,

3. seznamit se s metodaini, pomoci kterych odhady hledame.

My se zde budeme zabyvat pouze otdzkami 1 a 2. Problematiku 3 najdeme napf.
v [2].

Definice 3.1. Necht ma nahodné veli¢ina X rozdélovaci funkci f = f(x;8), kde
6 =1(61,...,0,) € O je neznamy parametr. Bud (X1, Xs,...,Xy) nahodny vybér
z X, Q" vybérovy prostor, t{zxy, 2, ..., 2, ) realnd funkee n redlnych proménnych
definovana na 27,

Potom nahodnou velidinu

T 10 CTIN, ¢TI
nazyvame statistika (vidy) nebo (bodovy) odhad (podle souvislosti) neznamého

parametru 6; prot € {1,2,...,m}.
Je-li (z,,z9,...,2,) realizace nahodného vybéru, potom ¢islo

nazyvame realizace statistiky nebo realizace bodového odhadu parametru 8;.

Poznamka 3.2,

1. Vime-li tedy, e ndhodny vybér ,providime* proto, abychom ziskali &i-
selnou informaei o poloze nezndmého parametru 8;, potom libovolnou moznou
funkei z ndhodného vybéru nazyvame bodovy odhad parametru at uz je ,dobry*
2 jakéhokoliv hlediska nebo neni, at uZ je smysluplny ¢t neni.

2. Pojem statistiky byl v definici 3.1 zaveden proto, ze ji budeme pouzivat i
k jinym uéeltm a nejenom pro bodovy odhad parametru rozdeleni.

Piiklad 3.3. V pifkladu I"1 jsme pracovali s ndhoduym vybérem z alternativniho
rozdéleni s parametrem p a za odhad parametru p jsme zvolili statistiku 77 =
%Z?:} X;, kterou miZeme povazovat za smyslupluy odhad. Na prvni pohled je
ziejmé, ze statistiky Tp = 2Xo — X, T = Xu + Xo + -+ X, nepatfi mezi
smysluplné odhady parametrapa Ty = In X +In Xo+---+In Xy, T = % EL] X,
nejsou ani statistiky.

L
Kdy bude odhad neznamého parametru smysluplny? To lze posuzovat z mnoha
hledisek. Uveédomme si, ze odhad T = (X, X2, ..., X»n) parametru §; je ndhodna

veli¢ina. V technické praxi nis samoziejmé zajima ¢iselnéd hodnota odhadu, tj. re-
alizace odhadu, kterou ziskdme na zakladé realizace ndhodného vibéru. Je zfejmé,
e z ka’dé realizace nahodného vibéru miZeme obecné dostat jinou realizaci od-
hadu, tj. jinou &iselnou hodnotu. Nejastéji se vyskytuje poZadavek, aby realizace
t odhadu T parametru 6; kolisaly okolo skuteéné hodnoty parametru #;. at je
hodnota vektorového parametru @ jakékoliv, tj. aby byl odhad T parametru 6,
nestranny (nevychyleny). Uvédomime-li si nyni, Ze realizace nahodné veliciny T
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kolisaji okolo jeji stfedni hodnoty (pokud existuje), budeme poZadovat, aby stfedni
hodnota odhadu 7" byla rovna skuteéné hodnoté parametru ;.

Nez uvedeme definici nevychyleného odhadu parametru rozdéleni, uvédomme
st jedte , Ze uvazujeme nahodnou veliéinu X s rozdélovaci funkel f = f(z:8), 8 ¢
0. Potom ma podle véty 2.1 ndhodny vibér (X;,Xs,...,X,) z X rozdélovaci
funkei

h=nhler,zy. . 2.0 = f(01;0) f(22;8) ... flz,;0), 0 cB.

Pro konkrétni hodnotn 8 € © tedy obdr¥ime konkrétni rozdéleni ndhodného vy-
béru (Xq,Xs,...,X,) 2 X a tedy i konkrétni zakon rozdéleni statistiky T =
HX1, X2, ..., X,,). Déle budeme znadit Fg(T) a Dg(7) stiedni hodnotu a rozptyl
statistiky 7', které obdrZime pro konkrétni hodunotu 8 € 6.

Definice 3.2. Necht ma nahodna veliéina X rozdélovaci funkci f = f(z;8)}, kde
6 = (61,...,0n) € O je neznamy parametr. Bud (X1, X2, ..., X,) ndhodny vyhér
z X, T =t(X1,X,,...,X,) statistika.

Rekneme, Ze statistika T Jje nestrannym nebo nevychylenym odhadem nezna-
weého parametru 8;; kelyz

Eg(T)=6; prokazde 8 6.

Priklad 3.4. Zjistéte, zda jsou statistiky Ty, Ty a T3 z pFikladu 3.3 nestranngmi
odhady parametru p alternativniho rozdéleni.

Reseni. Uvazujeme nahodnou velidinu X ~ A{p), tj.

P pro = =1
X~g=gmp)=q 1—p proaz=0,pe(0,1).
0 jinak
Podle definice 3.2 je statistika T = (X, ..., X,,) nestrannym odhadem parametru

p, kdyZ
ETy=p prokazdépe(0.1).

(X1,..., X)) je ndhodny vybér z X a tedy F,(X;} = E,(X) pro: = 1,.

protoze veliCiny Xy,..., X, majl stejné rozdéleni jako X. Zfejmé E (X) = p a
tedy Ey(X;)=pproi=1,.... n. Potom

1 n 1 u. ) 1 n o
E (1) = E,,(; ZXi) = ZEP(Xi) = Zp =p prokezdé pe (0,1).
<=1 i=1 i=1

Statistika Ty je nestrannym odhadem parametru p.
Podobné

Ep(Ty) = Bp(2X; — X1) =2p—p=p prokaidé pe (0,1).
A tedy 1 T3 je nestranny odhad parametru p.
E,(T3)=E)(X, + - +X,) =np prokazdé pe(0,1).

Statistika T3 tedy neni pro n > 1 nestrannym odhadem parametru p.
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Poznamka 3.3.

1. 7 pfikladu 3.4 je vidét, Ze Ty a T3 jsou nestrannymi odhady parametru p.
Ptesto T, neni vhodny. Nestrannost odhadu parametru p sice zarucuje, Ze jeho
realizace kolisa]i okolo skuteéné hodnoty parametru p, ale samozfejmé vhodnost
nestranného odhadu zavisi na tom, jaka je rozptylenost realizaci odhadu okolo
skuteéné hodnoty parametru.

2. Existuji-li nestranné odhady parametru 6;, pak samozfejmé budeme chtit
pouZit ten nestranny odhad, ktery mé ze viech nestrannych odhadi parametru
8, nejmensi rozptyl. Takovy odhad (pokud existuje) budeme nazyvat nejlepsi ne-
stranny odhad parametru ;.

Definice 3.3. Necht ma nshodnd velicina X rozdélovael funkel f = f(z;8), kde
8=1(0,....0,) € O je neznamy parametr. Bud {X,,X>,...,X,) ndhodny vybér
z X Je-li T = (X, Xo,...,X,) nestranny odhad parametru 6; a jestliZe pro
ka#dy jiny nestranny odhad T* = #*(X4,..., X) parametru 8; plati

Do(T) < Dg(T*) pro kazdé ;8 € O,

nazyva se statistika T nejlepsi nestranny odhad parametru ;.

Priklad 3.5. Najdéte nejlepéi nestranny linedrni odhad st¥edni hodnoty normalni
néhodné velidiny X, kterd mé nezndmou stfedni hodnotu i rozptyl.

Reseni. Necht X ~ N(u,0%),(X1,X2,...,X,) je ndhodny vybér z X. Potom
8 =(6y,6,) = (p,0%), © = (—o0,00) % {0,00).

Mame najit odhad stfedni hodnoty u, tj. statistiku T = (X, Xo,..., X, ). Poné
vadz pozadujeme, aby odhad byl linearni, musi byt

(32) t(leXZ:---RXn):CIX1+CZX'2+"'+Canv

kde e1,¢q, ...,y jsou redlna ¢isla, z nichz alespon jedno je rizné od nuly.
Vyjadfeme nyni stiedni hodnotu a rozptyl odhadu (3.2). Ponévadz (X1,...,Xu)
je ndhodny vybér z X, jsou velidiny X;,Xs,..., X, nezivislé a viechny maji
normalni rozdélen se stejnymi parametry u,o?. Odsud podle pozndmky P - 8.4
2) a véty P - 8.4 dostdvame

(3.3) Foler X1 +eaXao+ T enXn)=(aa+ez+-+ Cn My
(3.4) Doles Xy +exXo+ -+ e Xpn) = (c% 4 cg + ot cfl)az.

7e viech linedrnich funkef (3.2) mame urdit ty, které jsou nestrannymi odhady 4.
7 definice 3.2 a vztahu (3.3) plyne, Ze pro tyto funkee musi platit

(3.5) {¢ci4+¢c2+ - +ecy)p=p prokazdé @ c 0.
Poradavek nevychylenosti (3.5) lze tedy pfepsat do tvaru
(3.6) citeo+-r+ep,=1.

Nyni mezi viemi nestrannnymi linedrnimi odhady, tj. odhady urcenymi vztahy
(3.2) a (3.6) hledéme nejlepdi, tj. takovy, pro néjz bude hodnota virazu (3.4)
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mimmalni pfi kaZde hodnoté # € €. Hleddme tedy minimum funkce ¢?4-¢2 - - f¢2
za podminky ¢; + 3 + -+ + ¢, = 1. B&nymi metodami obdriime minimum pro
cy = ¢y =--- = ¢, = 1/n. Tedy hledany odhad je

R .
(X1, Xa,. . X)) = = > X

T L e -

Lo = ‘4 . N e *
Poznamenejme, 7e parametr o se na vypoétu ani vysledku, stejné jako pied-
poklad normality velidiny X nepodilel.

Priklad 3.6. Aplikujte pfedchozi postup na vyfefeni zadéni: Méme dva riizné
vysledky (z1,22) méfeni téfe velidiny s rfiznymi pfesnostmi, tj. z1 je realizace
velitiny Xy ~ N{p,07) a z; je realizace velidiny Xo ~ N{p,02). Velitiny X, X,
jsou nezavislé, of # oF jsou zndméa éisla. Uréete nejlepdl nevychglené linedrni
zpracovani dat za udelem odhadnuti nezndmého .

Regeni. Oznafme G linedrni zpracovani dat, potom
G = X+ ey Xo,

kde ¢q.¢2 jsou realna Cisia.
Pozadujeme, aby G bylo nevychylené zpracovéni, tj. musi platit

E (X1 +eXo) = prokazdé p,
odtud
(3.7} €14+ cy = 1.
Hledéme nejlepsi nevychylené zpracovani, tedy

D1 X1 + 2 X2)
musi byt minimalni pro kazdé p pii soufasném splnéni podminky (3.7), tj.
2ot 4 ot

musi byt minimalni pii souéasném splnéni podminky (3.7).

Hledame tedy absolutni minimum funkece H(er,e2) = ¢2a? + co? pii soudas-
ném splnéni podminky (3.7), tj. pfi splnéni podminky ¢z = 1 —¢;. Stadf tedy najit
absolutni minimum funkce

Kley)=H{ei,1—e1) = ot + (1 — ¢1)%02.
Vzhledem k tomu, Ze

di (¢ -
K (o) =2c10f - 2(1 — c1)os,

dC]
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dostaneme, ze stacionarni bod funkce K(ep) je

)
I3
0= —=—.
! o? + o
Protoze )
d*K(e;) B 2 Y1,
- =207 + 205 >0 prokazdé cq,
1

nabyva funkce K (¢ ) ve svéin stacionarnim bodé absolutni minimum. Z podminky
(3.7) dostivame
of
2 2"
o; + 73

Nejlepsi linedrni zpracovani dat je tedy

L9 =

2

G = Xz.

ok ¥
i+l ol t o
&
K daldi éasto poZadované viastnosti odhadu patii tzv. konzistence odhadu.
Definice 3.4. Bud X ndhodna velidina s rozdélovaci funkel f = f{z;8), kde
8 = (61,...,60,) €O je neznamy parametr, (X1, Xz,...,Xn) nahodny vybér z X.
Odhad T =T, = t(X;,Xs,...,X,) parametru §; nazyvame konzistentni odhad
parametru 8;, jestliZe pro kazdé € > 0 a pro kazdé 8 € © platf

Tim Py(|T — 6| < ) = 1.

Poznamka 3.4.

1) Je-li T,, konzistentni odhad parametru §;, pak z definice limity a definice
3.4 plyne, %e pro libovolné € > 0 a libovolné é > 0 existuje rozsah vybéru ng tak.
ze pro kazdy rozsah vybéru n vétsi nez ng plati

Pg(lTn — 61| < 6) >1—4,

tedy

Pg(Tn*E<9i <Tn,+f) s 1——(5,
tj. s ,dostateéns* velkou pravdépodobnosti bude T;, ,dostatedne® blizko skuteéné
hodnoté parametru #;. Kdybychom tedy do konzistentniho odhadu parametru 8;
zpracovali nahodny vybér nekoneéného rozsahu, dostali bychom JJiste® glutednou
hodnotu parametru 8;.
2) Pro ovéfeni konzistence odhadu lze vyuiit nasledujici vétu, kterou uvadime
bez ditkazu.

Véta 3.1. Bud X nahodnd velidina s rozdélovaci funkel f = f(2;8), kde 6 =
(B1.....6m) € O je nezndmy parametr, (X;,Xz,... , X ;) nahodny vybér z X.
Odhad T, = (X, X2, ..., X,) parametru §; je konzistenini odhad parametru 6;,
jestlize pro kazdé 8 € © plati

it—>o0

lim Dg(Ty)

=00

lim Ey(T,) = 4;,
= 0.
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Priklad 3.7. Zjistéte, zda je statistika X = L1357 | X konzistentnim odhadem
stfedn! hodnoty g normalniho rozdéleni.

Regeni. Bud (X;,Xs,...,X,) ndhoduy vibér z rozdéleni X ~ N{p,o%). Potom

0 = (6:,6:) = (u,0%),0 = (—oo,oo) » ((}, oo) Oznatme T,, = X = 7]—1 :1:1 X;.
Podle piikladu P - 8.6 plati

Ee(j{:) = H
2
De(X) = ‘%

Odtud pro kazdé 6 ¢ ©

lim Fe(T,) = lin Fp(X)= lim p = u,
n—FCC n—roc n—00

lim Dp(T,) = lim De(X) = Lim —- = 0.

1n—r 00 OO0 n—oo 1

Tedy X je konzistentni odhad stfedni hodnoty p. Poznamenejme opét, Ze se na
vypoétu nepodilel pfedpoklad normalniho rozdéleni.

&
Na zavér kapitoly uvedeme vétu o odhadu stiedni hodnoty a rozptylu ndhodné
veliciny X, jejiz prvni ¢ast jsme dokazali v prikladu 3.5.

- Véta 3.2. Bud X nahodna velidina s koneénou stfedni hodnotou i a koneénym
rozptylem o, (X1, Xy,...,X,,) ndhodny vibér z X. Potom je statistika

n

N . _——
Xz;ZXi o .

=1

nejlepsim nestrannym linearnim odhadem stfedni hodnoty u ndhodné veli¢iny X.
Statistiky

$ =S - X

n—1+4
1=1
2 1 2
Sq = " (Xi — )
=1

jsou nestranné odhady rozptylu o2 téze ndhodné velidiny X.

Poznimka 3.5.

1. Statistiku $? pouzivdme pro odhad neznamého rozptylu v situaci, kdy je
neznama i stfedni hodnota; statistiku SZ pouZivéme pro odhad rozptylu pii znimé
stfedni hodnoté.

2. Véta 3.2 plati pro ndhodnon velidinu X s libovolnym rozdélenim a ne nutné
normalnim,

3. Pro odhad smérodatné odchylky o pouZivame statistiku 5, resp. So.

4. Odhady X, 8%, 52,5, S, jsou konzistentni odhady piislunyeh parametri.
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9. Pro odhad rozptylu ¢# se nékdy pouZiva i statistika

!
:
i
!

1 Fid .
] M== — X )2,
n Z;(Xz X)

—1
Ziejmé M = 262 4 tedy
‘ n

n—1 . 1 .
2 2
ot =o? -~ = g2,
n n

E(M) =

Tedy statistika M neni nestranny odhad o2 {je to doleva vychyleny odhad). Je
ale konzistentnim odhadem o? (dokaZte!) a navic plati

E(M —o%)* < B(S* — o) = D(5%).

Statistika M mé tedy mensi stiedni Etvercovon odchylku od o2 nei statistika $2.

6. Pro vypocet realizaci odhadi 4 a % z véty 3.2 lze pou#it jakvkoliv sta-
tisticky software nebo EXCEL bez dosazovani do vzoret. Na nisd trovni pak
kalkulacky, které umozhuji statistické vypodty. Realizaci # spocitame pomoci pro-
gramu na vypocet T. Na nékterych kalkulagkéch se vyskytuje dvojice s a o, na
nékterych o,y a 0, Plati pro né nasledujici vztahy

Vypodet realizace so nelze na kalkulackach ani na Zadném mné znimém software
pfimo spocitat. Musi se vyuzit vztah z véty 3.2.

7) Kdy% je rozsah n ndhodného vibéru z X velky, tfidime realizaci néhodného
vybéru pro pfehlednost i dals{ analyzu do k disjunktnich t¥{d 9 =il )
Toto tridéni je subjektivn, i kdy? existujf jistd objektivni pravidia (viz kapitola P
- 1). Nebudeme se zde ale tiidénim detailné zabyvat. Vzhledem k jeho pracnosti
by stejne kazdy pouzil néjaky vhodny software (napt. EXCEL, UNISTAT, STAT-
GRAPHICS). Zminime se pouze o odhadu &selnych charakteristik z rozti{dénych
dat.

Piipomefime, Ze jsme oznadili n; pocet hodnot, které padly do j-té tifdy s
- tzv. absolutni detnost j-té t¥idy (j = 1,..., k). Zfejmé

ny+ -+ np =mn.

130



http://pdfxchange.phpshop.cz
http://pdfxchange.phpshop.cz

Oznadme Z; stied j-té t¥idy. Hodnoty, které padly do j-té t¥{dy nahradime stfedem
;. Potom

1 1o S
T = - Z:L‘i = ;Z”ifﬁ ' P
i=1 'J':l e
1 n 1 k
2 _ VA . =\2
3 vnﬁIZ(.nz—m) 777,_12”](%_:6)’
=1 7=1
1 [
2 2 - = 2
éof;.zl{,“l,u) 75,21”1(.%—”) .
= ]:

V diskrétnim piipadé, tj. v piipadé prostého t¥idéni, plati tyto vzorce presné.
8) Zrejmé plati

iz 7 k1 ki3 T
Z(iz—f)z %Z(:Lf—ltﬁ—i—fz)_zh - 27 $Z+Zfz—
1=1 i=1 i=1 i==] t=1

n T
= r; — 2z n-T+n £ZVZI%—71 72
1= =1
Podobné
Tt I
Z(T1 —u)i = Z 2} — 2nTu + np’.
=1 i=1

Odtud a z véty 3.2 dostavame

; 1 o
2 2 =2
§° = —" ( E r; — NI ),

=1
podobng
1 n
2 2 - 2
Sg = ;;2:51- — 2Ty .
=

V pripadé roztiidéngch dat

Podobnym vysledkiim je vénovino ve starsi statistické literatufe pomérné

mnoho prostoru; v souvislostl s rozvojem vypogetni techniky vyznam pro bés-
ného uZivatele statistiky kles4.
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Priklad 3.8. Pii méfeni veliciny konstantni délky byly zjistény nasledujici chyby
méFeni v mm
1, 2, -1, 0, -3, 2, -1, -1, 1

Uréete

1) realizaci bodového odhadu stiedni hodnoty a rezptylu chyby mé¥eni,

2) realizaci bodového odhadu rozptylu chyby méfeni, kdy? je Znamo, Ze méfici
piisiroj vykazuje systematickou chybu -1 mm,

3) realizaci bodového odhadu stiedni hodnoty chyby mé&feni, kdyZ je znamo,
ze presnost mériciho pristroje vyjadfend smérodatnon odchylkou je 2 mm.

Regeni. Nahodnou veli¢inou X je zde nahodna chyba méfeni. Oznadme B(X)=
p, D(X) = o* K dispozici mame realizaci nahodného vybéru z X o rozsahu
n = 10. Mame najit realizace odhadfi i a o2 parametrit ¢ a o2 v jednotlivich
situacich.

1) Jde o situaci, kdy ani g ani ¢? nezndme. Podle vty 3.2 dostaneme

10

1
z; = —0.50 [mm)],

10 4

=1
o l 16
0% = g% = 5 > (i +0.5)* = 2.28 [mm?].

t==1

ﬁ:f:

Pfimo (tj. bez dosazovani) s vyuZitim kalkulatky podle pozndmky 3.5 6)

=7 = —0.50 [mm)],

=)

Q)

=5 =og,_1 = 1.5] [mm]| = of =298 [mm?].

10
Nebo s vyuzitim poznamky 3.5 8) a skuteénosti, ze Z xz; = 23, dostaneme

i=1

1

o = 5[23 =10+ (=0.5)°] £ 2.28 [mm?]
2) Jde o situaci, kdy vime, Ze g = —1 mm. Podle véty 3.2 je

10

— . 1

c? = sé = T Z(:cZ -+ 1)2 = 2.30 [mmz]
i=1

(Na kalkulaéee lze vyuZit nabidky 3 22.)
Podle poznamky 3.5 8)
- 1
G = = 17)23 —2-(=05) - (1) + {—1)% = 2.30 [mm?].
3) Vime, %e 0 = 2 mm, tato informace ale neovliviiuje odhad p, tedy =%
—0.5 mm .

E
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Priklad 3.9. Pfistavbé betonové konstrukee bylo odebrno 40 vzorkft: betonové
smésl. Po 28 dnech vykézaly kostky tuto krychlovou pevnost v MPa:
23.5, 28.0, 25.1, 30.8, 27.1, 29.3, 32.5, 33.8, 304, 26.2,
30.8. 292, 30.9, 286, 27.5, 28.0, 31.2, 28.2, 30.7, 288,
32.7, 290, 31.9, 254, 32.6, 274, 33.1, 20.6, 29.7, 30.3,
26.8, 304, 256, 34.0, 34.8, 27.2, 313, 32.3, 29.7, 324
Uréete realizaci bodového odhadu smérodatné odchylky pevnosti betonu
1) pfi neznamé stfedni hodnoté pevnosti
2) vite-li, Ze stfedn{ hodnota pevnosti je 28.0 MPa.

Regeni. Nahodnou velidinou X je zde pevnost betonu, oznaéme E(X)=pDX)
= ¢*. Vzhledem k tomu, e rozsah vibéru n = 40 je velky, roztfidime realizact
nahodného vibéru z X do k tfd Q; (7 = 1,...,k) (viz kapitola P - 1). Za t¥dy
{1; volime intervaly (stejné délky d), protoZe se jedna o spojiton ndhodnou ve-
lidinu. Poéet k intervalt zvolime & = /i = /40 = 6. Variaéni obor je interval

(€mins Tingz) = (23.5,34.8). Ziejmé (23,35) D (23.5,34.8), délku d intervald tedy
5 _

zvoline d = = 2. Vysledek tfidéni pak ukazuje nasledujici tabulka.

Trida (tj—1,t5) ng Z;
O 23- 25 1 24
192 25 - 27 5] 26
s 27 - 29 10 28
£24 29 -31 12 30
Qs 31 - 33 8 32
(g 33 - 35 4 34

Tabulka 3.1: Rozdéleni absolutnich éetnost{ pevnosti betonu

Odhad @ smérodatné odchylky o budeme poéitat z takto roztfidénych dat.
1) Podle poznamky 3.5 7) dostaneme

?

-

i

B
1
=7= Y 0¥, = 29.650 [MPa)

j=1
6
- ) 1 : ~ .
o =gt = = > ny(E; — 29.650)7 = 6.335 [MPa%] = 5 = s = 2.517 [MPal.
j=1

Nebo s vyuZitim kalkulacky p¥imo (bez dosazovéni) je
7= oy = 2.517 [MPa).
(Hodnotu 7 ; uloZime n;-krat na vét$ing kalkuladek tak, Ze ; x n; uloiime pomoci
nabidky DATA .}
2) Podle pozndmky 3.5 7) dostaneme

6
5. 0 , - :
38 = ] Y “nj(T; — 28)7 = 8.9 [MPa?] = 7 = s0 = 2.98 [MPa).
=1

(Na kalkulacce lze opét vyuzit nabidku 3 #2.)
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4. Intervalovy odhad parametri
rozdéleni

Polozme si pfirozenou otazku: Jak4 je pravdépodobnost, Je realizace bodového
odhadu nezndmého parametru rozdéleni bude shodnd s jeho skuteénou hodnotou?
Zjistime, ze ve vétdiné pfipadd nulova. (Nebot bodovy odhad parametru je na-
hodna veli¢ina; je-li napi. tato velidina spojitd, pak pravdépodobnost, e nabude
konstantni hodnoty, je vidy rovna nule.) Proto kromé bodového odhadu para-
metru #; hledime tzv. intervalovy odhad parametru 8;, tj. takovy interval, ktery
s pfedem danou pravdépodobnosti piekryje skutefnou hodnotu tohoto parametru.

Bud X nahodna velidina s rozdélovaci funkei f = f(x:8); 6 € ©. Necht
Je skuteénd hodnota parametru rovna 8. Potom pravdépodobnost, 7e ndhodn4
veliéina X nabude hodnoty z mnoZiny B znadime jako Pp(X ¢ B).

Definice 4.1. Bud X ndhodnd veli¢ina s rozd&lovaci funkei f = f(2:0) kde
0 ={6,0,...,0,) €O anccht (X, Xs,...,X,) je ndhodny vybér z X. Budte
Ty =41( Xy, Xo, .-, Xn), T =13(X1, Xo,.... X,)

dvé statistiky, pro které na celém vybérovém prostoru plati

T e S N 0 s il

Bud « realné éislo z intervalu (0, 1).

Rekneme, #e interval (dvojice statistik) (11,72} je 100- (1 — o) procentni
intervalovy odhad (parametru) #; nebo 100 - (1 — «) procentni interval spolehli-
vosti pro {parametr) &; (1 € {1,...,m}), kdyZ pro kasdé 8 ¢ © plat{

Pg('ﬁ](_X],Xg,...,_Xn) S G)i gtz(leXQ,”.,Xn)) Z 1—-a.

Cislo 1 — « nazyvame spolehlivost odhadu, &fslo o riziko odhaduy.

Dosadime-li realizaci (21,22, ..., 2,) ndhodného vybéru (X1, X»,..., X, )z X
do intervalového odhadu <t1(X1,, Ko, X )t (X, Xo, . ,Xn)>, dostaneme re-
alny interval {t1,12) = (t1(x1,29,..., %), to(21,22,...,2,)), tzv. realizaci inter-
valového odhadu.

Poznamka 4.1. Konce intervalu spolehlivosti tvor! ndhodné veliéiny, proto mlu-
vime o ndhodném intervalu. Pravdépodobnost, Ze tento interval prekryje skuted-
nou hodnotw parametru 6;, je vétsi nebo rovna danému &slu 1 — o (a podle definice
nezavisi na @). Je zapotfebi si uvédomit spravny vyklad intervalového odhadu.
Nemtlze se totiZ fici, Ze pravdépodobnest padnuti ©; do intervalu spolehlivosti je
alespon 1 — a. Parametr ¢; je pevné éislo (i kdy? nezndmé), které nemtize nikam
padat. Nahodny je interval spolehlivosti, jeho# realizace bud 6; obsahuje, nebo ni-
koliv. Zaridili jsme viak, aby pravdépodobnost, 7e interval spolehlivosti obsahuje
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8, byla alesponn 1 — « (j. pfedepsané velkd). Vypocteme-li tedy velky pofet rea-
lizac! 100 - (1 — &) procentniho intervalového odhadu parametru #;, pak primérné
-alesponi 100{1 — a)}% téchto realizaci prekryva skuteénon hodnotu parametru #;.
Dosavadni technické normy vyZaduji vétiinou poéitat 99%-ni nebo 95%-nI
intervaly spolehlivosti (tj. volbu o = 0.01 nebo o = 0.05).
Déle se budeme pievazné zabyvat normalni nahodnou velidinou. Z tohoto
divodu na tomto misté uvedeme ndsledujici vétu, kterou budeme fasto pouiivat.

Véta 4.1, Bud (X,,.... X,) ndhodny vibér z rozdéleni X ~ N(u,o?). Potom

L TR e N,

2. Y;M\/ﬁfvt(n—l), : i s wE e
. 2L, I

e (ji;zl—)szwxz(n~l).

Poznamka 4.2. Vztah 1 véty 4.1 vyplyvad z véty P - 9.2.3 (viz poznamka P -
9.2.32)). Ze zbyvajicich vztahli ukdZeme platnost vztahn 3. Bud'tedy (X1,..., X))
nahodny vybér z rozdéleni X ~ N{u,c*). Podle véty 3.2 je

) 1 i
S§ == (Xi—p)
0= i_l( )
Podle poznamky P - 9.2.3 plati
Xy —p
— ~ N(0,1
~E N

a podle poznamky P - 9.2.6

Zrejmeé

odtud plyne vztah 3.

Piiklad 4.1. Odvodte 100 - (1 — o) procentni intervalovy odhad stiedni hodnoty
i normaln{ nahodné veliciny X se znamym rozptylem o? > 0.

ReSeni. Bud (X;,Xs,...,X,) néhodny vybér z rozdéleni X, tj. z rozdélent
N{p,0%). Ponévadz X = £ 571, X; je nestranmym odhadem paramctru ., zdé sc
byt rozumné hledat kladné konstanty k1 a ky tak, aby interval

(4.1) (X — k1, X +ka)
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prekryval skuteénou stiedni hodnotu u s velkou pravdépodobnosti. Uréime-li kon-
stanty %1, ko tak, aby platilo

(4.2} P, (3(—— ki <pu<X+ kz) >1—a prodané ¢ akazdé p,

bude interval (4.1) 100 - (1 — &) procentnim intervalovym odhadem parametru .
Podle vztahu 1 véty 4.1 plati

X

E /n ~ N(0,1)

a

U=

a rozdéleni U nezévisi na u a o?.

U~NO1) ~ o N

o =0t +oL,

Obrazek 4.1

Vyjadreme tedy pravdépodobnost ve vztahu (4.2) pomoei nédhodné veli¢iny L.
Postupné dostaneme

P[.L(_kl SM*XS'I"Z) IP].L(_kQ Sj(__lugkl)

B X- B
= P(-Z2vms = Evn < 2y

o

:1—P(U¢<—%2g/ﬁ, kl\/ﬁ)).

o
Vidime, Ze pravdépcdobnost ve vztahu (4.2} je urfena jednoznaéné. Stadl tedy
nyni uréit konstanty ki, ke tak, aby platilo
k k
1l -a=1- P(U ¢ (-2 /n, i\/a)).
o a
Odtud
k k k k
(U Ly, 1,\/5)) - P(U 2 T s
o o

d e o)
P
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Rozdélme nyni riziko o na dvé nezéaporna éisla aq, oz, t).
o =0 +ag, o >0, a >0
Nyni stad{ uréit éisla ki, ky tak, aby platilo (viz obrazek 4.1)
k k
(4.3) P(U<—w?-\/ﬁ) . P(U> —H/ﬁ) .
o o

Ze vztahu (4.3) dostaneme

k o
- n:u(l—al);&kl:u(l—al)wﬁ,
k
—;2 n=ulay) = —ul(l — as) = ko = u(l — az) d

Vi
Hledany 100 - (1 — ¢} procentni intervalovy odhad parametru y je
<Y —u(l — o)

e

\/H,Y—{—u(l — Qz)i>.

/n
&

_ Dokézali jsme nasledujici vétu:

Véta 4.2. Bud (X, Xs,...,X,) ndhodny vybér z rozdéleni X ~ N(u,0?), 0
znamé, p neznamé, o € (0,1) dané &slo; o, ay nezdpornd &sla, ay + az =
Potom je interval

(E oo G eiioon )

100 - (1 — «) procentnim intervalovym odhadem stfedni hodnoty p.

W,

Poznamka 4.3. Riziko o lze rozdé&lit na a1, as nekoneéné mnoha zptsoby. Bé&Zné
se poufivajl pouze ti:
o
1. y = Qg = =
2
2. g =UTQ2:C¥
3. a1 = o, e = 0.
Jestlize plati

oy >0, an >0,

dostancme tv. oboustranny intervalovy odhad. Tedy pi1 prvnim zpisobu déleni
rizika o dostaneme oboustranny intervalovy odhad. Jestlize volime druhy zptsob,
pak zrejmé

u(l —aq) =u(l) = 0o, u(l —az} = u(l —a).

Dostaneme tedy intervalovy odhad

(a4) (~o0. X +u(t =) 72)

Ve tfetim pripadé, pak zcela, éﬁalogicky dostavame intervalovy odhad
‘ — o
(4.5) - (Tl - )=, 00)
s o u(1=0) F= 00
Intervalové odhady (4.4} a (4.5) jsou tzv. jednostranné intervalové odhadv, odhad

(4.4) je tzv. pravostranny neho horni odhad, odhad (4.5) jetzv. levostranny nebo
dolni odhad.
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Priklad 4.2.

1. Stfedni hodnota chyby méfen{ uréitym pfistrojem bude edhadovana ohou-
strannym intervalovym odhadem.

2. Stfedni hodnota pevnosti néjakého konstrukéniho materialu bude pfi zkous-
kach odhadovéana pomoei dolniho intervalového odhadu {nezale#i na tom, zda ma-
teridl ma lepsi vlastnosti ned pozaduje konstruktér).

3. Stfedni hodnota podilu zmetkd v dodavee vyrobkil bude p#i pfejimce od-
hadovana hornim intervalovym odhadem (odbérateli nezdleZ{ na dolnim odhadu
podilu zmetkd).

&
Véta 4.3. Bud (X}, Xs, ..., X,) ndhodny vybér z rozdéleni X ~ N(u,o?),0°

¥
neznamé, g znamé, a £ (0,1) dané é&islo, o, oy nezaporna éisla, a; + ay; = a.

Potom je interval ™

< nSé nSé >
/Xl —an) X2 (nj o)

FRERE T L =

100 - (1 — o) procentnim intervalovym odhadem rozptylu o2.

Dikaz. Bud (X1, X,,....X,) ndhodny vybér z X, tj. z rozd&leni N{u, 0?). Poné-
vadz
1 k13

S = " > (X - p)?
=1

je nestrannym odhadem parametru o? (viz véta 3.2), pfekryva interval

(4.6) (Siky, Sgka)

kde k1 < ky jsou kladné konstanty, skuteénou hodnotu parametru o s jistou
pravdépodobnosti. Uréime-1i konstanty ki, ks tak, aby platilo

{(4.7) PU(S'gkq < gt < S(Q)kg) > 1—a prodané p akaidé o

bude interval (4.6) 100 (1 — &) procentnim intervalovym odhadem rozptylu o?.

f R~x*m~ f

l1-a o =a, +ol,

Rl

Obréazek 4.2
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Podle vztahu 3 véty 4.1 plati

a rozdéleni R nezavisi na g a o2, Vyjadieme pravdépodobnost ve vztahu (4.7)
pomoci nahodné veliéiny R a urfeme konstanty kq, k2. Postupné pro dané u a
kazdé o? dostavame

-§g k2_0'2_k1
_P(i<n53<n)_P( <R<n)
TNk, T 0?2 Tk o  kn

Zcela analogicky jako v p¥ikladu 4.1 rozdélime riziko « na dvé nezaporna Cisla
aq, oy (viz obrazek 4.2), dostaneme

i o n

— =y : =1 k = —

ko xi el T (o)’

n 2 T

LI SR T O SR S,
P S X*(nil —a)

Hledany 100 - (1 — &) procentni intervalovy odhad parametru o je tedy

< nSg n.S'g >
X2yl — 1)’ xP(myan)

PoloZime-li o7 = 0, ap = v, potom je
Xl —an) =P ml) = o0, XP(nsaz) = X (5 0)

a tedy _ v -

nSE

je 100 - (1 — «) procentni horni intervalovy odhad o*.
Podobng, pro a; = 0, a3 = « dostaneme

; < nSe ) '
‘ F =, 00},
o yi{n; 1 — o)

i

coz je 100 - (1 — &) procentni dolnf intervalovy odhad 2. [

Poznamka 4.4. Doposud jsme se zabyvali situaci, kdy znéme pravé jeden z pa-
rametrd normalniho rozdé&leni. Zbyvd vyTedit jesté situacl, kdy nezndime ani jJeden
z parametrl p,a?. P¥i hleddni intervalového odhadu stfedni hodnoty p postu-
pujeme v tomto piipadé analogicky jako v piikladu 4.1. Stadi si uvédomit, %c
nestrannym odhadem p zistavd X a vyuZit vztah 2 véty 4.1. Tj. pracovat s veli-
Cinou R = 2\—;3_—“\/5, kterd ma rozdg&leni #(n — 1}. Pii hledani intervalového odhadu
o? pak vyjdeme z nestranného odhadu o2, tj. statistiky 5% a vyuZijeme vztah 4
véty 4.1. Postupujeme zcela analogicky jako v diikazu véty 4.3. Vysledky shrouje
nasledujici véta.
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Véta 4.4. Bud (X, X,....,X,) ndhodny vibér z rozdéleni X ~ N(u,o?), o2
neznamé a p neznamé, o € (0,1) dané &slo, ay, oy nezaporna dsla, ay + oy = a.
T R s e i
Potom je interval -

oy S ;
P <X —tn—1:1 —al)—\/__,x Fin—1;1 —az)—>
f n

100 - {1 — &) procentnim intervalovym odhadem stfedni hodnoty ¢ a interval

£
H
Fremer o i it i e s

(n—1)57 (n —1)5?
<X2(n —Lil—ai) x3(n— 1;a2)>

je 100 - (1 — «) procentnim intervalovym odhadem rozptylu o?.

Horni [dolni] intervalové odhady dostaneme opét volbou
ay =0, oy =« [m:a’,ag:[)}.

Poznamka 4.5. V technickych aplikacich se vétiinou 100 - (1 — o) procentni in-
tervalové odhady neznamych parametrii neodvoznji, ale staéi je najit v pfislusné
statistické nebo technické literatufe. Pro vypodet realizace intervalového adhadu
pak stadl zvolit spolehlivost odhadu 1 —«, vypoditat realizace pfislusngeh statistik
v intervalovych odhadech se vyskytujicich a potiebné kvantily najit ve statistic-
k¥ch tabulkach.

Realizace intervalovych odhadi stfedni hodnoty a rozptylu normalni ndhodné
velifiny p¥i obou nezndmych parametrech poéitda STATGRAPHICS v nabidce
STATS = Estimation and Testing —— One-Sample Analysis. EXCEL poéita rea-
lizaci intervalového cdhadu stfedni hodnoty normalniho rozdéleni se znamym roz-
ptyvlem v nabidce privodce funkei f, — funkce statistické —— CONFIDENCE.

Intervalovy odhad pro stfedni hodnotu normaélniho rozdéleni lze pouzit 1 v pii-
padé, kdy nahodnd velidina X nemd normalni rozdéleni a rozsah realizace je vétéi
nez 30 (viz poznamka P - 9.2.1 3)). Intervalovy odhad pro rozptyl normélniho
rozdéleni lze pouZit pouze v pripadé ndhodného vybéru z normalniho rezdéleni.

Priklad 4.3. Urdete realizact 99% niho intervalového odhadu neznamych para-
metril v jednotlivych situacich v piikladu 3.8 za pfedpokladu, Ze ndhodna chyba
méfeni ma normalni rozdélent.

2

Reseni. V piikladu 3.8 je X ndhodna chyba méfeni, E(X) = u, D(X) = o
Nyni navic predpoklddime, ze X ~ N{u,o?). Pro intervalovy odhad neznamych
parametrit miizeme tedy vyuilt vysledkd této kapitoly.

1. V této situaci nezndme ani p ani o2, proto vyuZijeme vétu 4.4. 100-(1 —a)%-
ni intervalovy odhad stfeduni hoduoty p je interval

<jf~t(1n,ml;1—a1)i X +tn—1;1~

)
e az)ﬁ)

Realizace statistik X a S (tj. realizace odhadf p a ¢* pfi nezndmém p a o) mame
spoéitané v pHkladu 3.8, tedy fi = T = —0.50 mm, 7 = s = +/2.28 = 1.51 mm.
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Hiedame realizaci 99%-niho {oboustranného) intervalového odhadu, tj. o = 0.01.
Rozdélenim rizika o dostaneme

= 0.005.

O] = Gy =

o
2
Odtud (viz tabulky kvantila ¢ - rozdélenf)

Hn— 11— ay) =t(9;0.995) = 3.250,
tHn—1;1 — ay) = #(9;0.995) = 3.250.

Realizace 99%-niho intervalového odhadu stiedni hodnoty nahodné chyby méteni
je tedy

1.51 1.51
~0.50 - 3.250 - = —0.50 + 3.250 - ——) = (~2.05,1.05).
< V10’ VT )

Interval (—2.05 mm, 1.05 mm) témé&F jist& piekryvé skutefnou stfedni hodnotu
nahodné chyby méreni.
Podobné 100-(1 — )% nim intervalovym odhadem rozptylu o2 je interval

< (n—1)52 (n—1)52>
Xin— L1 —a1) x2(n—Log)/

Stejué jako vyse rozdélime riziko o a pislugné kvantily najdeme v tabulkach.
Dostaneme

a=0.01= o =a, = = =0.005,

[ ]

X’(n—1;1 —a;) = x*(9;0.995) = 23.59,
Y (n — Liap) = x*(9;0.005) = 1.735,

Realizace 99% - niho intervalového odhadu rozptylu ndhodné chyby méfeni je tedy

(L A 2%8> = (0.87,11.68).

23.59 7 1.735

Rozptyl ndhodné chyby méfeni téméfr jisté prekryva interval {0.87 mm?, 11.68 mm?).
2) V této situaci zndme stiedni hodnotu chyby méfeni, vime, Ze p = —1

mm. Zbyvé tedy najit 98%-nl intervalovy odhad rozptylu 2. Podle véty 4.3 je

100-(1 — ) %-ni intervalovy odhad parametru o pfi zndmém p interval

< nS nSE >
X2l — o) x2(myan) /-

Realizaci statistiky SZ (tj. realizaci odhadu rozptylu o? pifi znimém i) mame
spocitanoun v piikladu 3.8, tedy

—

o2 = SS = 2.30 mm?
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Analogicky jako vyge dostaneme

a=00l=0; =0 =

] el

= 0.005,

N

s

x2(n; 1 — ) = x3(10;0.995) = 25.18,
Y (nsan) = x2(10;0.005) = 2.156,

< 10-2.30 10-2.30

) = (0.91,10.67}.
25.19 2.156 > 00, 06

Rozptyl ndhodné chyby méreni téméf jisté prekryvd interval (0.91 mm?, 10.67 mm?).

3.V posledni situaci zname rozptyl ndhodné chyby méfeni. Z véty 4.2 dosta-
neme, Ze realizace hledaného intervalového odhadn pro stfedni hodnetu nahodné
chiyby méfent je interval (—2.13 mm, 1.13 mm).

&

Priklad 4.4. Urcete 95%-ni dolni odhad stiedni hodnoty a 95%-ni horni odhad
smérodatné odchyiky pevnosti hetonu v pfikladu 3.9 za pfedpokladu, Ze mé pev-
nost betonu priblizné normdlni rozdéleni a nezndme ani jeden z parametri.

Reseni. Pfedpokladame tedy, Ze pevnost betonu X ~ N(p,?), kde ani jeden
z parametri nezname. K dispozici mame realizaci nahodného vybéru z X o rozsahu
n = 40. V prikladu 3.9 1) byly spodieny realizace odhadi neznamych parametri

Pt1 konstrukei hledanych intervalovyceh odhadit vyuzijeme vétu 4.4. 100-(1 — a)%-
nim intervalovym odhadem stifedni hodnoty o je interval

. — S
<X —tHn—1;1— m)\%,X +in-11- Qz)ﬁ>

Vnleder & tomu. Ze hleddme dolnt intervalovy adhad sttedni hodnoty, dostaneme

a=005= 0 =a==005 a; =0
tHn — ;1 —ay) =(39;0.95) = 1.960,
Hn—1;1 —ay) =1(39;1) = oo.

Realizace 95%-niho dolniho intervalového odhadu stiedni hodnoty pevnosti be-
tonn je tedy interval {28.870, 0}, t]. stfedni hodnota pevnosti betonu je témér
jisté véts nez 28.870 MPa.

Podobué 100-(1 — a)%-nim intervalovym odhadem rozptylu o je interval

< (n —1)S? (n —1)5? >

xin—1;1— ar)’ ¥i(n —1;as)
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Analogicky jako vyse dostaneme

a=000=a=0,a=a=0.05
X(n=11—a1)=x2(3%1) = o<,
¥i(n — Liag) = x*(39;0.05) = 25.692.

Tedy interval
(0 39-6.335

25.692 > = (0:616)

je realizaci 95%-niko horniho intervalového odhadu o2, tj. interval (0,+/9.616)
je realizaci 95% niho horniho intervalového odhadu o, tj. smérodaina odchylka
pevnosti betonu je témeér jisté mensi nez 3.101 MPa.

&

Poznamka 4.6. V poslednim pfikladu jsme pro vypodet intervalového odhadu
stfedni hodnoty pevnosti (na rozdil od intervalového odhadu rozptylu} nepotie-
bovali informaci o rozdéleni ndhodné velidiny X, protoZe rozsah realizace vyhéru
z X byl vét$l nez 30 (viz pozndmka 4.5).

Piiklad 4.5. Béhkem 21 dutt byly v uréitén regionu registrovany pocty nehod za
den. Vysledky jsou v nasledujicel tabulce

Pocet nehod 0 1 2 3 4
nj 4 8 3 1 2 1

o

Urcete

a) realizaci bodového adhadu stfedni hodnoty a smérodatné odchylky poctu
nehod za den,

b} realizaci 99%-niho horniho odhadu stfedni hodnoty poctu nehod za den,
je-li znamo, Ze pocet nehod za den m4 pFibliZné Poissonovo rozdéleni.

Reseni. Nihodnou veli¢inou X je zde podet nehod za den. Mame k dispozici
realizaci ndhodného vybéru z X o rozsahu n = 21, kterd je roztfidéna do Sesti
tFid. o

a) Pro vypoécet realizaci odhaddl m a 1/ D(X) stfedni hodnoty F{X) a
smérodatné odehylky +/D{X) nepotfebujeme informaci o rozdéleni ndhodné veli-
¢iny X. Dostaneme

E(X) =z = 1.619,

VD(X) =5 =0, = 1.396.

h) Néhodna veli¢ina X nemd normalni rozdéleni a rozsah nahodného vybéru
7 X neni vétii nez 30. NemtiZzeme tedy pro vypodet realizace intervalového odhadu
E(X) pouZit intervalovy odhad stfedn{ hodnoty nermalniho rozdéleni. Tento in-
tervalovy odhad najdeme (bez odvozovani) v literatufe. Vime, ze X ~ Po{}A)
a tedy E{X) = A 100-(1 — o)%-ni intervalovy odhad parametru A Poissonova
rozdéleni je (viz nap¥. [14]) interval
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<x2(2njf;a1) v (onX +2:1 ﬁa2)>
' 2n '
Pfi vypoctu realizace 99%-niho hornfho intervalového odhadu parametru A jiz

postupujeme analogicky jako v pfipadé vypoétu realizace intervalového odhadu
neznamych parametri normalniho rozdéleni. Postupné dostaneme

2n

a=001l=a =0, ag = a=0.01,
x2(2nT; ay) = x*(68;0) = 0,
(2T 4+ 251 — ag) = x(70;0.99) = 101.232.

Hledana realizace 99%-niho horniho intervalového odhadu parametru X je tedy
mterval

10.232
0, ) = (0,2.410).
(0, =57 ) = (0,2410)
Stiedni hodnota po¢tu nehod za den je tedy téméf jisté nejvyse 2.410 nehod.

[ )
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5. Testovani statistickych hypotéz

5.1. Zakladni pojmy

Dalsi oblasti statistickych metod je testovani statistickych hypotéz. Statistickd
hypotéza je tvrzeni, které se tyka rozdéleni ndhodné veli¢iny X . Statistické hypo-
tézy se tedy mohou tykat bud typu rozdéleni X nebo hodnot neznamého parame-
tru rozdéleni X (v pripadg, Ze jsme si typem rozdé&leni X jisti).

Pokud je hypotéza formulovana tak, %e jednoznaéné uréuje rozdéleni X, na-
zyvame ji jednoduchou hypotézou. Hypotéza, kters rozdéleni X jednozna¢né ne-
specifikuje, se nazyvé slofend hvpotéza.

Priklady jednoduchych hypotéz jsou napf. tvrzeni:
a) X ma rozdéleni N(3,4)
b} normélni rozdéleni X s rozptylem 9 ma stfedni hodnotu p = 5.
Priklady sloZenych hypotéz jsou napi. tvrzeni:
a) X ma t-rozdéleni s n stupni volnosti (n je nezndmé)
b) stfedni hodnota 4 normélniho rozdéleni X je véts nez 7.
Hypotézy a) z vyie uvedenych piikladi se tykaji tvaru rozdéleni, hypotézy b) sc
t¥kaji parametr rozdéleni. C
Pfi testovani hypotéz klademe proti sobe vidy dvé hypotézy. Jednu z nich
nazyvame festovanou nebo nulovou hypotézou a znadime ji Hy; druhou, popirajici

platnost testované hypotézy, nazyvame alternativni hypotéza (I hypotéze Hy) a
znafime ji H. Alternativni hypotéza nemusi byt nutné opaénd k hypotéze Hj.

Vime-li napf. jisté, ze X je normalni ndhodna veli¢ina a domnivame se, ze p = (.3,
nemusi mit H nutné tvar g # 0.3. MtiZe se stat, Ze predem bezpeiné vime, ¥e musi
platit u > 0.3. Za této dodatedné informace mé pak H tvar: u > 0.3.

Testem statistické hypotézy Hy rozumime postup, ktery na zdklads realizace
nahodného vybéru z rozdéleni X vede k zamitnuti nebo nezamitnuti hypotézy H.
Je-li k hypotéze Hy stanovena alternativai hypotéza H, mluvime o testu hypotézy
Hy proti (hypotéze) H. Znadime Ho T H.

Na nésledujicim pfikladn objasnime nékolik zakladnich pojma z oblasti tes-

tovani statistickych hypotéz.

Priklad 5.1.1. Méjme dvé ,faleiné hraci kostky. Vime, 7e pravdépodobnost
padnuti éisla Sest na jedné z nich je 0.1, na druhé 0.5. Na zaklads p&ti hodf
jednon kestkou mame rozhodnout, zda jsme si vybrali tu, na které padé sestka
Caste]l, tj. tu kostku, kterou budeme nazyvat dale vihodné&jsi.

Regeni. Oznagme p pravdépodobnost jevu, ze pii jednom hodu vybranou kostkou
padue €islo Sest. Za nulovou hypotézu Hy zvolme hypotézu, %e nami vybrand
kostka je pro néas nevyhodna, za alternativai hypotézu H pak hypotézu, e tato
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kostka je vyhodna. Tj. budeme testovat jednoduchou hypotézu Hy : p = 0.1 proti
Jednoduché hypotéze H : p = 0.5. Nage rozghodnuti o zamitnuti, resp. nezamitnuti
Hy cheeme udélat na zakladé p&ti hodd vybranou kostkou.

Ztejmé p € {0.1,0.5}, proto¥e nevime, kterou kostku jsme si vybrali, Nazvéme
hod vybranou kostkou dspéiny, jestlize padne &slo Sest. Necht X Jje pofet ispé-
chi v i-tém hodu touto kostkou {i=1,2, ... ,5). Potom je ziejmeé (X1, Xs,..., Xs)
nahodny vybér z rozdéleni X ~ A(p), kde p € {0.1,0.5}. Statistika R = X; -+
Xa + -+ + X5 je pak poéet dspéchét v 5-ti hodech vvbranou kostkou. Rozhod-
nuti o zamitnuti, resp. nezamitnuti Hy zalofime tedy na realizaci r statistiky
K. Obor hodnot statistiky R je zfejm& mno¥ina {0,1....,5}. Je tteba piipustit,
ze viechny tyto hodnoty jsou mo¥né, jak pii platnosti Hy, tak pri platnosti H.
Plati-li vsak Ho, pak zfejmé velké hodnoty statistiky R dostaneme vyjimedné a
naopak, plati-li , dostaneme velké hodnoty statistiky R #asto. Reknéme tedy
napt., ze Hy zamitneme (tj. piijmeme H), je-li r € {2,3,4,5} a Hy nezamitneme,
je-li v € {0,1}. Toto rozdéleni oboru hodnot statistiky R se jevi rozumné. MtZeme
jenom pochybovat, zda hranice mezi obéma #dstmi oboru hodnot statistiky R byla
volena optimalné. Prozkoumejme za tim Gdelem pravdépodobnost toho, Ze se pfi
rozhodovani o platnosti Hy, resp.  dopustime omylu.

Nshodna veli¢ina R mé zfejmé rozdéleni Bi(5, p) (viz poznadmka P - 9.1.1 1)),
kde p € {0.1,0.5}; tzn. pro pravdépodobnostn{ funkei g statistiky R plati

5) r Ab—7r . =
J)pt(1—p) pro r=0,1,....5
q€ {Q(’“;p); q(rip) = { : : , PE {0.1,0.5}}.
0 Jinak
I kdyz pomérné vzaené, miize i p#i platnosti Hy : p = 0.1 nastat plipad,

Ze Sestka padne alespofl 2-krat. Protoe v tomto pfipadé Ho zamitneme, bude
pravdépodobnost, ze R € {2,3,4, 5} pfi platnosti Hy : p = 0.1, t].

P(R €{2,3,4,6}/p=0.1},

piedstavovat riziko mylného zamitnuti Hy. Plati-li Hy :p = 0.1 je R ~ B1(5,0.1)
a tedy

P(R€{2,3,4,5}/p=0.1) = Z <§>0.1T0.9‘3‘T

r=2

=0,0729 40,0081 + 0,0005 + 0,0000 = 0,0815.

Riziko mylného zamitnuti fy je tedy asi 8%-ni, tj. mylime se timto zptisobem
v prameéru asi v osmi piipadech ze sta.

Stejne tak mnze nastat pripad, ze pfi platnosti H : p = 0.5 dostaneme nizky
vysledek, ktery nas vede k zamitnuti H a ptijeti Hy. Riziko takového omylu uréime
zcela obdobné:

P(Re{0,1}/p=0.5) = i (j) 0.570.55"" = Z]: <f>0.55

r=0 =0

= 0.0313 + 0.1563 = 0.1876.
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Vidime tedy, Ze riziko mylného nezamitnuti H, je témér 19%-ni - tj. mylime
se v praméru v asi 19-ti pfipadech ze sta.
V praveé nvedeném piikladu si zejména viimnéme, e pfichézely v ivahu dva
druhy chyb.
&
Vztah mezi vysledkem testu a realitou a z néj vyplyvajicich mo#nosti chyb
midZeme schématicky znazornit tak, jake v tabulce 5.1.1.

skuteénost
Vysledek jde o vyhodnou kostku Jde o nevyhodnou kostku
Hy nezamitame myIné nezamitnuti H, spravné  rozhodnut]
Hy zamitdme spravné rozhodnut{ mylné zamitnuti Hg

Tabulka 5.1.1

Tematicky znaéné odlehlé situace maji z hlediska rozhodovani nékteré z4-
kladni rysy stejné. Snadno se sestavi obdobna schémata pro dals situace, jako je
ptijeti dodévky, pfechod na novy vyrobni program a podobné.

Piejdéme nyni k obecnéjiimu vykladu principh testovéni statistickych hypo-
tez. Jak jiz bylo uvedeno, stoji proti sobé dvé hypotézy t¥kajic! se ndhodné velidiny
X, nulova hypotéza Hy a alternativni hypotéza H. Své rozhodnuti o zamitnut] Hy
zakladame na realizaci nadhodného vybérn (X1, Xs,..., X,) z rozdéleni X, piesnéii
fefeno na realizaci uréité statistiky R — (X1, Xs,...,X,). Statistiku R nazyvame
testovaci kritérium. Obor hodnot statistiky R rozdélime na dve disjunktni ¢asti -
Jednu z nich oznadime W a budeme naz§vat kritick¥m oborem {pro test hypotézy
Hy), druhou oznadime V a nazveme oborem nezamitnuti (pro test hvpotézy Hy).
Za W volime ty hodnoty r testovaciho kritéria R, lderé nesvédé{ v prospéch hy-
potésy Ho a svédéi v prospéch hypotézy H. Hypotézu Hy pak zamitneme, jestlize
pro realizaci » statistiky R plati » € W; jestlize r ¢ Vi tj. r ¢ W, hypotézu H,
nezamitneme.

PIi zamitani, resp. nesamiténi hypotézy Hy se mizeme dopustit jedné ze
dvou chyb. Jestlize zamitneme Hy, ackoliv je spravna, mluvime o chybé 1. druhu.
Stane-li se, Ze nezamitneme Hy, atkoliv je nespravna, mluvime o chybé 2. druhn.
Pravdépodobnost chyby 1. druhu je ziejmé

P(R ¢ W/H,)
a pravdépodobnost chyby 2. drihu je
P(R¢gW/H).

Uvédomme si, Ze pro vyjadieni pravdépodobnosti chyby 1. drubu musime zndt
rozdeleni statistiky R za podminky, e plati hypotéza Hy. Je-li Iy jednoduchd hy-
poteza, je rozdéleni nahodné velidiny X za podminky Hy uréeno jednoznaéné, a
tedy i rozdélen statistiky R za podminky Hy Je uréeno jednoznaéné. Tedy prav-

dépodobnost chyby 1. drulw, tj. P(Re W/Ho), Je uréena jednoznaéng, Je-li Hg
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slozena hypotéza, neni rozdéleni nahodné velid¢iny X za podminky Hg uréeno jed-
noznaéné (piipoustime alesponn dvé rizné mo¥nosti}, a tedy i rozdéleni statistiky
R za podminky Hy nemusi byt uréeno jednoznaéné. Tedy pravdépodobnost chyby
L. druhu, tj. P(R € W/Hg), nemusi byt uréena jednoznaéné (miZe mit alespoh
dvé rizne hodnoty).

Cislo o, které udévé supremum pravdépodobnosti chyby 1. druhu, nazjvéme
hladina vyznammnosti testu (hypotézy Hy). Z vy#e uvedeného plyne, Ze

a = P(R € W/Hy)

v piipadé jednoduché hypotézy Hy. V piipads slozené hypotézy Hy je

a > P(R < W/H,).

Podobné tvahy plati pro vyjadieni pravdépodobnosti chyby druhéhe druhu,
tJ. P(R ¢ W/H) . Cislo, které udéva supremum pravdépodobnosti chyby 2. druhu,

znadime 3. Cislo 1 — 3 se nazyva sila testu. V piipadé slofené hypotézy H je tedy

82> P(R¢ W/H).

V pripadé jednoduché alternativni hypotézy H plati

4=P(R¢W/H).

Hladina vyznamnosti testu o vlastné zaruéuje, Ze riziko mylného zamitnuti
Hp je maximainé 100-o procentnl (mylime se timto zptisobem v 100« pfipadech ze
sta). Podobné definiéni poZadavek pravdépodobnosti chyby 2. druhu § zarucéuje,
ze riziko mylného prijeti Hy (v neprospéch H) je maximalné 100 - 4 procentni. Je
prirozené poZadovat, aby éisla e 1 4 byla co nejmendi.

Prozkoumejme nyni nékteré souvislosti mezi pravdépodobnostmi chyb obou
drubd, zejména z blediska, jak lze tyto pravdépodobnosti ovlivnit.

Pozorujme vztah mezi pravdépodobnostmi obou drubkii chyh na obrazku 5.1.1.
Z porovnini obou diagrami je ihned patrné, Ze za jinak stejnych podminek (nestane-
I se nic, co by ovlivnilo rozdéleni statistiky R p¥i platnosti Hg, resp. H) ma sniZeni
pravdépodobnosti chyby 1. druhu za nésledek zvyseni pravdépodobnosti chyby 2.
druhu a naopak.

V praktickich (illohéch se snaZime rizika chyb obou druhtl rozumné vyvazit.
Neznamend to ovéem, %e chceme dosdhnout toho, aby byla stejné. SpiSe se musime
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snazit o minimalizaci nasledkd obou druhii chyb.

A

Obrézek 5.1.1: Vyjadrieni vztahu mezi pravdépodobnostmi obou druhid chyb pfi
testu jednoduché hypotézy Hy proti jednoduché hypotéze H. Hustota testovaciho
kritéria R za podminky Hg[H] je oznadena f|g].

Priklad 5.1.2. V piikladu 5.1.1 jsme testovali proti sobé dvé jednoduché hypo-
tézy o parametru p alternativniho rozloZeni X; totiZ hypotézu Hy : p = 0.1 proti
hypotéze H ; p = 0.5. K dispozici byl ndhodny vybér z X o rozsahu n = 5. Za
testovaci kritérium jsme zvolili statistiku

a za kriticky obor mnozinu

W= {7‘; re {2,3,4>5}}.
Za téchto podminek jsme zjistili, e

o = 0.0815, 4 = 0.1876.

Sledujme, jak se budou ménit pravdépodobnosti chyb pfi zménénych podminkach:
a) zmensime kriticky obor na

W, = {7’; re {3,4,5}}.
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Vzhledem k tomu, Ze tato zména neovlivnila rozdéleni statistiky R, muZeme oce-
kévat zmenSeni pravdépodobnosti chyby 1. drubu a zvétdeni pravdépodobnosti
chyby 2. druhu. Podobné jako v prikiadu 5.1.1 dostavame:

P(R e Wi/Hy) = P(R€ {3,4,5}/p=10.1)

5 5
- Z ( )0.1?0.95” = (0.0086,
T
1==3

P(R¢ W, /H)=P(Re{0,1,2}/p=0.5)

2 -
=5 (3) 0.570.557" = 0.500.
i
r={

Snizeni pravdépodobnosti chyby 1. drubu ped 0.01 mé tedy za néasledek zvy-
geni pravdépodobnosti chyby 2. drubu na 0.5.

b) zvétiime rozsah ndhodného vibéru dvojnasobné a kriticky obor Wa zvolime
proporciondlni pivodnimu, tj.

Wy = {7’; r < {4,5,...310}}.

Zvitient rozsahu nahodného vibérn mé za nasledek zménu rozdélen testovaciho

10
R=Y_ X
=1

Pro R bude platit B ~ Bi(10,p). Dostavame tedy

kritéria

P(R e W,/Hy) = P(Re{4,5,...,10}/p=0.1)
i0
= Z (m)o.ﬂ‘o.gl“”‘ = 0.0128,
:
=4

P(R¢ Wy /H) = P(Rc{0,1,2,3}/p= 0.5)
3
Z (1()) 0.570.5197" = 0.1719.
.
=0

Pozorujeme tedy z hlediska velikosti chyb znacné zlepfeni testu.

&

Viéimnéme si, ze jsme v predchozim piikladu sniZeni pravdépodobnosti chyb

obou drubf dosahli tak, ze jsme zvétgili rozsah nahodného vybéru. (Tim se zménilo

rozddleni testovaciho kritéria.) Zvétseni rozsahu nahodného vibéru viak nemusi

bt vidycky moZné (napi. realizace nadhodného vybérn mitze byt jiz provedena a
neni mo#né v ni pokracovat).
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Ukézali jsme, Ze obecné nelze kriticky obor W volit tak, aby byly soucasné
obé chyby tak malé, jak bychom si pfali. Proto se obvykle trva jenom na tom,
aby hladina vyznamnosti testu o bylo néjaké, pfedem dané {samozfejmé malé)
¢islo z imvervalu (0,1). V technické praxi se nejéasté)i voli o = 0.05 nebo a =
0.01. Z moznych testd Hy na dané hladiné vyznamnosti o (tj. z moznych voleb
testovactho kritéria R a kritického oboru W), pak volime ten, pti kterém je 3
nejmensi.

Z vyse uvedeného vyplyva, ze hlavnim teoretickym problémem testovani hy-
potéz je vhodna volba testovaciho kritéria a ndsledné uréeni jeho rozd&leni. Vol-
hou testovactho kritéria se zabyvaji rozsahlejd udebnice matematicke statistiky,
zde budou pro nejbéznéjsi situace testovaci kritéria, zajiftujici vvhodné vlastnosti
testu, uvedena (aZ na vyjimky) bez odvozeni. Je-li v testu Hy na dané hladiné vy-
znamnostl a zvoleno testovaci kritérium R, je jeSté zapot¥ebi rozhednout o umis-
téni kritického oboru W. Problém volby kritického oboru viak vétiinou vyfeSime
okam?#ité, budeme-li mit na zfeteli tvar testovaciho kritéria R a znéni alternativni
hypotézy H. Je totiZ vétsinou snadné urdit, které realizace statistiky R svédél
proti Hy a v prospéch H. 7 nich pak vytvorime kriticky obor W,

Rozhodneme-li se ponechat stranou viechny teoretické problémy testovdni
hypotéz naznafené vyse, mizeme feseni konkrétnich iloh riizného druhu shrnout
do nasledujiciho cbecného postupu.

Na zaklade vieho, co je nam zndmo o sledované nahodné veliding X a s uva-
zenim zamysleného rozsahu realizace ndhodného vybéru z rozdélent X

1) formulujeme hypotézn Hg a volime alternativni hypotézu H k hypotéze Hg,
volime hladinu v¥znamnosti testu «

2) stanovime (nejcastéji vyhledime) testovaci kritérium R pro test hypotézy Hg

3) stanovime (vyhledame) kriticky obor W pro test hypotézy Hy proti hypotéze

H na hladiné vyznamnosti o
4) dosadime realizaci (21, 22,...,,) nahodného vybéru do testovactho kritéria
R, vysledek oznacime r
rozhodneme

- jestlize r € W, potom Hy zamitneme a piijmeme H (s maximalné 100-a%

- nim rizikem mylného piijesi H v neprospéch Hy)

o
~

- jestlie r ¢ W, potom Hy provedenym testem nezamitame.

Pokud nemuZeme specifikovat horni hranici pravdépodobnosti chyby 2.druhu,
zdriime se nsudku o platnosti Hg a test uzavieme s tim, %e se Hy nepodafile
zamitnout. Pokud je horni hranice pravdépodobnosti chyby 2. druhu 3 znams a
predepsané mala (napf. 0.05), pak Hg nezamitneme a mZeme ji pfijmout (s ma-
xdmélné 100-8% - nim rizikem mylného piijeti Hy v neprospéch H).

Ponévadz se pravdépodobnost chyby 2. druhu nékdy uréuje dost obtiZné (pre-
deviim v pfipadé sloZzené alfernativni hypotézy), postupujeme bez jeji znalosti
casto tak, Ze za alternativni hypotézu H volime fen virok o rozdéleni X, ktery
cheeme prokazat, nebo spiSe, jeho? potvrzeni vede k néjakym zdvaZnym opatfenim.
Podle vyse uvedeného postupu pak pii vysledku testu v kritickém oboru prohla-
sime tento vyrok za plainy s maximalné 100-a% - nim rizikem omylu. Jestlize
vysledek nelezi v kritickém oboru, zdrzime se tsudku. Pri vysledku testu r ¢ W
muze nékdy pomoci  prehodit® hypotézy a testovat H proti Hy.
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5.2. Testy hypotéz o parametrech rozdéleni

Predpoklddejme, Ze X ~ N(u,o?), kde oba nebo né&ktery z parametrf p, o
nezname. Zabyvejme se testovanim hypotéz o skuteénych hodnotach téchto para-
metri.

Piiklad 5.2.1. Necht X je normalni nahodna veli¢ina s nezndmou stfedni hod-
notou u a znédmym rozptylem o?. Budte o, po pfedem dand éisla, o € (0,1).
Navrhnéte test statistické hypotézy

1. Hy @ p = o proti hypotéze H : 1> po

2. Hg: p = po proti hypotéze H : p < po

3. Hy @ p = pp prots hypotéze H © p # uo
na hladiné vyznamnosti a.

Reseni. Bud (X, Xy,.. ,X,) ndhodny vibér z X. ProtoZe nas zajimaji testy
o stiednt hodnoté i ndhodné veliéiny X, vyjdeme z nejlepsiho nestranného odhadun
stfedni hodnoty, tj. statistiky

M |
X:EZX,-.

=1

Jestlize plati hypotéza Hy (t]. je-li skuteénd sifedni hodnota ndhodné velidiny X
rovna éslu pg) mé ndhodna veliéina X rozdéleni N(ug,o?). Tedy statistika

R= M\/}{
a
mé za podminky © = po rozdéleni N(0,1) (viz véta 4.1 vztah 1).

V prospéch hypotézy Hg budou svédéit ty realizace {1, z2,..., 3, ) nahodného
vybéru (X1, X2,...,X,) z X, pro které bude realizace  statistiky X ,blizka® &slu
Lo, tj. pro které bude realizace r statistiky R, blizkd® nule.

Zvolme tedy statistiku R za testovaci kritérium pro test hypotézy Hy: p =
itg. Nyni zbyva uréit kritické obory pro jednotlivé mo#né alternativy.

1.V pfipadé testu 1 budou zi'ejmé v prospéch hypotézy H svédéit ty realizace
{zy.%3a,...2,) nahodného vybéru (X, Xa, ..., X,) 2 X, pro které bude T ,pod-
statné” vétsi ne? dislo po, tj. pro néZ T — pg bude vétsl nez néjaka kladna konstanta
¢, t]. pro které bude r = ?j%\/r_z > E—U‘@ Oznadime-li tedy % = k, pak lze za
kriticky obor W pro test 1 hypotézy Hp proti hypotéze H zvolit mnozinu

W = {1’; il k},

kde & > 0. Cislo k vyberme tak, aby hiadina vyznamnosti testu byla a, tj. poZa-
dujeme, aby
a=P(ReW/Hy)=P(R>k [u=p).
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Odtud (viz obrazek 5.2.1 1))
PR<E jp=p)=1-a=k =u(l—a)

Kritickym oborem W pro test hypotézy Hy proti hypotéze H na hlading vyznam-
nosti o Je tedy mnoZina

W = {7’; r > ufl — a)}

1) 2} 3)
l—o ¢ P ® o
o o o it
2 2
S— P — ¥ i o
ok " ok w

Obrézek 5.2.1: Volba kritického oboru W pro test hypotézy Ho : = po rozdélent
N{p,0%) se anamym rozptylem o2 proti hypotéze 1) H : p > pg, 2) H : p < po,
3) H : pu # o na hladiné vyznamnosti a.

2. V prospéch hypotézy H v pfipadé testu 2 svédd{ ty realizace T statistiky X
pro které je z ,podstatné’ mendi ne% ¢islo ug, tj. ty realizace r testovaciho kritéria
R, které jsou men#i ne’ néjaka zédporna konstanta k. Kriticky obor W bude mit
tedy tvar

W = {r; r < k}
Cislo k opét vybereme na zdklads pozadavku kladeného na hladinu vyznamnosti
testu «. PoZzadujeme, aby
a=P(ReW/Hy)) =P(R<k [u= ).

Odtud (viz obrazek 5.2.1 2)) k = u(«). Vzhledem k tomu, e prakticky volime
o male éslo (0.01 nebo 0.05) je u{a) < 0 a pro praci s tabulkami potfebujeme
~prevodni® vztah u(a} = —u{l — a). Tedy kriticky obor W pro test 2 na hladiné
vyznamnosti o je

W = {7'; r < —ufl— a)}.

3. V testu 3 Ize ziejmé volit za kriticky obor W pro test hypotézy Hy proti
hypotéze H mnoZinu

W = {7’; [r| > k},

kde £ je kladna konstanta. Konstantu k opét uréime na zéklad& pofadavku kla-
deného na hladinu vyznamnosti a. Dostaneme (viz obrazek 5.2.1 3))

W= {r; fr| > u(l — g}
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Poznamka 5.2.1. V testu 1, resp. 2 2 pitkladu 5.2.1 bychom obecné mohli uva-

zovat nulové hypotézy Hy opaéné k alternativniin hypotézam H. Tj. uvaovar
testy

Ty @ hypotézy Hy: pu < po proti hypotéze H : B> i

Ty hypotézy Hy: ;1> o proti hypotéze H - < g
na hlading vyznamnosti cv.

V téchto pfipadech jsou nulové hypotézy slogené. Lzc ukazat, Ze za testovac:
kritérinm R Ize volit stejnou statistiku jako v prikladu 5.2.1 a kritické obory jsou
taktez stejné, tj. kriticky obor pro test T1[T}] je stejny jako pro test 1]2]. Ponzs
riziko mylného piijeti hypotézy H neni 1000 procentni, ale je maximalné 100a%7 .
Plati totiz napf., e

PR>k/u< po) < P(R> ki = po).

Dostavame tedy nasledujiel vétu:

Véta 5.2.1. Bud (X1,X,....,X,) nahodny vybér z rozdéleni X ~ N{p. o
s 1‘_1_.¢7‘7J11émour stfedni hodnotou pu a znamym rozptylem o2, Budte fig, o peden
dana ¢isla, « € (0,1). Potom pro testy <
i I1 0 hypotézy Ho : < o proti hypotéze H - [T g
Ty hypotézy Hy: pu > po proti hypotéze H : p < py,
L Iy 0 hypotczy Ho: po = pig proti hypotéze H : i s g g, i i A
lze za testovacl kritérium volit stejnon statistiku

A ..
e

T
-4

X -
R:_._“ﬂﬁv Y,

g

ktera ma za podminky p = uy rozdéleni N(0, 1),
Za kritické obory W; (7 = 1,2, 3) pro testy 7; (i = 1,2,3) na hlading vyznam-
nosti « lze postupné volit munosiny

W, = {r'; r > ufl -—(1’)}, 'M

Wy = {‘r’; r < —u(l — a—*)}, :
o C &
Wiy = {1‘; Pl =ull - ) Ve >l — —}}.
« 2 2
Jsou-li mulové hypotézy v testech 77 a Ty tvaru i = o z0stavd tvrzeni véty

v platnosti.

Piiklad 5.2.2. Necht X je norméalni ndhodna velidina se zndmou stiedni hod-
notou g a neznamym rozptylem o?. Budte ¢, o2 piedem dana &sla, o € (0,1).
Navrhuéte tost statistické hypotézy

a) Hy: 0 = o} proti hypotéze H : 0% < of

b) Hy: 0 > of proti hypotéze H : o* < of

na hladiné vyznamnosti a.
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Reseni.

a) Bud (X, Xs,..., X,) ndhodny vibér 2z X. Protose nés zajimaji testy o roz-
ptylu o® nédhodné velidiny X, vyjdeme 2 nestranného odhadu roztylu, kdy% zname
stfedni hodnotu g, tj. statistiky

1 117
Sg = - 2(3&3 - ).
JestliZe je skuteény rozptyl ndhodné veliéiny X roven ¢islu o2, mé ndhodn4 veliding
X rozdéleni N(u,0?2). Tedy statistika

. 5
=2
mé za podminky o® = 6 rozdéleni y2(n) (viz véta 4.1).
V prospéch hypotézy Hg budou zfejmé svédéit ty realizace (85, » s 2 T
hodného vybéru (X1,..., X,) z rozdéleni X, pro které bude realizace 53 statistiky

Sg ,blizkd* &slu of, tj. pro které bude %Z% blizké &slu jedna, tj. pro které bude
realizace r statistiky B blizks &islu n (rozsahu vybéru). Zvolme tedy R za testovaci
kritérium pro test hypotézy Hy.

Nyni zbyva uréit kriticky obor pro test hypotézy Hy proti hypotéze H na
hladiné v¥znamnosti . V prospéch hypotézy H budou ziejmé svédéit ty realizace
sg, které budou ,dostatefné* mensi nes &slo o0&, tj. pro které bude %‘i »dosta-
tedné” mensi ne? &islo jedna, tj. ty realizace r testovaciho kritéria K, které budou
»dostatecné mensi nez &islo n. Zvolme tedy za kriticky obor W pro test hypotézy
Hy proti hypotéze H mno¥inu

W = {7‘; r < k},

kde k je néjaka kladna konstanta menf ne# n. Cislo & vybereme tak, aby hladina
vyznamnosti testu byla «, tj. aby platilo
a=P(RcW/Ho) = P(R<kfs® = of).

Odtud (viz obrizek 5.2.2 1))
k= X2 (n§ ; a)'

1 R ~y*my~ f 2 R~x*m~f

Obrazek 5.2.2
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Kritickym oborem W pro test hypotézy Hy proti hypotéze H na hladiné vyznam-
nostl o Je tedy mnoZina

W = {r; r < Xz(n;a)},
L) Test b) se Ligl od testu a) pouze tim, ze nulovd hypotéza Hy je opatni
k hypotéze H a jedna se o slozenou hypotézu. Zvolme tedy opét statistiku

nSe

3
99

R =

za testovaci kritérium.
Protoze hypotéza H jo stejnd jako v testu a), lze za bude kriticky obor W pro
test b) zvolit opét mnoZzinu

W fre v <k}

kde k je néjakd kladna konstanta mensi ne# &slo n. Cislo k vybereme tak, aby
hladina vyznamnosti testu byla «. Vzhledem k tomu, Ze Hy je sloZend hypotéza,
pozadujeme, aby nejmensl horni hranice pravdépodobnosti chyby 1. druhu byla
ar. Ukazeme, e pro pravdépodobnost chyby 1. druhu plati

(5.2.1) P(Re W/Hy) = P(R<k/e* > ¢)) < P(R<k[a® =07),
tj. ze nejmendi horni hranice pravdépodobnosti chyby 1. druhu je
PR Skle" =0, )

Je-1i skutefny rozptyl o2, nemé rozdéleni x*(n) statistika R, ale statistika

2

n.S,

0
By = —=.

O_*

Zicjmd

2
.
R=R, —.
70

Vyjadfeme nyni pravdépodobnost chyby 1. drubu ve vztahu (5.2.1) pomoc! na-
hodné veli¢iny R., dostaneme

P(R< klo® =0?) = P(R* .
(5.2.2)

2
oy i o
<1 atedy k- —2 < k. Tedy pro kazdé o? > o2 je
o

*

Pro kazdé of > 02 je

(viz obrazek 5.2.2 2})

*q:\: ‘ qu

P(R <k-gﬁ/02:02)<P(R 2 liiflo? =i ).
* 02 * s * *

*
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Odtud a ze vztahu (5.2.2) dostavéme, e
(5.2.3) P(R< kjo?=02) < P(R. < kfa® = o?) prokezdé o > ol

Uvédomme st nyni, e velidina R, ma za podminky o2 = o2 rozdéleni v2(n) a
Y *

velidina B mé za podminky o? = o také rozddleni x?(n). Plati tedy
P(R, <kjo* = o) =P(R<kfo® = US) pro kazdé o > ol
Ze vztahu (5.2.3) pak dostaneme
P(R< kjo* = Uf) <P(R<kfo® =0l) prokazdé o? >af,
¢imZ je vztah (5.2.1) dokézén. Nejmendl horni hranice pravdépodobnosti chyby 1.

druhu je tedy
P(R<kfo® =0}).

ProtoZe pozadujeme, aby hladina vyznamnosti testu byla o, musi platit
P(R<kfo® = O'S) = a.

Odtud plyne
E=x%(n;a).

Kritickym oborem W pro test b) je tedy stejné jako v testu a) mnoZina

W = {r; r < x2(n;a)}.

&
Priklad 5.2.3. Vrafte se k pifkladu 5.2.1 a poznamece 5.2.1 a dokaZte platnost
vztahu
P(R>k/u < po) < P(R>kfu= ).
&

Analogicky jako v pitkladu 5.2.2 lze odvodit testy dalsich hypotéz o rozptylu
normalni nahodné velifiny, jejiz stfedni hodnota je zndma. Vysledky shrnuje na-
sledujici véta.

Véta 5.2.2. Bud (X¢,X,,...,X,,) ndhodny vybér z rozdéleni X ~ N{(u,c?)
s neznamym rozptylem o? a znamou stfedni hodnotou e Budte o3, o pfedem
dand éisla, o € (0,1). Potom pxo tes’ry s N

¢ T.: hypotézy Hy: o? <o proti hypotéze H: o? > of, j
Ts: hypotézy Hp: o* > o} proti hypotéze H : 0% < 03,
2

. . ;i )
I5: hypotézy Hy: o =of proti hypotéze H : o2 # o}
lze za testovaci kritérium volit stejnou statistiku
nSE
R=-—t
75 i b %
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- - 2 3 . o P
kterd mé za podminky 0% = o8 rozdéleni x*(n).

Za kritické obory W, (i = 4,5,6) pro testy T} (i =4,5,6) na hlading vyznam-
nostl o lze postupnd volit mnoZiny

; Wy = {7'; ro> xg(nglma)},
Wy = {7'; T < }(2(77,;0')},
i We = {r: G )('Q(n; %) Vor o> Xz(n; 1— %)}

Jsou-li nulové hypotézy v testech Ty a Ty tvaru o = of, ziistéava tvrzeni véty
v platnosti.

W

Poznamka 5.2.2. Obecné se mZe stat, e nezndme ani jeden z parametri . o

normalntho rozdéleni.

Pro testy o stfedni hodnoté p normalniho rozdéleni nelze v tomto piipade
samoziejimé pouzit vétu 5.2.1. Uvédomme si ale, Ze nestrannym odhadem skutefné
stfedni hodnoty u je opét statistika X. Odhadem rozptylu o? je statistika S52.

Statistika R = & =2 /n mé za podminky p = po rozdeleni t(n — 1) (viz véta 4.1).
Zvolime-li tedy R za testovaci kritérium, kritické obory pro jednotlivé testy budon
analogické kritickym obortim ve vété 5.2.1. Budou se 1isit pouze tim, Ze se v nich
budou vyskytovat kvantily rozdeleni t(r) misto kvantild rozdéleni N(0,1).

Pro testy o hodnoté rozptytu o norméalnitho rozdélent nelze opét obecné pousit

vétu 5.2.2. Odhadem o2 je v tomto pfipadé statistika S%. Statistika R = (77—";12)-2
. B B i & o - 0
ma za podminky o? = of rozdéleni x*(n — 1) (viz vé&ta 4.1). KdyZ zvolime R

za. testovaci kritérium, pak kritické obory pro jedunotlivé testy dostaneme zcela
analogicky jako v pfikladu 5.2.2. Budeme pracovat s rozdélenim y*(n — 1} misto
5 rozdélenfin x2{n). O vysledeich hovoii nasledujici véta.

Véta 5.2.3. Bud (X7, X,...... X,) (n > 2) nahodny vybér z rozdéleni X ~
Nip, o?) s neznadmou stfedni hodnoton j a neznamym rozptylem o, Budte pg, o2,
o pfedem dana éisla, o € (0.1). Potom
a) pro testy |
b To:  hypotézy Ho: p < g proti hypotéze H @ p > uo, .
Ty hypotézy Hg: pt > uy proti hypotéze H @ p < pg,
1Ty hypotézy Ho: pr = jy proti hypotéze H : p#py f
Ize za testovael kritérium volit stejnou statistiku
R = M\/ﬁ .
ktera ma za podminky g = pg rozdélent ¢(n — 1}.
Za kritické obory W; (z = 7,8.9) pro testy T; {1 = 7.8,9) na hladiné vyznam-

nosti « lze postupné volit mnoziny

W, = {r; ro>tn - 11— (1)}«

Wy = {r; r < 7?f(n e Ll s O:)},

Wy = {7‘; r< —tln—11— %) Vr>tn—11~- %)}
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b) pro testy
] Tig: hypotézy Hg: o? < of proti hypotéze H : o? > o2,
i Ty1: hypotézy Ho: o > of proti hypotéze H : o? < of,
¢ Tio: hypotézy Hy: o = o3 proti hypotéze H : g% £ o?. @
lze za testovaci kritérium volit stejnou statistiku

(n—1)5*

2
T0

R=

3

kterd mé za podminky o? = Jgﬁl.‘udi‘clélenf‘xz(n —1).
Za kritické obory Wy (i = 10,11,12) pro testy T; (i = 10, 11,12) na hladiné
vyznamnosti « ize postupné volit mnoZiny

-
é Wig = {r; r > Xz(n -1 — oz)},

E%W,H = {7'; o< )(2(71 — l;a)},

i ‘ .

Wi = {r r<xfn - 55 Vr > )P - 11— -

Jsou-li vSechny nulové hypotézy Hy jednoduché, zfistava tvrzeni véty v platnosti. :
Poznamka 5.2.3.

1) Testy hypotéz o stfedni hednoté normélniho rozdéleni lze pouzit i v pfipadé,
ze se nejedna o normalni rozdéleni (viz poznamka P - 9.2.1 3)), je-li rozsah vybéru
vétsi nez 30. Testy hypotéz o rozptylu normalniho rozdéleni nelze pousit v piipads,
kdy se nejednd o normalni rozdéleni.

2} Testy o stfedni hodnoté normalniho rozdéleni pfi neznamém rozptylu se
nazyvaji Jednovihérové t-testy podle rozdéleni testovaciho kritéria.

3) S rozvojem vypodetni techniky se stile éastéji pii testovani hypotéz pouiiva
postup, pii kterém se urdél nejmensi hladina, p#i které bychom jesté hypotézu za-
mitli. Tato dosaZend hladina testu se v anglicky psanych vystupech oznaéuje jako
P-value, Sig. level, P a podobné. Vyjadfuje nejmensi horni hranici pravdépodob-
nosti podéitané za platnosti nulové hypotézy, e dostaneme pravé nasl realizaci r
testovaciho kritéla R nebo realizaci jeité vice odporujici nulové hypotéze. Tak se
napft. pii provedeni testu 1% z véty 5.2.3 vypoéita realizace r testovaciho kritéria

R = %ﬂﬁ

a nasledné P-value, tj. nejmens{ horni hranice nasledujici pravdépodobnosti
P(R > T/M SP’D)v
COZ je
P(R > r/p = o).
KdyZz zamitneme hypotézu Ho a pfijmeme hypotézu H, dopustime se maximalné
100P procentnihe omylu. Je-li tedy napt. P=0.04, zamitame Hy s rizikem omylu
maximalné 4%. Tedy hypotézn Hy na hladiné vyznamnosti 0.05 zamitime a na
hladiné vyznamnosti 0.01 nezamitime.
4) Pro provedeni testii o st¥edni hodnoté a rozptylu normélni ndhodné veli-
¢iny s obéma nezndmymi parametry mizeme vyuiit napt. STATGRAPHICS a to
nabidku STATS ~— Estimation and Testing =~ One-Sample Analysis.
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Piiklad 5.2.4. Pfizkousce Sestnécti ndhodné vybranych ocelovych tyéi byly zjis-
tény nasledujici meze kluzu v MPa:

240, 250, 248, 255, 246, 250, 246, 245,

243, 245, 251, 248, 246, 245, 250, 249.
Pozaduje se, aby stiedni hodnota meze kluzu byla 2560 MPa a variabilita meze
kluzu vyjaedrena smerodatnon odehylkou byla maximélng 5 MPa. Qvéfte, zda jsou
oba predpoklady spinény - v prvnim p¥ipadé se pfipousti riziko omylu maximainé
5%. ve drubém maximdlné 1%. Predpokladejte, Ze mez kiuzu md pfiblizné nor-
malni rozdéleni.

Regeni. Nihodnou velidinou X je zde mez kluzn oceli. P¥edpokladdme, s X ~
N{u, %} a ani jeden z paramter g a o? neni znam. V prvnim piipadé budeme
testovat hypotézu

Hy ;=230 MPa proti hypotéze H :p # 250 MPa

na hladiné viznamnosti 0.05. Jedua se o test Ty z véty 5.2.3, kde o = 250 MPa.
Za testovact kritérium lze tedy zvolit statistiku

Y—’LLO

=z

Vvn.

Kriticky obor W pro test Hg proti H na hladiné vyznamnosti o je pak mnozina

W =Wy = {T: e “15(71*1:14%)\/7“ >Hn —-1;1— g)}

Vypodtem dostaneme

=T = 247.875 MPa,

§ = s = 3.008 MPa = 0% = 9.050 MPa’.
Odtud realizace r testovaciho kritéria R je

247,875 — 25
- i 2 OO\/'r

6 = —2.826.
3.008
Dale "
o —1;1— —‘;) =1{15,0.975) = 2.131 =

W = {qv; r<—2131Vr > 2.131}
Protoie r € W, zamitame hypotézu Hp a pfijimame hypotézu H. Tedy stiedni

hodnota meze kluzu oceli neni rovna 250 MPa, riziko omylu je 5%.
Dale mame ovéiit, zda ¢ < 5 MPa, tj. budeme testovat hypotézu

Hy : 0% > 25 MPa* proti hypotéze H :o? < 25 MPa?
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na hladiné vyznamnosti 0.01. Jedna se o test Ty (viz véta 5.2.3), kde b =
25 MPa? . Testovaci kritérium je statistika

(n— 1)52

2
79

R =
a kriticky obor W je munoZina
W =Wy, = {7'; r<xi(n — 1;a)}

Vypottem a pomoci tabulek dostaneme

. 15-9.050
P —

=54
5% 30

Protoze r ¢ W, nezamitéme hypotézu Hp, ale nemiiZzeme ji ani pfijmout, protoZe
nezname riziko mylného pfijeti.
Budeme jefté testovat hypotézu

Hy : 0% < 25 MPa? proti hypotéze I : o? > 25 MPa?

na stejné hlading vyznamnosti. Testovaci kritérium a tedy 1 jeho realizace zistavaji
stejné, méni se pouze kriticky obor, ktery je v tomto piipadé mnoezina

W = Wy = {r; P>t —1,1— a)}
Pomoci tabulek dostaneme
W = {'r; > 'x2(15;0.99)} = {r; r > 30.58}.

[ v tomto piipadé r ¢ W, nezamitame tedy hypotézu Hp : o < 25 MPa?.
Naméfena data a pouZité testy newmoZhnji rozhodnout, zda je smérodatna
odchylka meze pritaznosti oceli mensi nez 5 MPa.

&

Pi#iklad 5.2.5. Byla provedena realizace nahodného vybéruz X ~ N(u,4) o roz-
sahu n = 9 a vypoéten T = 5.5.

a) Ovéite, 7e na zakladé naméfenych dat nelze na hladiné vyznamnosti 0.05
rozhodnout o zamitnuti hypotézy Hg : pp < 6.

b) Uréete riziko mylného piijeti hypotézy Ho v neprospéch hypotézy p = 7.

¢} Uréete rozsah n nahodného vyhéru z X tak, aby riziko mylného pfijeti
hypotézy Hg v neprospéch hypotézy = 7 bylo maximélné 5%.
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Reseni.
a) Budeme testovat hypotézu

Hy @ 0 <6 proti hypotéze H 1 1 > 6

na hlading vyznamnosti 0.05. Testovaci kritérium je podle véty 5.2.1 statistika

ff
R="—t2vm,

kde g =6, ¢ = 2, n = 9 a kriticky obor je mnozina
W= {r; r>u(l ma)}
Realizace testovaciho kritéria je
r = —0.75,
z tabulek dostaneme
W= {r; > u(O‘QS)} ={rr> 1.645}.

Protoze r ¢ W, nezamitéme hypotézu Hy. Testujme jesté na stejné hladiné vy-
znamnosti hypotézu

Hy : i > 6 proti hypotéze H : p < 6.

Testovac] kritérium a jeho realizace ziistavaji stejné, kriticky obor je tentokrite
mnozina

W = {7‘; r < —u{l— a)} = R —u(U.QS)} = {r; r < —1.645}.

Protoze r ¢ W, nezamitame hypotézu Hp : ¢ > 6.

Naméfena data tedy neumo?fiuji rozhodnout o zamitnuti, resp. nezamitnuti
hypotézy Hg v pivodnim testu, tj. hypotézy p < 6.

b} Mame vypoéitat

(5.2.4) P(R¢W/u="7)=P(R<1.645/p=T),

R:H.g_
2

7 viéty 5.2.1 vime, e R mé za podminky p = 6 rozd&leni N(0,1). Ve vztahu
(5.2.4) poéitame pravdépodobnost za podminky, Ze skutecnd stfedni hodnota je
7. Za této podminky nemd rozddleni N(0, 1) statistika R, ale statistika

X7

R'=—3
2
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Ziejmé
. 9
E=R"+ 5"

Vyjadieme tedy pravdépodobnost ve vztahu (5.2.4) pomoci statistiky R*, dosta-
neme

3
P(R <1645/ =7) = P(R* +5 < 1645/p = 7)
= P(R* <0.145/p = 7) = $(0.145) = 0.60.
Riziko mylného piijeti hypotézy p < 6 v neprospéch hypotézy p = 7 je p¥iblizné
60%.
c) Mame uréit rozsah n vybéru z X tak, aby

(5.2.5) P(R¢ W/ =T)= P(R<1.645/u=T7) < 0.05

kde L
X—6

R= i

Rozdeéleni N(0,1) ma za podminky p = 7 statistika

X
R = .
2
Ziejmé
1

Vyjadreme tedy pravdépodobnost ve vztahn (5.2.5) pomoci statistiky R’, dosta-
neine

0.05 > P(R’ + %\/ﬁg 1.645/p = 7)
0.05 > P(R’ < 1.645 — é\/ﬁ/,u — 7)
0.05 > @(1.645 - %\/E)
3 (u(0.03)) > &(1.645 - %\/ﬁ)
w(0.05) > 1.645 — %\/ﬁ
—u(0.95) > 1.645 — %\/ﬁ

Odtud .
~1645 > ~1.645— S\ = Vi 2 6.58 = n > 43.2064.

Riziko mylného prijeti Hy : 4 < 6 v neprospéch y = 7 bude maximalns 5%

v pfipadé rozsahu vybéru n > 44.

&
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Priklad 5.2.6. Krychlova pevnost hetonu tiidy 40 se zkoudela na deseti vzorcich
jednak uréitou nedestruktivii metodou, jednak destruktivng. Vysledné hodnoty
v MPa jseu zapsany v nasledujici tabulee:

510 491 50.5 49.8 50.1 50.3 52.0 50.0 49.9 50.5

Pevnost (z1;)
nedestr. m.

Pevnost {29;)
destr. m.

49.1 48.2 50.5 47.1 509 50.5 49.0 516 495 510

Zjistéte, zda se vysledky podle nedestruktivni metody v primeéru jen ndhodné 1ig
od destruktivnich zkougek. Pfipustné riziko omylu je 5%.

Regeni. Necht X; [X5] je pevnost betonu méfena nedestruktivni [destruktivni]
metodou. Mame testovat hypotézu

E(X,) = E(Xy) proti hypotéze E{X} # E(X»)

na hladiné vyznamnosti 0.05. Oznaéme X = X7 — Xy, potom E{X,) = F{X:)
pravé tehdy, kdyvz E{X} = 0. MZewne tedy testovat hypotézu

Hy: E(X) = 0 proti hypotéze H : E(X) # 0

na hladiné vyznamnosti 0.05. Realizace ndhodného vibéru z X je
2.4, 0.9, 0.0, 2.7, -0.8, -0.2, 3.0, -1.6, 0.4, -0.5
Ma-li ndhodnd veliéina X-normalni rozdéleni {(coz lze v nadem pfipadu prepokla-
dat), ize za zestovaci kritérium pro test hypotézy Hy proti hypotéze H pouiit )
statistiku (viz véta 5.2.3)
X - Ho o —
R= 3 Vn,
kde g =0 a n = 10.
Za kriticky obor W lze zvolit mnoZinu

L {7'; P *t(”’hl“%)\/r ] (o %)}

Postupné dostaneme
T = 0.630,

8 =0d,_1 = 1.583,

tHn—1;1— %) = £(9;0.975) = 2.262

Odtud 0.650 — 0
T2 /10 = 1.259,
" T 1883 7
W= {r'; r< —2.262Vr > 2.262}.
Protoze r ¢ W, nebyla na hladiné vinamnosti 0.05 prokazana statistickd vyznam-

nost v rozdilech obou metod.
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Poznamka 5.2.4. Jednovybérovy t-test aplikovany na porovnavani stiednich
hodnot dvou veliéin méfenych na stejnych objektech se nazjva parovy t-test.

Priklad 5.2.7. Pfi sledovani doby bezporuchového chodu uréitého zafizeni byly
zjistény nasledujici vysledky v hodinach

210, 65. 51, 174, 63, 263, 61, 72.
Predpoklada se. Ze bezporuchovy chod zafizeni mé piiblizne exponencidlni roz-
déleni s parametry 0 a 4. Ovéfte na hladiné vyznamnosti 0.01, resp. 0.05, zda je
stredn! doba bezporuhového chodu maximalng 70 hodin.

Regeni. Nahodnou velidinou X je zde doba bezporuchového chodu zafizeni. Je
znamo, Ze X ~ E(0,48), tj. ndhodna velidina X ma hustotu
x

1 s =
g(;r,):ge 3 proz>0

(viz poznamka P - 2.2). Zajimaji nés testy o stfedni hodnoté néhodné veliciny
X. ProtoZe velicina X' nemé normaln{ rozdgleni a rozsah vybéru je mensi ne? 30,
nemiZeme pouZit testy o stfedni hodnoté normalni nahodné velidiny. V literatute
tedy musime najit testy o stfedni hodnoté rozdéleni E(0, ). B&né jsou uvadény
festy o hodnoté parametru § rozdéleni E(0,8) (viz nap¥ {14]). Potfebujeme tedy
zjistit vztah mezi sttedni hodnotou veli¢iny X a parametrem §. Z teorie pravdé-
podobnosti vime, Ze

Vypodtem posledniho integralu dostaneme
E(X)=4.

Testy o stiedni hodnoté rozdéleni E(0,§) jsou tedy totoiné s testy o hodnotéch
parametru ¢ tohoto rozdéleni. Budeme tedy testovat hypotézu

Hy : o > 70 proti hypotéze H 0 < 70

na hladingé vyznamnosti 0.01, resp. 0.05. Za testovaci kritérum lze pro tento test
pouzit statistiku
2nX
R= ,
do

kfera ma za podminky § = & rozdéleni y?(2n) (v naSem piipadé je &5 = 70}).
Z kapitoly 4 vime, Ze statistika X je vhodnym odhadem stiedni hodnoty, tedy

je vhoduym odhadem parametru §. V prospéch hypotézy H budou tedy svédéit

ty realizace = statistiky X, které budou ,podstatnd* mensi ne &slo g, t]. ty
realizace 7, pro které bude 3 »Podstatné® mendi ne? &islo jedna, fj. pro které
bude realizace r testovaciho kritéria R podstatné mensi nes &slo 2n, tj. pro které
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bude r mensi neZ néjakd kladnd konstatna menii nez 2n. Kriticky obor W pro
test hypotézy Hy proti H na hlading viznamnosti o je tedy mnofina

W= {r;r < XZ(Zn;a)}.
Vypoctem a pomoci tabulek destaneme

FT=119.875 = r = 27.4,
¥ (2n; @) = x*(16;0.01) = 5.812,.
x(2n;a) = % (16;0.05) = 7.962.

Oznaéme Wo o1{Wo s kriticky obor pro test Hy proti H na hlading v{znamnosti
0.01 {0.05]. Potom

Wi = {7‘; P < 5.812},
Woar=— {7*; r< 7.962}.

Tedy hypotézu Hy : 4 > 70 nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0.01 ani na
hladiné vyznamnosti 0.05.
Budeme je$té na obou hladindch vyznamnosti testovat hypotézu

Hg 1 ¢ <70 proti hypotéze H : & > 70.
Testovaci kritérinm R zistava stejné, tedy opét
r =274,

Kriticky obor W pro test Hy proti H na hladiné vyznamnosti o bude tentokrat
mnozina

W o= {7'; r > xi(2n;1 —a)}.

Oznaéme opet Wy o1 [Wo.0s) kriticky obor pro posledni test Hy proti H na hlading
vyznamnosti 0.01 [0.05]. Pomoc{ tabulek dostaneme

Woor = {7'; > 32.0},

Woos = {T; T > 26.3}.

Tedy hypotézu Hy : § < 70 nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0.01 a zamitame
na hladiné vyznamnosti 0.05.

Na hladiné v¥znamnosti 0.01 neumozfinjl pouzité testy a zjisténa data rozhod-
nout o platnosti hypotézy ¢ = E{X) < 70. Na hladiné vyznamnosti 0.05 zamitdme
hypotézu, ze § = E{X) < 70, tedy stiedni doba bezporuchového chodu je vétsi
nez 70 hodin s rizikem omylu maximalné 5%.
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5.3. Testy dobré shody

V teorii pravdépodobuosti jsme predpoklidali, ¥e znime zikon rozddleni na.
hodné veliéiny X, tj. znéme jeji distribuéni funkei, resp. rozdélovaci funkei. V ma-
tematicke statistice jsme pak dosud pfedpokladali, Ze znéme tvar rozddleni a% na
nejaké nezndmé parametry 01,0,,...,6,,. K Gplné znalosti rozd&leni nahodné
veliéiny X pak v této situaci stadilo odhadnout tyto neznamé parametry. Pokud
st viak rozdélenim, resp. tvarem rozdéleni nejsme Jisti, Je zapotfebi testovat, zda
neni predpoklad o tvaru rozdéleni chybny.

Pripomenme v této souvislosti histogram, resp. histogram relativnich Setnosti
z kapitoly P - 1. Podle jejich tvaru lze usuzovat na tvar rozdélovaci funkce na-
hodné velifiny X. K tomu je samozfejmé vhodné znat grafy nékterych dilezitych
rozdélovacich funkef, abychom méli histogram s éim srovnavat, Tak napr. z his-
togramu viéhy betonové kostky {(viz obr. P - 1.2 a obr. P - 1.3) se lze domnivat,
ze vaha betonu bude mit normalni a ne nap¥. exponencialni rozdéleni. Podobng
z histogramu poétu ok pii jednom hodu hraci kostkou (viz obr. P - 1.1 a}} lze
usuzovat, zda ma podet ok klasické rozdéleni, nebo nema, tj. zda je hraci kostka
regulérni nebo falefna. Tyto tzv. grafické metody viak slou#i pouze k vytvoreni
domnénky o tvaru rozdéleni. Tuto domnénku pak samoziejmé musime testovat,
abychom zaruéili poZadované riziko piipadného omylu, Préavé k testovani hypotéz
o rozdéleni, resp. tvaru rozdélen{ poufivame testy dobré shody.

Testi dobré shody mlzeme v literatuie najit eeloun fadu. My zde uvedeme
pouze dva nejpouzivanéji testy dobré shody - a to Pearsonytiv nebo x* test dobré
shody a Kolmogoroviiv test dobré shody. Pro pouiiti obou testdl je zapotiebi znat
jejich podstatu, vyspélejsi uzivatel statistiky pak miiZe vyuZit statisticky software
STATGRAPHICS, kde md moinost pouzit testy dobré shody v pfipadd porovna-
vani s osmnacti zdkladnimi typy rozdéleni (viz nabidka STATS ~—— Distribution
Functions +— Distribution Fitting). Pokud nase domnénka neni souhlasna s né-
kterou z osmmnécti nabidek rozdéleni, miiZeme vyuzit nabidku STATS —- Nonpa-
rametrics — Kolmogorov-Smirnov One-Sample nebo MODELS —» Categorial
Data Analysis — Chi-Square Test, kde ale musime dopoditat tzv. teoretické fet-
nosti. Prejdéme nyni k jednotlivym testiim dobré shody.

”\Peérsonﬁ\{ 4x?] test dobré shody

Doninivame se, Ze nahodna veliéina X ma rozdélovaci funkei g(2;81,...,0,,),
kde ©4,...,0,, jsou neznamé parametry. Piipoustime i m = 0, tj. Ze rozdélovaci
funkee je g(x) a nejsou v ni obsaZeny #adné neznamé parametry. Je-li m > 1,
pouZijeme realizaci (;,xs,...,7,) ndhodného vibéru (X1,X2,...,X,) 2z X pro
vypocet realizaci odhadti parametrd ©1,0,, . .. , O - oznadme je 0, ] @2, O
Odhady parametri ©1,0;,...,0,, hleddme tzv. metodou minimalniho x? (viz
napi. [i]). Realizace odhad® dosadime za parametry do rozdélovaci funkee ¢, do-
staneme rozdélovaci funkei g{u; @1, @2, o ,@,n), kterd jiz necbsahuje neznimé
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parametry. Pearsonfiv test dobré shody je pak test hypotézy

Hg: X ma rozdélovaci funkci g(z; 0, R @2, Loty @)m)
proti hypotéze
H: X nemé rozdélovaci funkei g(z;01,02,...,0n)

pro zadny z moZnych parametri @1,82,...,9n
na hladiné vyznamnosti a.

P¥iklad 5.3.1. Domnivame se, Ze ndhodna velifina X ma rozdéleni 1) N(0,1), 2)
N(u,1), 3) N(p,0%). Vsituaci 1 nejsou v rozdéleni Zadné nezname parametry, tedy
m = 0.V situaci 2 mame jeden neznidmy parametr, tedy m = 1. Musime vypoditat
realizaci i odhadu . V situaci 3 mame m = 2 a musime vypoditat realizace 1
a o2 odhadil parametrt 4 a ¢?. Potom bychom v jednotlivych situacich testovali
hypotézy

1) Ho: X ~ N(0,1) proti H: X 4 N(0,1),

2) Ho: X ~ N(f,1) proti H:X # N{p, 1) pro zadné p € R,

3)Ho: X ~ N(ZZ,;E) proti H : X # N{p,a?) prozadné (u,0?) € Rx(0, 00).
V piipadé zamitnuti hypotézy Hy v testu 1 nemé veliina X norméalni rozdélent
s parametry 0 a 1, ale mfize mit normalni rozdéleni s jinymi parametry. V pripadé
zamitnuti hypotézy Hy v testu 2 nemd velidina X normalni rozdéleni s rozptylem
1. ale mt¥e mit norméalni rozdéleni s rozptylem riiznym od &isla 1. A v pfipadé
zamitnuti hypotézy Hp v testu 3 nemd velidina X normalni rozdéleni.

L)

Postup pil samotném testu je pak ndsledujici:

Predpokladame, Ze plati hypotéza Hy, tj. ze ndhodné velidéina X ma rozdélovaci
funkei g(z; @1 \ @)2, s (:jm) Obor hodnot ndhodné velidiny X rozdélime do & dis-
junktnich t¥{d Q;(j = 1,2,...,k) a to zpravidla nasledovné:

~ intervaldl v pipadé spojité ndhodné veliéiny

- bod#, resp. mno¥in obsahujicich body oboru hodnot nahodné veliéiny X

v plipadé diskrétni nahodné veli¢iny .

Oznaéme N; absolutni fetmost tiidy €;, tj. pofet hodnot nahodneho v¥béru
(X1,X2,...,X.), které padnou do tiidy € pro j = 1,2,...,k. Uvédomme si,
#e Nj je pro kazdé j ndhodnou veli€inou. Z¥ejmé

Ny +Ny+- + Np=n.
Oznacme dale
(9:3:1) s = B @ Q) Ho s =128 e
Zdtraznéme, Ze pravdépodobnosti p; poéitame za pfedpokladu platnosti hypotézy

Hy. Protoze
QlLJQzU"'UQk:Qv

plati
ptpt- =1
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Za testovac kritérium zvolil K. Pearson statistika
k .
N:—np;)?
(5.3.2) R=%" 5 —nps)”
npy

=1 4

kterd mé za platnosti hypotézy H, pii ,dostateéne” velkém rozsahu vybéru n
piiblizné rozdéleni x*(k — m — 1).  Dostatetna® velikost rozsahu n Jje zarucena
tim, Ze Ize realizaci nahodného vibéru z X rozt¥dit do $#{d 0 ; tak, ze

B np; > 1 pro kazdé 7,

(5.3.3) np; > 5 pro alespon 80% 7.

Pearsoniv test dobré shody by se mé&l tedy pouzivat v pfipadé splnéni podminek
(5.3.3).

Zbyva wréit kriticky obor pro test hypotézy Hy proti hypotéze H. Kdyby pla-
tila hypotéza Hy. pak by pravdépodobnost, ze vysledek pokusu X nabude hodnoty
ze tiidy €, byla p; (viz vztah 5.3.1). Odhad pravdépodobnosti, Fe vysledek po-
kusu padne do tfidy Q;, je ziejmé pocet pHznivyich visledkt ku celkovému poétu
moznych vysledkd - tedy nahodnd velidina N ;/n. TakZe v prospéch hypotézy H,
svedél ty realizace nj/n velidiny N, /n | které json ,dostateéns® blizké &slu P
t. pro které .n;/n = p;“ tj. pro které »Mj = np;" pro kazdé 5 = 1,... k. Cislo
nj se nékdy v této souvislosti nazyva empirickd Setnost tiidy €2; a éislo np; pak
teoretickd éetnost tiidy ;. V prospéch hypotézy Hy svéddi tedy ty realizace »
testovaciho kritéria R, které jsou | bizké* &islu nula. Odtud dostavame, Ze kriticky
obor W pro test hypotézy Hy proti hypotéze H na hladine vyznamnosti a je
mnozina

(5.3.4) W = {r; >k —m—1;1~ a}

Vrafme se nyni k vypoétu pravdépodobnosti p; (3= 1.2,...,k) v pfipadé
spojité nahodné velidiny X. V této situaci je tiida 2; mterval, oznalme jeho
krajni body jako ¢;,_4, t; pro j=1,.... k. Potom

by = P(_X = Q]/Ho) = P(tj;l < X <« tj/HO)

vt
= /g(m;@l,@)g,...,@m)d:r pro j=1,2,... k.
tj'_1

Vyhodnéjsi pro vipolty se fasto jevi vyjadiit nejprve v hypotéze Hy z hustoty g
distribuéni funkei G ndhodné velidiny X a pak teprve pocitat p;. Zfejmé

G($5617©27"‘1é111) e —/‘g(t::\13@27"@m)d‘t,

potom
pi=P(X € Q/Ho) =P(t; 1 <X < t;/Hy)
- G(ty@lvéZ: # '*,@m) - G(tj-ﬁ@l:@?a- X :@mJ pro .} = 1723 k
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Piiklad 5.3.2. Hazeli jsme 120-krat hraci kostkou a ziskali nasledujici visledky

Podet ok 1 2 3 4 5 6
Pocet visledkn 6 20 20 21 23 30

Ovéfte na hlading vyznamnosti 0.03, resp. 0.01, zda Je hraci kostka regulérai.

Reseni. Nihodnou velidinou X Je zde pocet ok, které padnou pfi jednom hodu
hraci kostkou. Obor hodnot £ ndhodné velidiny X je mnoina Q = 112,84 5460
Jedna se tedy o diskrétni ndhodnou veli¢inu. Kdyby kostka byla regularni, pak by
¢isla 1 az 6 padala se stejnou pravdépodobnosti, tj. ndhodné velidina X by méla
pravdépodobnostni funkei

1
= pro z=1,2,3,4,5,6
g(:z:)z{ 6 ! .

0 jmmak
Budeme tedy testovat hypotézu
Hy : X ~ g(x) proti hypotéze H : X + g(z)
na hladiné vyznamnosti 0.01, resp. 0.05. K dispozici mame realizaci nahodného
vybéru z X o rozeahu n = 120, ktera byla roztfidéna do Sesti tiid

Q;=j pro j=1,23456.

Ptame se na rozdéleni ndhodné veli¢iny X, takZe pouijeme Pearsontiv test dobré
shody, pokud budou spluény podminky jeho pouZitelnosti, tj. podminky (5.3.3).
K ovéfeni téchto podminek i k vypoétu realizace r testovaciho kritéria R {viz
(5.3.2]), musime vypoé&itat viechny pravdépodabnosti (5.3.1). Tedy

pi=P(X e Q;/Hy) = P(X =j/Ho) pro j=1,2,3,4,5,6.

Plati-li hypotéza Hg, méd ndhodnd velidina X rozdlovact funkei g a tedy
A 1 ‘
p; =g(y)= G pro 7 =1,2,3,4,5,86.

Odtud
np; =20 pro 3 =1,2,3,4,5,6

a jsou tedy splnény podminky pouZitelnosti Pearsonova testu dobré shody. Pre-
Jjdeme tedy k jeho provedeni. Vypoditame realizaci r testovactho kritéria (5.3.2),
t). statistiky

R=Y (V; — np;)?

np;
j=t Pj
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- vypolty jsou v tabulee 5.3.1. V poslednim f4dku tabulky jsou provadény souéty
(tam, kde to ma smysl) jednak pro kontrolu vypoétii (sloupce 3 - 5) a jednak pro
samotny vypodet realizace r testovaciho kritéria R. Tedy

np; 20 20
=0.80+--- +5.00 = 15.30.

6 .
. Z (ny —np;)* (6 — 20)? I (30 — 20)?
Jg=1

Kriticky obor W pro Perasontv test dobré shody na hlading vyznammosti o je
(5.3.4), t].
W = {r; r>xtk—m—1;1 —a)}.

Vzhledem k tomu, #e podet t¥id je Sest {tj. & = 6) a v rozdélen{ ¢ nejsou neznamé
parametry {tj. m = 0), dostaneme

W= {r; r> (51— az)}.

Oznac¢me nyni Wy o5 [Wo.01] kritické obory pro tento test na hlading vyznamnosti
0.05 [0.01], potom

Waos = {r; r > x2(5; 0.95)} = {r; r > 11.0‘7},

2 Wao1 = {7‘; ro> )(2(5;0.99)} = {7’; r o> 15.09}.

Protoze r € Wy 05, na hlading vyznamnosti 0.05 zamitdme hypotézu Hgy a priji-
mame hypotézu H, tedy hraci kostka je falesna, riziko omylu je maximélné 5%.
Protoze » ¢ Wy.o1, na hlading vyznamnosti 0.01 nezamitame hypotézu Hy.

{n; ﬁnpj)z

Ttida 7 1; Pj np; o
o) 1 6 | L 20 9.80
) 2 20 1 20 (.60
Qs 3 20 . 20 0.00
0y 4 21 & 20 0.05
Q5 5 23 2 20 0.45
Qs 6 30 & 20 5.00
B Soudet X 120 1 120 15.30 N

Tabulka 5.3.1

Vratme se jeft& k tabulce 5.3.1. Ve sloupci 5 Jsou uvedena &sla np;, tj. te-
oretické cetnosti t¥idy Q;, ve sloupci 3 jsou pak uvedeny empirické &etnosti n;.
Kdyby platila hypotéza Hy, pak by v kazdé t5dé mélo byt priblizné 20 visledkd.
Nejvetsi rozdily jsou tedy v prvai a posledni t¥{dé.
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Priklad 5.3.3. Prohlidkou péti set tabuli skla byly zjiStény tyto poéty bublin
v jednotlivich tabulich

Poéet bublin 0 1 2 3 4 a vice
Poéet tabuli 246 181 64 2

~1

Ovérte na hlading vyznammnosti 0.05, zda ma podet bublin v tabuli skla Poissonovo
rozdéleni.

Regeni. Nihodnou velidinou X je zde podet bublin v tabuli skla. Mame ovéfit,
zda m4 nahodna velicina Poisonovo rozdéleni. Budeme chtit pouZit x? test dobré
shody. K dispozici méme realizaci ndhodného vibéru z X o rozsahun = 500, kterd
byla roztiidéna do péti tiid. V prvni fadé si uvédomme, Ze cetnost v posledni tiidé
je velmi mald. D4 se oéekavaf, Ze by i teoreticka cetnost odpovidajici této tride
byvla velmi mala, a proto sloudime posledni dvé t¥idy. Vychodiskem pro vypody
jsou tedy prvni tii sloupee tabulky 5.3.2.

Trida Poéet bublin ny 7y np; %
95 0 246 0.511 255.5 0.353
2y 1 181 0.343 171.5 0.526
Qs 2 64 0.115 57.5 0.735
Q 3 a vice 9 0.031 15.5 2.726

Soudet * 500 1.000 500.0 4.340

Tabulka 5.3.2

Domnivame-li se, 7e ma nahodné velidina X Poissonovo rozdéleni, tj. X ~ Po(A),
nezname v rozdélovaci funkei veliciny X parametr A, proto A musime nejprve
odhadnout. 7 véty P - 9.1.2 vime, 7e E{X) = A, z véty 3.2 vime, Ze X je nejlepsim
nestrannym odhadem prametru A. Vypoéitejme tedy z dat v tabulce 5.3.2 realizaci
\ = 7 tohoto odhadu parametru A. Dostaneme

X =7 = 0.672.

{Spravnéji bychom méli pouiit pro A jiny odhad - X' je pouze podéatedni aproximace
odhadu A v metodé minimalniho y?2.) Budeme testovat hypotézu

Hy: X ~ Po(0.672) proti hypotéze H : X ot Po(A)

na hlading vyznamnosti 0.03. Pfedpoklddejme tedy, Ze plati hypotéza Hy, tj. né-
hodna veli¢ina X mé pravdépodobnostni funkel
0.672% 670.672

g(z) = x!
0 jinak

pro z =10,1.2,...
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(viz definice P - 9.1.2). Potfebujeme vypocitat teoretické pravdépodobnosti (5.3.1).
Postupné dostaneme

_ 06720 e~0,672

672] /70.672

po=P(X € W/Ho) =P(X =1/H,) = g(1) = 9+ = (.343,
06722 —0.672

ps = P(X € Q3/Ho) = P(X = 2/l5) = g(2) = “~———— = 0.115,

pe=P(X €Q3/Hy) = P(X > 3/Hy) =1 — P(X < 3/Hy)
=1~ [P(X =0/Ho) +P(X =1/Ho) + P(X = 2/Hy)]
= 1— [9(0)+ g(1) + g(2)] = 0.031.
Vysledky jsou uvedeny ve sloupei 4 tabulky 5.3.2. Ze sloupce 5§ téze tabulky plyne,

Ze jsou splnény podminky ponZitelnosti x* testu (5.3.3). Piejdéme tedy k vypoétu
realizace 7 testovaciho kritéria (5.3.2), dostaneme

o

(nj —np;)? _ (246 — 255.5)2 (9~ 15.5)% .
=2t = o 0 24,340
! ; o, 5555 T 155 A

(viz soucet v poslednim sloupei tabulky 5.3.2). Kriticky obor W pro y? test na
hladiné vyznamnosti a je (5.3.4), tj.

W = {7‘; >k —m—1;1 fa)}.

Protoze pocet stupit volnosti je & —m — 1, kde & = 4 je poéet t¥Hid a m = 1
Je podet ohadnutych prametri a pozadovand hladina vyznamnosti testu je 0.05,
dostaneme

W= {1-; P> iz(z:o.gs)} - {7‘; s 5.992)}.

Protoie r ¢ W, nezamitame hypotézu Hy na hladiné viznammosti 0.03, tj. neza-
mitame hypotézu o shodé s Poissonovym rozdélenim.

&

Priklad 5.3.4. Ovéfte na hlading vyznamnosti 0.01, resp. 0.05, zda ma nahodné
velidina X rozdélovacl funkei

r—1 pro z€({1,2)
glz) =¢ 3—z pro z e (2,3).
0 Jinal

Realizace nahodného vybéru z X byla roztiidéna nasledovnd.

Interval 1.0 -1411.4-18]1.8—-22(|22-2612.6 — 3.0
Pocet vysledki 1 4 18 4 3
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Reseni. Budeme testovat hypotézu
Ho : X ~ ¢g{z) proti hypotéze Hy: X + g(2)

na hladiné vyznamnesti 0.01, resp. 0.05. Budeme chtit pouzit x? test dobré shody.
Predpokladeime tedy, Ze plati hypotéza Hp, tj. nadhodna velidina X ma hustotu
g- K dispozicl mame realizaci ndhoduného vybéru z X o rozsahu n = 30, ktera je
roztiidéna do péti intervali - oznadme je £2; (7 = 1,...,5). Nejprve vypocitame
pravdépodobnosti (5.3.1), tj.

p; =P{X € Q;j/Hs} pro j=1,...,5.
Oznaéme t; 4, #; krajni body intervalu ; proy =1,...,5. Potom
py=P(X € @/ Ho)=P(tj-1 < X <tj/Ho) pro ji=1;u. =55

Pravdépodobnosti p; budeme pocitat pomoei distribuéni funkce &G ndhodné veli-
¢iny X. Postupné dostaneme

0 pro @ € {(—oc, 1)
£ IZ
. /(t—l)dt—a——$+0.5 pro z € (1,2)
G(x) = f g(tydt =1 ! ;
2
e O.5+[(3mt)dt:%+3x—3‘5 pro z € (2,3)
2
1 pro z € (3,00)
Potom
p; =G(t;) — Gl¢;—1) pro j=1,...,5
Tedy

p1 = G(t1) — Gtg) = G(1.4) — G(1.0) = 0.08 — 0.00 = 0.08,
p2 = Glty) — G{t1) = G(1.8) — G(1.4) = 0.32 — 0.08 = 0.24,

ps = G(ts) — G(ts) = G(3.0) — G(2.6) = 1.00 — 0.92 = 0.08.

Vypoéitané hodnoty G(t;) v pravych krajnich bodech intervalti {2; jsou ve sloupci
4, hodnoty p; jsou ve sloupci 5 tabulky 5.3.3. Ze sloupce 6 téze tabulky je patrne,
e nenf spinéna druha z podminek (5.3.3) pouZitelnosti y? testu. Tento nedostatek
lze v nadl situaci odstranit tak, e sloudime prvni i¥idu s druhou a predposledni
s posledni, dostaneme tak prvuich fest sloupctt v tabulce 5.3.4. Obecné se to viak
podaiit nemusi. V praxi se poklddd za dostaujici, aby byl rozsah vybéru veétsi
ne? 50. Nyni mtiZeme pfistoupit k samotnému provedeni y? testu.
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Tfida |tj_1 — ;] nj G{t;) pj np;
Q4 1.0-14 1 (.08 0.08 2.4
Q. |14-138 4 0.32 0.24 7.2
1y 1.8—-2.21 18 0.68 0.36 10.8
Qp |2.2-26 4 0.92 0.24 7.2
| Qy 126-3.0 3 1.00 0.08 2.4
Soucet 30 X 1.00 30
Tabulka 5.3.3
Tiida [0 —t5] nj Gl(t;) pj np; (—nj”:“,%ﬁ
£y 1.0—-1.38 5] 0.32 0.32 9.6 2.204
Q. [1.8—-22 18 0.68 0.36 10.8 4.800
Q; [2.2-3.0 7 1.00 0.32 9.6 (0.704
Soucet X 30 ps 1.00 30.0 7.708
Tabulka 5.3.4
Realizace r testovaciho kritéria (5.3.2) je
T_jéh”fnmﬂ_jS—Qaz (18 — 10.8)2 (7 —9.6)?
et np; 9.6 10.8 9.6

= 2,204 + 4.800 + 2.204 = 7.708

Kriticky obor W pro x? test na hladiné vyznamnosti a je {(5.3.4), tj.

V hustot g v hypotéze Hy nebyly 2Adné neznamé parametry, t. m = 0. Realizaci

W = {7'; r> ik —m—1;1— a)}

nahodného v¥bérm z X mame prerozdélenou do 6 tiid, tj. k = 3. Tedy

Oznadme Wegr [Woos| kriticky obor pro nas test na hlading vyznamnosti 0.01

[0.05]. Potom

W:{nr>ﬁ@g_aﬁf

Woor = {r; o> X2(2;0.99)} = {r; > 9.210)},
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Woos = { it 3 0% 2 095)} - {r; r >5.992)}.

PratoZe r ¢ W01, nesamitame hypotézu Hy na hladiné vyznamnosti 0.01. Pro-
tose r € Woos, zamitame hypotézu Hp na hladiné vyznamnosti 0.05, tedy na
této hladiné vyznamnosti pfijimame hypotézu H, tj. realizace ndhodného vibéru
nepochdzi z rozdéleni s hustotou g, riziko omylu je 5%.

*

Priklad 5.3.5. Vratte se k pfikladu P - 1.7 a zjistété, zda Je vaha betonové kostky
normalni ndhodné velidina. P¥ipusiné riziko omylu je 5%.

Reseni. Nihodnou veli¢inou X je véha betonové kostky, Domnivame-li se, Ze X
je normalni nahodna velidina, t). X ~ N(y c?), nezndme v rozdélovaci funkei
nédhodné veliéiny X dva parametry p a o, které musime nejprve odhadnout.
K dispozici mame realizaci ndhodného vyberu z X o rozsahu n = 100, ktera byla
v plﬂdddu P - 1.7 roztfidéna do péti tiid - oznadme je 0 7 = 1,...,5. Realizace 7
a & odhadil ¢ a o vypoéitame z sakto roztfidénych dat. Dostaneme (v1z poznamka
3.57))

=17 =2174kg|

T ==

= 0.172 [ke].

(Pfesnéji bychom méli pro v* test volit ¢ = \/m, ale pii velkém rozsahu je \/m = s
- viz poznamka 3.5 5).)
Budeme testovat hypotézu

Hy: X ~ N(2.174,0.172%) proti hypotéze H : X o& N(u,0?), 1 > 0, @ 20

na hlading vyznamnosti 0.05. Piedpoklidejme tedy, 2e X ~ N(2.174,0.172%)
K ovéfeni podminek poufitelnosti Pearsonova testu a provedeni samotného testu
potiebujeme vypoditat pravdépodobnosti (5.8.1), t].

p; = P(X € Qj/Hy).
Oznaéme opét ¢;_1, ¢; krajni body intervalu &; pro j = 1,...,5. Potom
P; = P(t141 <X < 'tJ/H(j)

Plati-li hypotéza Hy mé velidina X rozdéleni N(2.174,0.172%). Oznacme jeji dis-
tribuéni funkei . Potom {viz véta P - 9.2.3 )

. r—2.174
¢~ N(2.174.0.172%) ~ F{; :@(_).
X~ N(2.174,0.172%) ~ F(z) —

Tedy pro j = 1,2,...,5 plati
= P(tj-1 <X <t;/Ho) = F(t;) — F{tj-1)

2.174 sy —BkiTa
o) (2™
0.172 0.172
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Stadl tedy pomeci tabulel\ distribuéni funkce ® rozdéleni N(0,1) uréit hodnoty
—2.174

W) Visledky jsou uvedeny ve sloupci 6 tabulky

distribuéni funkee &(

5.3.5. Potomn

gt — 2174 2174y .
pHcI:( 01 )—@(foo)f@( i ) = ®(~1.59) = 00539,

by = @(%?) - @(—5127—‘177%) — $(—0.43) — B(~1.59)

= 0.3336 — 0.0559 = 0.27

~1
TID

m=o(Tg) ¢ (M) e 800

= 1.000 — 0.9712 = 0.0288.

Hodnoty p; jsou uvedeny ve sloupci 7 téZe tabulky. Ze sloupce 8 je patrné, Ze jsou
splnény podminky pofitelnosti x? testu, tj. podminky (5.3.3).

Teida |t —t; | ny | F | 4 |25 p npy | Lnnil
0 19| 5 | 1.8| 159 | 0.0559 | 0.0559 | 5.59 | 0.062

97 19-21 27 2.0 | -0.43 | 0.3336 | 0.2777 | 27.77 0.021

Qy 2.1-23 46 2241 0.3 0.7673 | 0.4337 | 43.37 0.159

Qy 123-25 20 24 1.90 0.9712 | 0.2039 | 20.39 0.007
Qs |25~ 2 2.6 o0 1.0000 | 0.0288 2.88 0.269
Soucet * 100 b3 * Pt 1.0000 |100.00 0.518

Tabulka 5.3.5
Ze sloupcee 9 dostévame realizaci r testovaciho kritéria x?* testu (5.3.3), t]
Z ry npipf = 0.518.
Kriticky obor W pro x? test na hladiné vyznamnosti o je {5.3.4), t].
VV:{'; >y k—m—1 1—@)}

Protoge podet stupitt volnosti je k —m — 1, kde k = 5 je pocet tfid a m = 2 je
I b J : J

pofet odhadnutych parametrfi s poZadovand hladina vyznamnosti testu je 0.05,
dostaneme

W = {r; ro> y2(2;0.95)} = {7‘; r > 5‘992)}.

Protoze r ¢ W, nezamitame hypotézu Hg na hladiné vyznamnosti 0.05, t]. nezami-
tame hypotézu o shedé s normalnim rozdélenim.
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Priklad 5.3.6. Nakreslete v pifkladech 5.3.2 - 5.3.5 histogramy relativnich fet-
nosti. teoretické rozdélovaci funkee v nulovych hypotézich a porovnejte je.

&

Na zaveér kapitoly se budeme vénovat dalimu testu dobré shody.

Kolmogoroviv test dobré shody

Pomoci Kolmogorovova testu shody se ovéfuje hiypotéza Hp : Nahodna veli-
dina X ma rozdéleni s distribucnl funkei F(z), kde F(z) je dané distribuéni funkee
spojitého typu. P tomto testu se porovnava teoreticka distribuéni funkee F'{xz)
s tzv. empirickou distribucni funket, kterd je odhadem distribuéni funkece veli¢iny
X. Plipomenme, Ze

Fla) =Pl <a)

Bud tedv { X, X.. ..., X,,) ndhodny vibér z X. Empirickou distibuéni funkei {pfi-
& 1y : 3 ) y vy P

slutnou nahodnému vybéru (X1, Xs,..., X,) z X) definujeme jako funkei F,(x}

piifazujici kazdému r € R relativni Setnost pozorovani mengich nebo rovnych z.

Znadi-h tedy M, pocet velicin X, spliiujicich nerovnost X; < 2, je

Fplx)= ;
n
Zdtraznéme, Ze F,(#) je pro kaZdé » € R nadhodnou veli¢inou.

Bud (z1,®2,...,xy) realizace ndhodného vibéru (X7, X5, ..., X,,) z X. Potom
realizacl empirické distribuéni funkce dostaneme nasledovné:

Uspotfadejme hodnoty x1, 24, .. ., 2, vzestupné podle velikosti. Nejmen3i z nich
oznafme z1). druhou nejmensi x4y, a% nejvétsl x(y,). Plati tedy

riy < x(2) <o ey

Pokud jsou viechny hodnoty .. .., &, navzdjem rizné (tj. zy < --- < z,). bude
realizace funkce F,(z) schodovitd fukee rovna &slu nula pro 2 < x(yy (protoze
ve vybéru neni Zadné pozorovani mendl nez z(y)), rovnd 1/n pro viechna z €
<;r(l),3;(2)) atd., tj. je konstantul v itervalech <rc(i).x(,'+1)) se skokem velikosti

1/n v bodé gy, To znamend, Ze lze psat

0 pro —oco <<z
, 7 ]
(5.3.5) Fuz) = = pro zg) <& < g1yt =12,....,n—1-

1 pro ooy <r<oo
Pokud se viak hodnota x(;) vyskytuje v realizaci (x1,z2,..., %) k-krah, zdstava
sice realizace funkce F,(z) schodovita, ale v bodé z;, ma skok o velikosti k/n.
Za testovaci kritérium pro test hypotézy Hg pouZil A. N. Kolmogorov statis-

tiku

(5.3.6) D= su:p F.(x) — F(z)|.
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Protoie F{z} jakozto distribuéni funkee je neklesajici a realizace Fi.(z) je funkce
po &astech konstantni a méni svou hodnotu skokem v bodech z(1),%(2), - : Z(n)>
1ze realizaci d statistiky D zapsat jako

Folzi—n) — FWU))H}

(5.3.7) d= lxéliagxn{max UFn(:c(i)) — F(m(i))l,

(viz obrazek 5.3. 1).

|  FFW
/ — I'=F (X)
Fxy) 4 : o
F(x,)
N B
—t )
. Xon L70) x

Obréazek 5.3.1

Tabelovény jsou napf. tzv. kritické hodnoty D{n; a) s viastnosti
P(D > D(n,a)/Ho) =

(viz Tab. 5 nebo [13]). Pfi testu hypotezy
Ho: X ~ F(z) proti hypotéze H : X + F(z)

svéd& v prospéch hypotézy Hy ty realizace d testovactho kritéria D, které jsou
blizké &slu nula. Kritickym oborem W pro test Hg proti opacné hypotéze H na
hlading vyznamnosti o je tedy mnoZina

(5.3.8) W= {d; d > D(n;a)}.

Piisné vzato, ma se Kolmogorovova testu pouzivat jen k ovéfovani hypo-
téz, které stanovi distribucni funkei F(z) jednoznaéng, tj. v piipade, kdy nejsou
v distribuéni funkci obsaZeny neznimé parametry ©1,02,...,On. Kdyby totiz
nulova hypotéza byla X ~ F(z,01,0q,...,0m), musel bychom najit odhady
O, Oa,..., 6,, neznamyeh parametri ©1,6,,..., 0y, a ve statistice D pracovat
misto s funkei F(z) s funkei F(z, ©1,0,,..., @)m). Tim by se viak zménilo rozdé-
len{ statistiky D, a v dfisledku toho i rizika chyb.

Testu se méa dale pouivat jen pii znalosti viech hodnot 2 realizace (1,...,%n),
nikoliv pfi realizaci roztfidéné do tfid. Pokud je totiz realizace roztiidéna do tiid,
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nelze uréit cely prabéh empirické distribuéni funkce Fy(x). Presto se Kolmogo-
rovilv test pouZiva i u roztiidéného vybéru. Postupuje se nasledovné. Predpokla-
dejme, #e bude vybér roztiidén do t¥id Q; = (¢;_7,¢;) 2z absolutnimi cetnostini
N; (5 =1,2,...,k). Potom jsme schopni uréit empirickou distribuéni funkei Foiz)
pouze v bodech t; = 1,2,... k. Zfejme

1 _
(5.3.9) )= - ; N, pro 3=1,2,... k.
Oznadme
.3. = Fo(t:) — F(t;)].
(5.3.10) D jpex |F (t;) (t;)

Potom zfejms

t)— F(t;))] <s
Jpax | Falts) F(f;)1 =

Fo(z) — F(I)|.

A tedy
D* < D.

Zvolme pro test hypotézy Hy proti H testovaci kritérium D* a za kriticky obor
W* mnozinu

(5.3.11) w* = {d*; a° > D(n;a) }.

Prozkoumejme nyni pravdépodobnosti obou druhi chyb. Zfejme

P(D* ¢ W*/Hy) = P(D* > D(n;e)/Hy) < P{D > D(n;o)/Hy)
= P(D e W/Hy) = a.

Tedy hladina vyznamnosti testu se oproti piivodni muZe sniZit. Tj. riziko myluého
zamitnuti hypotézy Hy v neprospéch H je maximalné 100a%.
Dale plati

P(D ¢ W/H)Y=P(D < D{m;a)/H) < P(D* < D(n;o}/H)
= P(D* ¢ W*/H).

Tedy pravdépodobnost chyby druhého drubu se oproti pfivodni miZe zvétiie. Tj.
pousiti Kolmogoroveva testu v piipadé roztiidénych dat mtZe mit za nasledek
snizeni sily testu.

Priklad 5.3.7. Byly zjistény nasledujici doby éekdni na trolejbus (v minutéch)
7.25, 9.00, 1.00, 7.50, 875, 1.25, 8.50, 9.50.

Ové&ite na hlading vyznamnosti 0.05, zda mé doba &ekdni rovnomérné rozdéleni

s parametry 0, 10.
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i
i

Tegeni. Nahodnou velitinou X je zde doba ¢ekani na trolejbus. Nahodna velidina
X mé rovonomérné rozdéleni s parametry 0, 10, jestlize ma hustotu

f(z) :{ 1% pro x € {0,10)

0 jnak

(viz poznamka P - 3.3 ). Potom pro distribuéni funkel F° nahodné velidiny X plati
& 0 pro x € (—0,0)
F(z) = / fltrdt = —1% pro z € {0,10}
e 1 pro z € (10,00)
Budeme tedy testovat hypotézu
Ho: X ~ F(x) proti hypotéze H:X o Flz)

na hladiné vyznamnosti 0.05. Protoze rozsah vybéru Je maly, nemiiZeme pouzit
Perasonav test dobré shody. Pouiijeme tedy Kolmogoroviv test. K dispozici mame
celou realizaci nahodného vibhéru z X o rozsahu n = 8. Vypoditame tedy realizaci
d testovaciho kritéria (5.3.6). Pro vipoéty poufijeme vzorec (5.3.7). Musime tedy
uréit realizaci empirické distribuéni funkee Fy(r), k tomu je zapotiebl sefadit
hodnoty realizace vzestupné. Dostaneme sloupec 2 v tabulee 5.3.6. Proto’e jsou
hodnoty realizace nahodného vyhéru z X navzéjem rtzné, dostaneme realizac
F,(2) podle vztahu (5.3.5), kde n = 8. Hodnoty Fg{x) v bodech ;) pro ¢ =
1,2,...,8 jsou ve sloupei 3 té%c tabulky. (Nakreslete grafy funkel Fi(z) a F(x)
a porovnejte je!) Dale vypoditdme hodnoty F(z(;)) pro i=1,2,...,8 - vysledky
jsou ve sloupci 4 téze tabulky. A koneéné pro vypocet realizace d statistiky (5.3.6)
vypoditime

'Fg(:r(_i)) — F(m(i))‘ pro 1 =1.2.....,8,
‘FS(.’KU,”) - F(;zz(i))i pro i =1,2,...,8.
(Fe(x(oy) je ziejme nula.)
7 poslednich dvou sloupett tabulky 5.3.6, pak s vyuzitim vztahn (5.3.7) dostaneme
d = 0.475.
Kriticky obor W pro test hypotézy Hg proti hypotéze H je mnozina (5.3.8). Pro-
tore n = & a a = 0.05 z tabulek dostaneme

W = {d; d> D(n;a)} - {d; d> D(S;0.0S)} ~ {d; d > 0.45427}.

Protose d € W, zamitdme hypotézu Hg. Tedy doba éeléni na trolejbus nema
rovnomérné rozdéleni s parametry 0,10, riziko omylu je 5%. Poznamenejme ale,
%e¢ miFe mit rovnomeérné rozdélen! s jinymi parametry.
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v 2y | Fsle) | Flam) | [Fsleg) — Flow) | [ Fs(z-1)) — Fla)l
1{1.00, 0.i25 0.100 06.025 0.100
211.257 0.250 (.125 0.125 0.000
3(7.25| 0.373 0.725 0.335 0.475
417.50 0.500 0.750 0.025 0.375
0|8.50] 0.625 0.850 0.225 0.350
6|8.75] 0.750 0.875 0.125 (0.250
719.001 0.875 0.900 0.025 (0.150
819.50| 1.000 0.950 0.050 0.075

Tabulka 5.3.6

Piiklad 5.3.8. Reste piiklad 5.3.4 pomoei Kolmogorovova testu.

Reseni. Mame testovat hypotézu
Hy: X ~ G(z) proti hypotéze H : X ~ G(x)

na hladiné vyznamnosti 0.01, resp. 0.05, kde je distribuéni funkee & vypoéitina
v pfikladu 5.3.4. Vzhledem k tomu, %e je realizace ndhodného vybaru rezt¥idéna
do #Tid, pouzijeme testovaci kritérium (5.3.10). Vypoétené hodnoty teoretické dis-
tribuéni funkee G(z) v bodech £; (7 = 1,2,...,5) jsou ve sloupci 4 tabulky 5.3.7.
Hodnoty empirické distribuéni funkee Gp(z) v bodech ¢, (j = 1,2,...,5) vypoéi-
tame podle vztahu (5.3.9), kde n = 30, & = 5. Potom

B ot . -
:@Zns pr()j:l,Q,...,D.

s=1

Fsol(t;)
Tedy
1 .
E}O(tl) — g@ ] = 0033

F‘;Q(tz) = (?L] -+ ?lz) B 0167,

1
30

1
F;Q(?L:;J e % ('ﬂ] -+ ng + - - TL5) = 1.000.
Vysledky jsou ve sloupci 5 tabulky 5.3.7. Ze sloupce 6 téZe tabulky je patrné, e

d” = 0.153.
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Kriticky obor pro test hypotézy Hy proti hypotéze H je mnozina (5.3.11). Oznaéme
W o1 (Wi g5] kriticky obor pro nas test na hladiné v¥znamnosti .01 [0.05], potom

Wion = {d's @ > D30;0.00)} = {d's d > 0.28087}.

Weos = {d*; d* > D(30;0.05)} = {d*; d* > 0.24170}.

Protofe d* ¢ Wig, a d* ¢ Wy gs, nezamitdme hypotézu Hy ani na jedné z poza-
dovanych hladin v¥znamnosti.

Teida |ty — ;| n, |G| Gaolts) {1Gaolty) — Gl3)]
Oy (10-1.4 1 0.08 1 0.033 0.047
Qy (14-18 4 0.32 | 0.167 0.153
Q; |1.8-22| I8 0.68 | 0.767 0.087
Qy (22-267 4 0.92 | 0.900 0.020
Q5 |2.6-3.0 3 1.00 § 1.000 0.000
Soucet X 30 * X X

Tabulka 5.3.7

Poznamenejme, ze jsme v piilladu 5.3.4 hypotézu Hy na hladiné vyznamnosti
0.05 zamitli. Vidime tedy, Ze sila Kolmogorovova testu je v tomto pfipadé mala.
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Tab. 1a Hodnoty distribuéni funkce ®{x)

normované normalni ndhodné velic¢iny

z | B(x) x| ®{x) e | Pla) r | ®(x) T ®(x)
0.00 0.5000 0.40[0.6554 | |0.80]0.7881 1.20(0.8849 1.60 |0.9452
0.01 |0.5040 0.4110.6591 (0.8110.7910 1.21(0.8869 1.61 |0.9483
0.02]0.5080 0.4210.6628 0.82]0.7939 1.2210.8888 1.62 |0.9474
(.03]0.5120 0.43]0.6664 0.83]0.7967 1.23]0.8907 1.63 |0.9484
(.04 10.5160 0.4410.6700 0.8410.7995 1.2410.8925 1.64 10.9485
0.05{0.5199 0.4510.6736 (0.85(0.8023 1.25]10.8944 1.65 ]0.9505
0.06 10.5239 0.4610.6772 (.86 10.8051 1.26|(.8962 1.66 [0.951b
0.0710.5279 0.47 10.6808 0.87(0.8079 1.27(0.8980 1.67 |0.9525
0.0810.5319 0.480.6844 0.8810.8106 1.28(0.8997 1.68 [0.9535
0.0910.5359 0.49|0.6879 0.89(0.8133 1.2910.9015 1.69 [0.9545
0.1010.5398 0.5010.6915 (.90]0.8159 1.30(0.9032 1.70 10.9554
(0.11{0.5438 (.51 0.6950 (.91 10.8186 1.3110.9049 1.71 10.9564
0.1210.5478 0.52]0.698bH (0.92]0.8212 1.3210.9066 1.72 10.9573
(0.1310.5517 0.53]0.7019 0.9310.8238 1.3310.9082 1.73 10.9582
0.14]0.5557 0.54]0.7054 (0.9410.8264 1.3410.9099 1.7 0.9591
(0.15]0.5596 0.35{0.7088 (0.9510.8289 1.3510.9115 1.7 0.9599

0.16 10.5636 0.5610.7123 0.96 [0.8315 1.36,0.9131 1.76 [ 0.9608
0.1710.5675 0.57)0.7157 | 10.97]0.8340 1.3710.9147 1.77 10.9616
(.18 10.5714 0.5810.7190 | [0.98)0.8365 1.3810.9162 1.78 |0.9625
(.19 10.5733 0.5910.7224 | 10.99]0.8389 1.3910.9177 1.79 10.9633

0.2010.5793 0.6010.7257 1.0010.8413 1.4610.9192 1.80 | 0.9641
0.2110.5832 0.6110.7291 1.0110.8438 1.4110.9207 1.81 10.9649
0.22]0.5871 0.6210.7324 1.02]0.8461 1.42:0.9222 1.82 [0.9656
0.23,0.5910 0.63]0.7357 1.0310.8485 1.4310.9236 1.83 10.9664
0.24;0.5948 0.64 | 0.7389 1.04]0.3508 1.4410.925] 1.84 10.9671
0.2510.5987 0.65|0.7422 1.05]0.8531 1.45{0.9265 1.85 |0.9678
0.2610.6026 0.66|0.7454 1.06 0.8554 1.46:0.9279 1.86 |0.9636
0.2710.6064 | |0.67|0.7486 1.07|0.8577 1.4710.9292 1.87 10.9693
0.2870.6103 0.6810.7517 1.0810.8599 1.4810.9306 1.88 10.9699
0.2910.6141 (.69 |0.7549 1.0010.8621 1.4910.9319 1.89 |0.9706
0.3010.6179 0.70]0.7580 1.1010.8643 1.5010.9332 1.90 |0.9712
0.31{0.6217 .71)0.7611 1.11]0.8665 1.51:0.9345 1.91 10.9719
0.3210.6255 0.72]0.7642 1.12)0.8686 1.5210.9357 1.92 10.9726
0.33106.6293 0.73]0.7673 1.13]0.8708 1.5310.9370 1.93 10.9732
(.34 10.6331 (0.7410.7704 1.14{0.8729 1.5410.9382 1.94 |0.9738

0.3510.6368 0.75]0.7734 1.15|0.8749 1.55(0.9394 1.95 ]0.9744
0.36{0.6406 (.76 0.7764 1.16 | 0.8770 1.56]0.9406 196 10.9750
0.37(0.6443 0.7710.7794 1.1710.87%0 1.57(0.9418 1.97 10.9756
0.38]0.6480 0.78]0.7823 1.1810.8810 1.5810.9429 1.98 10.9761
/ 0.39]0.6517 0.7910.7852 1.1910.8830 1.5910.9441 1.99 |0.9767
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Tab. 1b Hodnoty distribuéni funkce ®(z) :

: e oo ; .
normované normalni nadhodné veliciny

z | ®(z) x| ®(x) z | B(x) z | ®x) x ®(x)
2.00|0.9773 2.40}0.9918 2.8010.9974 3.2010.9993 3.60 [0.9998
2.01{0.9778 2.41:0.9920 2.81|0.9975 3.2110.9993 3.61 |0.9998
2.02|0.9783 2.4210.9922 2.8210.9976 3.2210.9994 3.62 10.9999
2.03|0.9788 2.4310.9925 2.830.9977 3.2310.9994 3.63 {0.9999
2.0410.9793 2.4410.9927 2.8410.9977 3.2410.9994 3.64 106.9989
2.05|0.9798 2.4510.9929 2.85]0.9978 3.2510.9994 3.65 |0.9999
2.06 | 0.9803 2.4610.9931 2.860.9979 3.260.9994 3.66 [0.9999
2.0710.9808 2.4710.9932 2.8710.9979 3.2710.8995 3.67 10.9999
2.08|0.9812 2.4810.9934 2.8810.9980 3.28]0.9995 3.68 [0.9999
2.0910.9817 2.4910.9936 2.8910.9981 3.29(0.5995 3.69 |0.9999
2.1010.9821 2.501{0.9938 2.9010.9981 3.301(0.9995 3.70 |0.9999
2.1110.9826 2.51/0.9940 2.9110.9982 3.3110.9995 3.71 10.9999
2.1210.9830 2.52/0.9941 2.92(0.9983 3.3210.9996 3.72  10.9999
2.1310.9834 2.5310.9943 2.9310.9983 3.33(0.9996 3.73 10.9999
2.14|0.9838 2.5410.9945 2.9410.9984 3.34|0.9996 3.74 10.9999
2.15,0.9842 2.5510.9946 2.9510.9984 3.3510.9996 3.75 10.9999
2.160.9546 2.5610.9948 2.96(0.9985 3.3610.9996 3.76 10.9999
2.1710.9850 2.5710.9949 2.97(0.9985 3.37|0.9996 3.77 10.9999
2.18|0.9854 2.5810.8951 2.9810.9986 3.38(0.9996 3.78 10.9999
2.1910.9857 2.53910.9952 2.9910.9986 3.3910.9997 3.79  0.9999
2.2010.9861 2.60|0.9953 3.0010.9987 3.4010.9997 3.80 10.9999
2.21:0.9864 2.610.9955 3.0110.9987 3.41,0.9997 3.61 10.9999
2.2210.9868 2.62|0.9956 3.0210.9987 3.4210.9997 3.82 10.9999
2.230.9871 2.63(0.9957 3.030.9988 3.430.9997 3.83 |0.9999
2.2410.9875 2.64(0.9959 3.04(0.9988 3.4410.9997 3.84 |0.9999
2.2510.9878 2.6510.9960 3.0510.9989 3.45]0.9997 3.85 |0.9999
2.26|0.9881 2.66]0.9961 3.0610.9989 3.46 10.9997 3.86 |0.9999
2.2710.9884 2.6710.9962 3.0710.9989 3.4710.9997 3.87 10.9998
2.28|0.9887 2.680.9963 3.0810.9990 3.4810.9997 3.88 10.9999
2.2910.9890 2.690.9964 3.090.9990 3.49 10,9998 3.89 11.0000
2.30]0.9893 2.7010.9965 3.1010.9990 3.5010.9%98 3.90 |1.0000
2.31(0.9896 2.7110.9966 3.11]0.9991 3.5110.9998 3.91 |1.0000
2.32|0.9898 2.7210.9967 3.1210.9991 3.5210.9998 3.92 | 1.0000
2.33|0.9901 2.7310.9968 3.1310.9991 3.530.9998 3.93 [1.0000
2.34(0.8904 2.7410.9969 3.1410.9992 3.540.9998 3.94 11.0000
2.3510.9906 2.7510.9970 3.15/0.9992 3.5510.9998 3.95 | 1.0000
2.3610.9909 2.76|0.9971 3.16/0.9992 3.56(0.9998 3.96 | 1.0000
2.3710.9911 2.7710.9972 3.17/0.9992 3.07(0.9998 3.97 [1.0000
2.3810.9913 2.78:0.9973 3.1810.9993 3.58(0.9998 3.98 11.0000
2.3910.9916 2.7910.9974 3.19(0.9993 3.5910.9998 3.99 |1.0000 ‘
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Tab. 2 Kvantily u(e) normované normdalni ndhodné veliciny

0.900

0.950

0.975

0.990

0.995

1.282

1.645

1.960

2.326

2.576

Tab. 3a Kvantily x%(n;a) chi-kvadrat rozdéleni

n\o 0.005 0.010 0.025 0.050 0.100
1 0.000 0.000 0.001 4.004 0.016
2 0.010 0.020 0.051 0.103 0.211
3 0.072 0.115 0.216 0.352 0.584
4 0.207 0.292 0.484 0.711 1.064
5 0.412 (.54 0.831 1.146 1.610
6 0.676 0.872 1.237 1.635 2.204
7 0.989 1.239 1.690 2.167 2.833
8 1.344 1.647 2.180 2.733 3.490
9 1.735 2.088 2.700 3.925 4.168

10 2.156 2.558 3.249 3.940 4.865
11 2.603 3.004 3.816 4.575 5.578
12 3.074 3.571 4.404 5.226 6.304
13 3.565 4.107 5.009 5.892 7.042
14 4.075 4.660 5.629 6.571 7.790
15 4.601 5.229 6.262 7.261 8.547
16 5.142 5.812 6.608 7.962 9.312
17 5.697 6.408 7.564 8.672 10.09
18 6.265 7.015 8.231 9.391 10.87
19 6.844 7.633 8.907 10.12 11.65
20 7.434 8.260 9.591 10.85 12.44
21 8.034 8.897 10.28 11.58 13.34
22 8.643 9.543 10.98 12.34 14.04
23 9.260 10.20 11.69 13.09 14.85
24 9.887 10.86 12.40 13.85 15.66
25 10.52 11.52 13.12 14.61 16.47
26 11.16 12.20 13.84 15.38 17.29
27 11.81 12.88 14.57 16.15 18.11
28 12.46 13.57 15.31 16.93 18.94
29 13.12 14.26 16.03 17.71 19.77
30 13.79 14.95 16.79 13.49 20.60
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Tab. 3b Kvantily x*(n;e) chi-kvadrat rozdéleni

n\or 0.900 0.850 0.975 0.990 0.995
1 2.706 3.842 5.024 6.635 7.879
2 4.605 5.992 7.378 9.210 10.60
3 6.251 7.815 9.348 11.35 12.84
4 7.779 9.488 11.14 13.28 14.86
5 9.236 11.07 12.83 15.09 16.75
6 10.65 12.59 14.45 16.81 18.59
7 12.02 14.07 16.61 18.48 20.28
8 13.36 15.51 17.54 20.09 21.96
9 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59

10 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19
11 17.28 19.68 21.92 24.73 26.76
12 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30
13 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82
14 21.06 23.69 26.12 29.14 31.32
15 22.31 25.00 27.49 30.58 32.80
16 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27
17 24.77 27.59 30.19 33.41 35.72
18 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16
19 27.20 30.14 32.85 36.19 38.58
20 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00
21 20.62 32.67 35.48 38.93 41.40
22 30.81 33.92 36.78 40.29 42.80
23 32.01 35.17 38.08 41.64 44.18
24 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56
25 34.38 37.65 40.65 44.31 46.93
26 35.56 38.89 41.92 45.64 48.29
27 36.74 40.11 43.20 46.96 49.65
28 37.92 41.34 44 .46 48.28 50.99
29 39.09 42.56 45.72 49.59 52.34
30 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67
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Tab. 4 Kvantily t(n; ) t-rozdéleni

n\a 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995
1 3.078 6.314 12.71 31.82 63.66
2 1.886 2.920 4.303 6.964 9.925
3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841
4 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604
: ) 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032
1 6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707
i 7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.500
% 8 1.397 1.860 2.306 2.897 3.355
9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250
10 1.372 1.813 2.228 2.764 3.169
11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.085
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012
14 1.345 1.761 2.145 2.625 2.977
13 1.341 1.753 2.131 2.603 2.947
16 1.337 1.746 2.120 2.584 2.921
17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878
19 1.328 1.729 2.093 2.540 2.861
20 1.325 1.725 2.086 2.520 2.845
21 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831
22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819
23 1.320 1.714 2.069 2.500 2.807
24 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797
25 1.5316 1.708 2.060 2.485 2.787
26 1.315 1.705 2.056 2.479 2.779
27 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771
28 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763
29 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756
30 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750
00 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 |
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Tab. 5 Kritické hodnoty D(n;a) pro Kolmogoroviy test dobre shody

nia=0.05|a=0.01 n|le=0.05|a=001 n |lo=0.05]a=0.01

1] 0.97300 | 0.99500 311 0.23788 | 0.28530 61| 0.17091 | 0.20506
21 0.84189 | 0.92929 321 0.23424 | 0.28094 621 0.16959 | 0.20343
31 0.70760 | 0.82900 3310.23076 | 0.27677 63| 0.16823 | 0.20184
41 0.62394 | 0.73424 34| 0.22743 | 0.27279 64| 0.16993 | 0.20029
5| 0.56328 | 0.66853 35 0.22425 | 0.268%7 65 0.16567 | 0.19877
61051926 | 0.61661 36| 0.22119 | 0.26532 661 0.16443 | 0.19729
71 0.48342 | 0.51381 371 0.21826 | 0.26180 67 0.16322 | 0.19854
81 0.45427 | 0.54179 381 0.215344 | 0.25843 631 0.16204 | 0.19442
9| 0.43001 | 0.51332 39| 0.21273 | 0.25518 691 0.16088 | 0.19303
10| 0.40925 | 0.48393 401 0.21012 | 0.25205 701 0.15975 | 0.19167
111 0.39122 | 0.46770 41| 0.20760 | 0.24904 711 0.15864 | 0.19034
12| 0.37543 | 0.44905 421 0.20517 | 0.24613 721 0.15755 | 0.18903
13] 0.36143 | 0.43247 43| 0.20283 | 0.24332 731 0.15649 | 0.18776
14| 0.34820 | 0.41762 44| 0.20056 | 0.24060 741 0.15544 | 0.18650
15| 0.33760 | 0.40420 45] 0.19837 | 0.23798 751 0.15442 | 0.18328
161 0.32733 | 0.39201 461 0.19625 | 0.23544 76| 0.15343 | 0.18408
171 0.31796 1 0.38086 471 0.19420 | 0.23298 771 0.15244 | 0.18290
181 0.30936 | 0.37062 481 0.19221 | 0.23059 781 0.153147 | 0.18174
191 0.30143 | 0.36117 491 0.19028 | 0.22828 79| 0.15052 | 0.18060
20 0.29408 | 0.35241 50| 0.18841 | 0.22604 801 0.14960 | 0.17949
211 0.28724 | 0.34427 51| 0.18659 | 0.22386 21| 0.14868 | 0.17840
22| 0.28087 | 0.33666 521 0.18482 | 0.22174 821 0.14779 | 0.17732
231 0.27490 | 0.32954 53] 0.18311 | 0.21968 231 0.14691 | 0.17627
24| 0.26931 | 0.32286 041 0.18144 | 0.21768 8241 0.14605 | 0.17523
25| 0.26404 | 0.316387 55| 0.17981 | 0.21574 851 0.14520 | 0.17421
261 0.25907 j 0.31064 561 0.17823 | 0.21384 86| 0.14437 | 0.17321
271 0.25438 | 0.30502 571 0.17669 | 0.21198 871 0.14355 | 0.17223
281 0.24993 | 0.29971 581 0.17519 | 0.21019 90 0.14117 | 0.16938
201 0.24571 | 0.29466 59| 0.17373 | 0.20844 95| 0.13746 | 0.16493
301 0.24170 | 0.28987 601 0.17231 | 0.20673 100} 0.13403 | 0.16081
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