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Plan pfednasky

s Minule: rozhodovani za neuréitosti

preference mezi stavy resp. funkce uZitku,

stochastické vysledky akci — loterie, stfedni uZitek,
= jak optimalné& volit celé posloupnosti akci?

opakovana rozhodnuti s nepfesnou &i nedostatednou informaci,
prémie/odména je &asto odloZeng,

svét nemusi byt pIné pozorovatelny,
= markovsky rozhodovaci proces

zavadi markovsky predpoklad — omezeni paméti procesu,
pracuje i s pfedpoklady stacionarity a pozorovatelnosti,

svét je znamy a popsatelny pfechodovou funkci a funkci odmény;,
m zobecnéni

pouze &asteéna pozorovatelnost svéta — POMDP,

model prostfedi ani funkce odmény neni k dispozici — posilované uceni.




Markovuv proces

= nahodny proces s pravdépodobnostmi navstévy dalSich stavli danymi jen stavy nedavnymi,
m vzdalend minulost je irelevantni, zname-li tu blizkou,

o Fetézec

diskrétni ndhodny proces s markovovskou vlastnosti,

m Yetézce uréuje kolik minulych stavii musime zohlednit
PT<Xn - xn’Xn—l — Tn—1y--- 7X1 — xl) — PT(Xn — xn’Xn—l = Tp—1y--- 7Xn—m - xn—m)

nejobvyklejsi jsou modely ¥adu 1,
obvykle i pfedpoklad stacionarity (nemé&nnosti v &ase)
Pr(X,1 =z|X, =y) = Pr(X, =z|X,-1 =y)

s priklady Markovovych Fetézcli

hody minci — HTHHHT . ..

« degenerovany markoviv Fetézec ¥adu O,

pocasi pozorované kazdy den v poledne — SSSCRRCSRR ...
* kategorizované (S)unny, (C)loudy, (R)ain, ¥ad nezndmy.




Markovuv fetézec — priklad s pocasim

s Jak sestavit model na ziklad€ pozorované sekvence?

méjme sekvenci pozorovani délky 41, predpokladejme ¥ad 1
SSCCRRRRRRRRSSSCRRRRRRRCCCSCSSRRSRRRCSCCC

cilem je pfechodova matice, ktera model definuje
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Markovuv fetézec — priklad s pocasim

s Jaké otazky mizeme zodpovidat mame-li k dispozici Markoviiv model fetézce?
1. jaka je pst, Ze polasi po pristich 7 dni bude “SS R RS CS", vime-li, Ze dnes je slune¢no?
2. vime-li, Ze model je ve znamém stavu, jaka je pst, Ze v ném setrva pravé po d dni?

3. jaka je stfedni hodnota d v jednotlivych stavech?




Markovuv fetézec — priklad s pocasim

s Jaké otazky mizeme zodpovidat mame-li k dispozici Markoviiv model fetézce?

1. jaka je pst, Ze polasi po pristich 7 dni bude “SS R RS CS", vime-li, Ze dnes je slune¢no?
2. vime-li, Ze model je ve znamém stavu, jaka je pst, Ze v ném setrva pravé po d dni?

3. jaka je stfedni hodnota d v jednotlivych stavech?

= Redeni

1. P(OIM) = P(5,5,5,R,R,S,C,S|M) =
= P(S) x P(S|S) x P(S|S) x P(R|S) x P(R|R) x P(S|R) x P(C|S) x P(S|C) =
= 1x04%x04%x03x08x0.1x03x%x02=23x10"1

2.0 ={Q;, Qz’;- L,Q5,Q; # Qi POOIM,q1 = Q) = al '(1 — ay) = pi(d),

d

3.d; = a1 dpi(d) = 3252, dag._l(l — aji) = 1—1%’
(souet aritmeticko-geometrické Yady: > ° krh! = ﬁ)
dg = 1.67, do = 2.5, dp = 5.




Sekvenéni rozhodovani za neurcitosti

k dosaZeni cile je obvykle t¥eba vice krokd /akdi,

pokud plati

prot¥edi je nedeterministické (akce s nejistym vysledkem),

cilovy stav je nahrazen cilem maximalizace kumulativni :

posloupnost akci nelze nalézt klasickym planovanim

racionalni agent by mél svoje kroky v pribéhu provadéni aki,
nasledné akce zavisi na tom, co agent pozoruje,
to, co agent pozoruje, zavisi na predchozich akcich,

= feseni

agent se zamé&¥ na hodnoceni stavii namisto pfimého vytvateni posloupnosti akci,

v kazdém stavu pak zvoli akci vedouci do nasledného stavu s nejvyssim ohodnocenim.




Zakladni pojmy, definice problému

s Odména R; (reward)

prosty soucet za epizodu: Ry = 1441 + reypo + 13+ 17
diskontovany soucet pro nekone¢né d&je (v je srazkovy pomér, 0 < v < 1):
Ri =711 + T2+ Vores + - = ZZO:O YTkt

Taktika (s, a)

je mapovanim mezi stavy a akcemi, vyjadfuje pst, Ze ve stavu s bude provedena akce a,

optimalni taktika 7* maximalizuje celkovou odménu Ry,
= Hodnota stavu V7 (s)

olekdvana (kumulativni) odmé&na pokud ze stavu s zalnu aplikovat taktiku 7

V7(s) = Ex{R; | st = s} = E; {Z’Yk”f‘wkﬂ | 8¢ = S}
k=0

Hodnota akce Q7 (s, a)

otekdvana (kumulativni) odmé&na aplikace a na s s pokratovanim dle 7

Q" (s,a) = Ex{Rst = s,a = a} = E; {Z’Y%MH | st =s,ar = Cl}

k=0
s Problém: najdi 7* (a s ni také V*, QQ* jeZ jsou prostfedkem).




Sekvencni rozhodovani jako kone¢ny MDP

s Koneény markovsky rozhodovaci proces

finite Markov Decision Process (MDP),

markovsky pfedpoklad + mnoziny stavii S i akci A jsou koneéné,
MDP = {S,A,P,R}, Ize jej zapsat jako pfechodovy graf,

P jsou pfechodovymi pstmi, R je funkci odmény,
P!y =Pr{s;1=5|s=sa =a}
R!,=F{ryi|ss=sa=a,s:1 =5}
tato definice je voditkem pro konkrétni vypolet V' nebo Q).

m prostfedi je popsatelné a pozorovatelné.
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Rekurzivni definice fce V (Bellmanova rovnice)

VT(s) = E{R; | st =s} =

9]
= E; {Z’Y%MH B 3} =
k=0
(0.@]
= E; {Ttﬂ +72’Yk7°t+k+2 | st = S} =

k=0
— Z (s, a) Z Pl | Ryy +vE; {Z Voriinse | Sip1 = s’}] —
a s/ k=0

=Dl @) D P[R9V (s')

m Pf¥echod na rekurzivni definici
okamZita odména po provedeni akce a o¢ekavana odména pokracovanim z moZnych nasledniki.
= na po&atku V7(s), V™(s') i m(s,a) nezndmé

iterativni vypodet,

— postupné oZivovani.




Dynamické programovani

s Zakladni ptistup k YeSeni MDP problému (nalezeni 7*)

dynamicky = iterativni postup — pro V'(s) v kroku k+1 pouZito V' (s') z kroku k,

programovani = hledani pfijatelné posloupnosti akci,

= polynomialni sloZitost s po¢tem stavi |S| a akci |A]

navzdory tomu, ¥e potet taktik je |A[l®! (prohleddvani SP je nutn& hor),

pFesto pro praktické dlohy &asto nepouZitelné

* neznamé parametry procesu (viz RL pozdgji),

* vypoletn& nezvlddnutelné (typicky pfili§ mnoho stavi),

- nelze iterovat systematicky — asynchronni DP,

evaluation

VAN
n %
T—greedy(V)

improvement

starting
V n

V"
-E -




Iterace taktiky (policy iteration — PI)

*

N sy E I E I I E
s Klicova myslenka: 79 = V™ -7 - V™ — .. 57" = V7
s vyuZiti V' (pop¥. Q) k nalezeni 7*

1. vyhodnoceni taktiky 7 (E krok):

nalezeni hodnot stavi V7™ (s),
bootstrapping, start: V' (s) = 0 pro V netermindlni stavy (u nich je V' znamo),
iteruj dokud se hodnoty V neustdli (maxg |Vii1(s) — Vi(s)| < ¢),
2. vylepgeni taktiky m — 7’ (I krok):
pfizplsob se novému ohodnoceni stavil,
deterministické 7: v kazdém stavu voli jedinou akci,
plati-li Q™ (s, 7'(s)) > V7™ (s) pro Vs, ©' je lepsi nebo stejna jako m,
zfejmé 7'(s) = arg max, Q™ (s, a), voli aktualn& nejlepsi akci,
stochastické 7: volba akce je dana psti,

stejna logika pouze Q" (s, 7'(s)) = >, 7'(s,a)Q" (s, a),
opét iterujeme tak dlouho, dokud dochazi ke zméné taktiky alespoii v jednom ze stavi.




V}. for the Greedy Policy
Random Policy w.rt Vy i s |
0.0] 0.0| 0.0} 0.0 | 4 s s |7 r=—1
k=0 0.0] 0.0] 0.0} 0.0 N e random on all transitions
- 0.0] 0.0] 0.0} 0.0 N T A A policy 8 g [0 |11
0.0] 0.0| 0.0] 0.0 ol :
actions 12 ha ha
0.0]-1.0/-1.0]-1.0 — |
=1 -1.0[-1.0/-1.0]-1.0 Vil ;. , .
= oltoolo P :: Vyhodnoceni nahodné taktiky:
-10]-1.0]-1.0] 0.0 i (hladova deterministicka pouze ilustraci)
/
0.0]-1.7|-2.0]-2.0 — | | = V(S) = Za 7T(S, a) ZS/ P;S, [Rgsl + ’yVW(S )} .
T
k=2 -1.7]-2.0/-2.0]-2.0 ' _ a _ _ a _ _
2.0[-2.0]-2.0[-1.7 ' ib| el 7T(S, a) 1/4’ Rss’ 1, Pss’ ly=1
-2.0[-2.0{-1.7] 0.0 N e e

s k=0: VsV (s) = 0, u koncovych stavi vzdy

0.0(-2.4]-2.9]-3.0 — = zlustava
k=3 RN k=1: V(1) = V(2) = .. = V(14) =
-2.9]-3.0[2.9] 2.4 el s k=1: ( ) = ( ) = ... = ( ) =
-3.0]-2.9(-2.4] 0.0 L o - Eaﬂ(sa a) Zs’ Pgsf [Rgs’ + VVW(S’)] _
0.0]-6.1]-8.4]-9.0 : :l - |q 4<1/4 * 1<_1 + 1 0)) = —1
7.7|-8.4|-8.4 timal
k=10 BT Mo~ ooy m k=2 V(1) = 1/4(3% 1% (—=1+1(=1))+ 1
-0.0{-8.4|-6.1] 0.0 L - - 1(—1 + 1 % O)) = —7/4 = —1.75
0.0]-14.|-20.]-22. ; :I - |9 m k=3: V(l) = 1/4(2 * 1 % (—1 + 1(—2)) +
k= oo ;Li]: Tj ; ,_"_i_' i L« 1(=1+1(=1.75))+ 1% 1(—=1+1%0)) =
22.|-20-14.| 0.0 L = = —9.75/4 = —2.44

EEEEEEEEERERERNOOOOOOOODOOOOOODODDO http://cw.felk.cvut.cz



Hodnotova iterace (value iteration — VI)

= je nutné vyhodnocovat stavy pro danou taktiku dokonale?

pozdni iterace zpravidla neméni taktiku a konzumuji vétSinu ¢asu celého dynamického alg.,
— vyhodnoceni je zastaveno uZ po jediném kroku,

Castéjsi zména taktiky, nékdy rychlejsi konvergence, neplati ale obecnég,

s z pohledu Bellmanovy rovnice dojde ke zmé&né na prepisovaci pravidlo

ss’

V7(s) = max > PR +AVT(S)]




MDP — sbérny robot

:: Mobilni robot pro sbér plechovek

= ma dva vnit¥ni stavy (baterie low a high),
= t¥i mo¥né akce (aktivng sbirej, &ekej na dobiti, jed se dobit sém),

= odména je pozitivni p¥i sebrani plechovky a velka negativni p¥i vybiti baterie uprostfed hledani.

: s minimem vnéjSich zasahi posbirat co nejvice plechovek.

. vytvofit taktiku maximalizujici dlouhodobou odménu.

o, R




Sbérny robot — DP teSeni

= Bellmanova rovnice: V7(s) =" m(s,a) >, P% [R%, + +V7(s)]

= Iteralni rovnice pro konkrétni deterministické volby akci (taktiky), high=h, wait=w, atd.:
w(h,w)=1: V(h)=Q(h,w)=R"+~V(h)

) =Q(h,s) = R +vylaV(h)+ (1 —a)V(])]

QU,r) =~V(h)

QU w) = R“’ +V (1)

Q,s) = PR =3(1 = B)+~[6V(I) + (1 = B)V(h)]

( V(h

( V(1)
m(l,w)=1: V()

( V(1)




Sbérny robot — DP teSeni

:: Parametry: «a =095, =09, R°=2, R"=1,~v=0.9, ¢ =0.01
:: Metoda: iterace taktiky (El cyklus)

1. Zvol ndhodné deterministickou taktiku: 7(low, wait) = w(high, wait) = 1.

2. Nastav V (low) = V (high) = 0.

3. Pouzij pfislusné iteralni rovnice a pocitej dokud se hodnoty V' neustali.

4. Dle ohodnoceni V' stanov nové otimélni akce: V' (s) = max, Q™ (s, a), 7'(s) =~ arg max, Q" (s, a)

5. Pokud nedojde ke zméné taktiky skon¢i, jinak jdi na krok 2.




Vylepseni 2:

Inicializace:
w(l,w) = w(h,w) = 1 m(l,r) = m(h,s) =1
V(h) — RY 1+ ’}/V(h), V(Z) — Rw ’}/V(l) V(h) = R’ + ’Y[OzV(h) + (1 — Oé)V(l)]
V(l) =~V(h)
Vyhodnoceni 1:
V(h) = V(I) = 10, 46 krokd Vyhodnoceni 3.
- V(h) =191, V(1) = 17.1, 52 kroki

10 -

Vylepseni 3:
w(l,r)=mn(h,s)=1— STOP

8 -

27 14
0 1 1'1 21 3|1 4'1 5'1 1: ]
|-'-V(Iow1 —\/(high) 6
Vylepseni 1: N
m(l,s) = w(h,s) =1 T w o a e
V(h) = R* +~[aV(h)+ (1 — a)V(1)] v
V(l) = BRS — 3(1 — B) +’Y[5V(l) + (1 _ B)V(h) [=—V(low) — V(high)|
SHRNUTI:

Vyhodnoceni 2: taktika: low — recharge, high — search

V(h) =19, V(I) = 16.8, 52 krokii V(h) = 19.1, V(1) = 17.1, 150 itera&nich krok




Sbérny robot — DP teSeni

:: Parametry: a =0.95, =09, R°=2, R =1, v=10.9, ¢ =0.01,

:: Metoda: hodnotova iterace

1. Nastav V (low) = V (high) = 0.

2. Dle ohodnoceni V' stanov nové otimalni akce: V (s) = max,Q" (s, a), 7'(s) ~ argmax, Q™ (s, a).
3. Jednou aplikuj soutasné optimalni akce a pfepocitej hodnoty V (s).

4. Pokud se hodnota Zadného ze stavli nezménila o vice nez ¢ skondi, jinak jdi na krok 2.

20 4

o krok 0:  V(I)=V(h)=0,7n(l,s) =m(h,s) =1
6 krok 1. V() =1.5,V(h) =2, 7(l,s) =m(h,s) =1
14 krok 9:  V(l)=9.2, V(h) =111, n(l,r) = 7(h,s) =1

12 A v

krok 52: V(1) =17.1, V(h) =19.1, w(l,r) = w(h,s) = 1,

10 4

8_
6 zmény V' mensi nez ¢, STOP
.
2 ’
0 - ‘ , SHRNUTI:
T e T taktika: low — recharge, high — search

[==Veiow) —virigh)] V(h) =19.1, V(I) = 17.1, 52 itera&nich krokd




Proc¢ hodnotova iterace zarucené konverguje?

= kontrakce c(x)
d(c(x1) — c(z9)) < kd(x1 — 9), d je metrikou (vzdalenostni fci), konstanta £ < 1,
pevny bod b.: ¢(b.) = b., c(c(...c(x))) = b,
kaZzda kontrakce ma pravé jeden pevny bod,
priklad: c(z) = 3, d(z,y) = |z — y|, b. =0,
= rovnice hodnotové iterace: Vi.1(s) = max, >, P2 [R%, +vVi(s')]
zapiSeme zjednodusené jako V; .1 < BV,

jako d pouZijeme max normu ||V'|| = max,|V (s)],
= vySe definované B je vzhledem k || || kontrakei (bez dikazu)

pro jakoukoli dvojici vektort uzitku stavi plati
1BV = BVI[| < A|[Vi = V|| = [[Vigr = Vill < A[IVi = Vi,
* hodnotova iterace konverguje pro v < 1,
pevnym bodem je skuteény vektor uZitku stavi V'*
« || BV; = V¥ <[V = V7,

x konverguje exponencialné s 7.




Castecna pozorovatelnost

s MDPs pracuji s ptedpokladem Gplné pozorovatelnosti

stav je vZdy znamy,

velmi silny a ¢asto nerealisticky predpoklad,
m Castené pozorovatelny Markoviiv rozhodovaci proces

partially observable Markov decision process (POMDP),
zobecnéni MDP, dynamika svéta popsana jako u MDP,
na stav miZe usuzovat pouze z diléich pozorovani,
POMDP = {S, A, P, R, O,€},
* () je mnoZina pozorovani,
x () je senzoricky model — definuje podminéné psti pozorovani,
QY = Pr{og1=o0] 841 =5,a,=a}
namisto stavu s vnit¥n& udrZuje rozd&leni psti pfes mozné stavy b ( ),
* v neznamém stavu s (zname pouze b(s)) provedeme a a nasledn& pozorujeme o

b/(S/) — 77 QZ’O ZSES Psas/b(S),
% 1) je normalizani konstanta volena tak, aby >, o b'(s') = 1.




Castecna pozorovatelnost

m dusledky ¢aste¢né pozorovatelnosti

nema smysl hovofit o taktice 7 : S — A, hleda taktiku 7 : B — A,
obvykle vypoletné nezvladatelné, pouze pfiblizna ¥eseni

% pro n stavd, je b n-dimenzionalni realny vektor, PSPACE-tézky, horsi nez NP.

r r a
. a o Prostredi |«
S Prostredi  |€—
g ; ——} odhad b .
| stavu »[ Taktika ;
——» Taktika (— - |""'
Agent: Agent




Castecna pozorovatelnost — ptiklad

2 S =40,1}, A ={Stay, Go}, P(st+1 = x|s; = x, Stay) = .9, P(sy41 = x|sy = x,Go) = .1,
O = {og,01}, Pr(op]0) = .6, Pr(o|1) = .6, R(0) =0, R(1) =1, vy =1,

:: Cil: stanovit V*(b) (hlavni krok pro stanoveni (deterministické) taktiky a = 7*(b))




Castecna pozorovatelnost — ptiklad

m b prostor je jednodimenizonalni, hledame realnou fci jedné proménné,
m predpokladame, Ze v blizkych bodech b prostoru bude

velmi podobny uZitek,
shodna taktika,

= aplikace taktiky odpovida podminénému planu

akce budou zaviset na budoucich pozorovanich,

ptiklad planu délky 2: [Stay, if O = oy then Go else Stay],
s uZitek planu p po&inajiciho ve stavu s necht je a,(s),
pak stejny plan provedeny z b ma uZitek

Z b(s)ay(s) = b~ ay

je linedrni funkci b (nadrovinou pro sloZité prostory),

optimalni taktika voli plan s nejvy38im stfednim uZitkem
V(b) = V™ (b) = maxb - a,
p

V(b) je po &astech linedrni funkei b.




Castecna pozorovatelnost — ptiklad

:: pro plany délky 1 (existuji 2)

510 (0) — R(0)+~7(.9R(0) + 1R(1)) = 0.1
st (1) — R(1) +~(.9R(1) + .1R(0)) = 1.9
16 (0) — R(0) +v(9R(1) + .1R(0)) = 0.9
Oz[GO](l) = R(0)+~(9R(0)+ .1R(1)) = 1.1
afstanb(D) = 03) = Tarsuag(0) + Sagsy(l) = 0.6
. 15 e
s =

Probabhility of state 1

H HE B BN NN NN R EEEEEEEEEE0O0OOOOAO http://cw_felk_cvut,cz



Castecna pozorovatelnost — ptiklad

:: pro plany délky 2 (existuje jich 8, 4 €arkované &ist& horsi nez jiné)

[Stay,if O = oy then Go else Stay] kédovén jako [SGS]

[sss)(0) = — 0.28
04[555](1) = . = 272
a[SGS](O) = LI . 3 040&{(;}(1) + 604[5](1>) = (.68
a[SGS](l) = (. . 1)) + 1(060&{@](0) + 404[5]<0)) = 2.48

—S8S55
--55G
SGS
--5GG
—GSS
GSG
GGS
GGG

Utility

Probability of state 1
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Generalizace a aproximace

m dosud trividlni dlohy s malym poétem stavii a akci,
= pokud je stavli hodné je nutna aproximace hodnotovych fci

k tomu Ize vyuZit ueni z prikladd,
generalizace predpoklada spojité a “rozumné” hodnotové funkce,

stavy jsou charakterizovany vektorem parametrti/atributd ¢,

R (4

zvolime typ aproximaidni funkce a snaZime se optimalizovat vektor jejich parametrd 0(t),
linedrni aproximace: Vi(s) = 0] ¢ = >, 0,(i)ds(1),

nelinedrni optimalizace neuronovou siti,

minimalizuje chybovou funkci: MSE(6;) = 3. P, [V (s) — Vi(s)]%,

(Ps distribuce vahy ptes stavy, V/"(s) skuteZna hodnota stavu, V;(s) jeji aproximace,)

regrese, gradientni optimalizace, zpétna propagace apod.




Shrnuti

s MDPs zobechiuji prohledavani deterministickych stavovych prostor(i na stochastické,
cenou je vypoletni naroénost,

feSenim problému je nalezeni taktiky, kterd kaZzdému stavu p¥ifazuje optimalni akci

taktika miZe byt stochasticka,
zakladni pFistupy jsou iterace taktiky a hodnotova iterace,

daldi moznosti jsou modifikované iteraéni pfistupy, pfipadné asynchronni,

pribuzné techniky

POMDP pro &asteéné pozorovatelna prostredi,

RL pro neznamé modely prostredi,

aplikace

obecné agentni technologie,
v robotice — Yizeni robota, planovani cesty,
v telekomunikacich — optimalizace siti,

pFi hrani her.




Doporucené doplitky — zdroje prednasky

:: Cetba

m Russell, Norvig: Al: A Modern Approach, Making Complex Decisions

— kapitola 17,
— kniha online on Google books: http://books.google.com/books?id=8jZBksh-bUMC,

m Richard S. Sutton, Andrew G. Barto: Reinforcement Learning: An Introduction, MIT
Press, Cambridge, 1998.

— http://www.cs.ualberta.ca/ sutton/book/the-book.html.
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Ukazka

m RL simulator

— hledani optimalni cesty k cili bludist&m
— implementace v Javé

— http://www.cs.cmu.edu/"awm/rlsim/

—Li

(©Kelkar, Mehta: Robotics Institute, Carnegie Mellon University
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