Temporalni logika
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Temporalni logika poskytuje ramec a ptesgky pro analyzu
dynamickych (imperativnich) stavovych systeahraje zde
stejnou ulohu jakou ma klasicka logika pro matematickeé systé-
my.

V intuitivnim smyslu stavoveé systémy zahrnuji ,stavy” a vyka-
zuji ,chovani“ @i prachodu posloupnostmi takovych stav

Mame na mysli najiklad, programové moduly, komunika
protokoly, databazové systémy, logické obvadyy a obecs
vypocetni procesy, které&pprovadni prochazeji witymi stavy
a vykazuji specifické chovani.

Doporuweni pro dalStteni Pri cviceni se probiraji jetasti se
zlutym podkladem (jako tento odstavec). Ostatni text jen
dokresluje sélovanou informaci.
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Podobs jako v klasické logice je vhodné&hs vyrokovou
verzi temporalni logiky.

Stavy. K popisu stau pouzijeme prvotni formule, které
vyjadiuji jednoducha tvrzeni néilad ,globalni prominna
X ma hodnotu 10

K popisu vSech stdvpouzijeme mnozinu prvotnich formuli,
ktera ntize byt konéna i nekonéna. Stav je uen
pravdivostnim ohodnocenim vSech prvotnich formuli.

K popisu konkrétnich systénobvykle postai kong&na
mnozina prvotnich formuli.
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Cas.Podobi jako vypd@etni procesy postupuiji v jednotli-
vych krocich, uvazujeméas diskretni sestavajici z jednotli-
vych ¢asovych bodl od pa&ateiniho bodu (okamziku) k dal-
Sim (budoucimfasovym bodm.

Budoucnost systému Ize modelovamym uspsadanim
¢asovych bod. Nejjednodussim a vcelku realistickyrifeg-
pokladem je uspg@danicasovych bod do linearni mnoziny.

V takovém pipact budoucasové body tviat koneEnounebo
nekoné&nou posloupnoskterou @islujeme pirozenymigisly

My, My, My, My, e My, My, e
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Takove usptadani pouziv&yrokova linearni temporalni
logika (LTL ).

"N s

Pri popisu slozijSich systém popisujicich naiklad distri-
buované vypé&ty se pouzivaji i jina usgédanicasovych
bodi nagiklad ve tvaru stromu. Pak mluvime é&wicim se
case.

Je-li V mnozina prvotnich formuljazyk vyrokové
temporalni logiky L1, sestava ze

 vSech formuli z mnozinyV a

esymboli false -~ o o ( )
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Temporalni operatory o, o, ¢ se (anglicky) nazyvaji
o nexttimenebo jennext,

o always nebo hencefortha

¢ sometime.

Formule cA,0A a 0A se (anglicky)tou

oA : nextA, ¢esky priste A,

o0 A alwaysAgesky vzdy A

OA : sometimeA¢esky nekdy A

Preference - ,0,0,¢ vazisirgjinez [, O, - a = ma
nejslabsi prioritu.
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I 'e—mpora ni operatory a prirozeny jazyk

a nechtznamend ,Mésic obiha Zemi*,
B nechf znamend ,,Mésic vychaz“,

y nechtf znamend ,Mésic zapada".

OB, kterd vyjadruje tvrzeni ,Mésic nékdy vyjde",

o0B s vyznamem ,,Mésic bude vychdzet znovu a
znovu",

o(B — Oy) s vyznamem ,,vzdy po vychodu mésice
bude nékdy nasledovat jeho zapad*.
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1. Kazda prvotni formule z mnoziny je formule.

2. Vyrokova konstanttalse je formule.

3. Jsou-liA a B formule, potom A - B je formule.
4

. Je-li A formule, potom cA a oA jsou formule.

Ostatni spojky se zavadji jako zkratky
* -A je zkratka za formuli —félse - A)

e true je zkratka za formuli false
« [0, O, =jako v klasické logice ,

* OA je zkratka za formuli-o - A
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Zde jsou gkterécasto pouzivané temporalni formule a
jejich neformalniteni.

A - oB jestlize A potom B v dalSim stavu“

A - oB ,estlize A potom B tBav kazdem dalSim stavu*

A - OB ,jestlize A potom B tEnebo v gjakém dalSim stavu*

o(A - B) ,jestlize A tel’ nebo v gjakem dalSim stavu potom B plati
ve stejném stavu*

oOA J1ed a za kazdym dalSim staveeakdy plati A“
» (0d te?) A bude platit v nekoiae mnoha stavech”
sformule A bude nastavat znovu a znovu*

OoA ,0d nekterého budouciho stavu bude stale platit A®

»A plati skoro vzdyckyod jistého okamziku dgl
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= JEmmmssssPopis komplexniho systému -
dobre funguijici urad

Jeli pozadavek poddn, pak bude nékdy dorucen na spravné
misto o(pozadavek — Odorucen),

Je-li pozadavek dorucen, pak jeho zpracovdni bude
zahdjeno hned v ndsledujicim okamziku

o(doru¢en — ozpracovavan),

Zpracovavany pozadavek bude jednou vyrizen (hotov) a pak
uz zUstane hotov (nebude se znovu otevirat)

o(zpracovavan — ¢ohotov).

Uvedené formule charakterizuji chovani komplexniho systému,
oznacime je jako program P pro tento systém. Zda se, ze
nemUze nastat situace, ve které by systém stdle vysilal stejny
pozadavek, ale ten by nebyl nikdy hotov. Lze se o fom
presvedcit? Na predndsce ukdzeme, ze formule o poZadavek
& o hotov nemuze platit, Cili tato formule je s uvednym
programem P nekonzistentni.

Tlaboratory A
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V klasické logice se pravdivostni hodnoty vyrokovych for-
muli uréuji z pravdivostniho ohodnoceni prvotnich vyiok
(tedy v jediné interpretaci, v jednom ‘stavu’) .

V temporalni logice, kde se vyrokove formuleitviakeé z
prvotnich formuli za pouziti modalnich operétor ¢ ao se
pravdivostni hodnoty musi ¢ovat z vice pravdivostnich
ohodnocenidchto konstant (tedy ve vice interpretacich , ve
vice ‘stavech’).

Pro ‘stav’ pouzivame jako synonymumetsa sémantika
temporalni logiky je definovana pomoci Kripkeovy sémantiky
‘moznych s#tii’ .
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Sémantika pro Linearni Temporalni Logiku LTL

Nechlt’ V je mnozina prvotnich formuli.

Temporalni(nebo Kripkeovaktrukturapro V je nekonéna
posloupnostM = (y,M;, My, --- ) pravdivostnich
ohodnoceni

| Vo> {ff i)

které nazyvamstavy.

Rikame, Zen, je pocatecni stav M v ¢asovém bodumy,
aze n,,; Je nasledujici stav ke stavy,, .
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Stavy jsou tedy pravdivostni ohodnoceni mnoziny prvotnich
formuli V a popisuji ‘stav séta ‘ v casovych
okamzicich {asovych bodech)
My, My, My, Mg, o My, My,

Pro temporalni strukturuM , index i aformuli A
induktivre definujemepravdivostni hodnotuM; (A) ,
neformali, pravdivostni hodnotu formulé v
casovém boé& m, .

M, (v) =1 (V) vOV
M; (false) = ff
M; (A - B) =tt pravwe kdyz

M; (A) = ff neboM, (B) = tt
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Pro operatory
Mi(cA) = M1 (A)
M;(0A) = tt prave kdyz M; (A) = tt pro kazde pi

Pro definované symboly
M;(—~A) = tt prawkdyz M, (A) = ff

M; (AOB) = tt prave kdyz
M;(A) = ttneboM, (B) = tt

M; (AOB) = tt prawe kdyz
M,(A) =ttt a M (B) =tt

laboratory
Gers
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M; (A=B) = tt praw kdyz M, (A) = M, (B)
M; (true) = tt
M; (0A) = tt prawe kdyz M, (A) = tt pro ngjaké j>i
PovSimrgme si , ze pravdivostni hodnotg ; (0A) a K ; (cA)
jsou definovany pomoci nasledujicich stavaktualniho stavu.
Plati
M, (OA) = tt prave kdyz M, (- o -A) =t
prave kdyz M, (o -A) = ff
prave kdyz M; (-A) =ff pro rejakej > i
prave kdyz M;(A) =tt pro néjakéj > i
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Definice (validita,sémanticky disledek
Nech’ A je formule jazyka logikyLTL(V) a T je mnozina
for-muli stejného jazyka.

Rikame, ze A je validniv temporalni strukite M pro V,
(nebo zeA je splrtna v M) a piSemeM |= A nebo |5 A,
jestlize M; (A) = tt pro vSechna i

Rikame, Ze strukturd je modelem mnoziny formuliT
jestlize M |=B pro vSechny formuleB z T .

Rikame, Ze A je (sémanticky)disledekT a piSemeT |= A,
jestlize A je validni v kazdém modeli mnoziny formuli T .

VZ 2009 ‘GerSthet)



Rikame, ze A je validni a piSeme |A , jestlize A je
validni v kazdé temporalni strukes M .
Jinymi slovy, A je validni, jestlize O |= A.

Piiklad. @ —-o0A=o0-A je validni formule .

Je teba ukazat, zeM;(-ocA) = M,(o-A) plati pro kazdou
strukturu M a vSechnyasove bodyii .

Mi(-0cA) =tt <= M,(cA) =ff
& M (A) =1
& M (-A) =t
& M,(o-A) =tt
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Lemma 1. (korektnost pravidla modus ponens)

Neclt M je temporalni struktura a [0 N (mnozina
prirozenyctrisel), neclk M;(A)=tt a M,;(A - B) =tt ,
potom M;(B) =tt.

M, (A - B) =tt ,tedy M, (A) = ff neboM;, (B) =tt.

Z predpokladu M, (A) =tt dostavame M; (B) = tt .

Je-i T|=A aT|=A- B, potomT |=B.

Necht’ strukturaM je modelemT . Potom pro kazde
plati

M;(A) =M, (A - B) =tt
a podle lemmatu 1 pak tak&!, (B) =tt . TedyT |=B.
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Je-li T |= A, potom T |= cA a T |=oA.
Special A |= oA a A |=oOA.

Nech M je libovolna temporalni struktura, ktera je
modelem T anechi i je prirozenécislo.

Podle pedpokladu plati M;(A) pro vSechng, tedy také
Mi.,(A) = tt  a M;(A)= tt provsechnaj, | > I.
To znamena, ze

T|=0cA a T |= oA.
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Vétad., Je-li T=FA-B a TJ|=A- oA, potom
T |= A - o B (pravidlo indukce).

Dukaz. Necli M je struktura prd’. RozliSime 2 moZnosti:
oJe-liM |== A, je tvrzeni ¥ty disledkem vlastnosti spojky-,*“ .

*Neplati-liM |= - A, zvolmei nejmensi takové, 2d, |= A. TvrzeniM, |=o A, M; [=oB
jsou jednoduchymiisledky gedpoklad vety. Tedy pro vSechngplatiM; [=A -~ o B

Nect' M = (y,ny,1M,, .- ) j€ ®jaka temporalni struktura pro
mnozinu vyrokovych konstart¥ . Neclt’ i je pevre zvolené pirozené
¢islo. Temporalni strukturuM' | ktera vznikne zM posunutintasu Oi
kroka do budoucnosti, definujeme takto:

M' = (o', nis M2, )

kde m/'= m,; prokazdéj.M' jetaké temporalni struktura podlévodni
definice, ale budeme ji Usp@jnzapisovat jako

Mi = (nl y Ni+1 N2y -+ ’ni+j ’Tli+j+1 y ) .
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" J
Nasledujici tvrzeni je temporalni obdobdéty o dedukciv
klasické vyrokové logiceT|= (A - B) iff T,A|= B ).
TO{A}|= B praekdyz T|= oA-> B .

Sémanticky dkaz nebudeme provét ale povSimneme si, ze z
piesné obdoby klasickédty o dedukci plati jen tvrzeni

Je-li T|= A-B potom TUO{A}|=B.

Obracena implikace v LTL nepla@tati uvazovat pipad, kdyT
je prazdnad mnozina. Podlely 3 plati A|= oA pro
libovolnou formuli, ale implikace A - oA nemusi byt validni
formule. Neni pravdiva v zadné temporalni stridtiyl , kde
prorejakeé i aj >i plati Mj(A) = tt a M;A) = ff. Stai
uvazovat pipad, kdy A je rektera vyrokova konstanta.
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Binarni temporalni operatory

Oblibenym binarnim operatorem je temporalni obdoba progra-
mového konstruktwintil . Neiastji se zn& ALOB.

AlUB

Pro temporalni strukturuM , index i aformule A, B
definujeme pravdivostni hodnoti; (A0 B) nasledova

M, (AOB) =tt & M,;(B)=tt prongaké j,j>i a
M, (A) = tt pro kazdé k,i<k<]
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Dilezité validni formule

|=0=A=-0A |=0-A == oA
(1) |:O—|AE—| oA
|:|:|<>—|AE—|<>|:|A |=<>D—|AE—ID<>A

Nasledujici validni implikace nelze zesilit na elalence

|:A - OA |:DA—> A
|=c A OA |=oA S oA
|=o0A - 0A |=o0A - ocoA
|=AOB - 0A |=0oA - o0A
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Idempotence ¢,o0,00 a 0o

|= 00A= OA |=oocA= oA

=00 00 A=00A o000 A=o0 A

Ale operator pistiho stavu neni idempotentni. FormulecA= oA neni
validni.

Vlastnosti nekongych modalito¢ a ¢o: ,konzumuji* vSechny ostatni
modality s jednim argumentem, které jsou éaplikované. S mensim
nasilim na syntax formuli toieme kompakthvyjadit takto

|=(@0) A=o (o0) A=0 (00) A= o (0) A
|= 00 (o0) A=90o (od) A

|= (o) A=o (0o) A=0 (0o) A=o (0o) A
|= 00 (0o) A=90o (o) A
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Podle své definice jsou operatofya o0 povahyexiste@ni a operatory
0 a 0o povahyuniverzalnj zatimco operatord (until) je v prvnim
argumentu univerzalni a ve druhém argumentu existen
Wkazuji podobné chovani jako existai kvantifikator a univerzalni
kvantifikator v predikatove logice.

= 0 (AOB)= (0AQ 0 B) =00 (AOB)= (o0 Al o0 B)

|= o(AOB)=(mAOoB) |=0o0 (AOB) = (0o AOOo B)

Pro operéator] (until) a boolovské spojky konjunkce a disjunkce plati
tyto distributivni vztahy

I= (AOB)OC)=((A0C)O(BOC))
I= (AO(BOC)=((A0C)0(BOC))
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Operator o (next) se vztahuje k jedinéntasovému bodu, proto se distri-
buuje se vSemi boolovskymi spojkami.

|=o(AB)=(cAloB) |=o(A0B)=(cAloB)
|=o(A - B)=(cA-0B) |=o(A=B)=(cA=0B)

pfitom ekvivalence |=o-A =- oA |jiZ byla uvedena vySe.

Pro kombinace operatbuniversalni a existéni povahy plati jen
implikace, které nelze zesilit na ekvivalence.

|=(cAloB) -o(AOB) |=0c (AUB) - (0o A 0o B)
|= ¢ (AOB) - (CAOOB) |=c00 (AOB) - (o0 AOod B)

|=(A0C)J(BOC)) —((ADB) O C).
|= (AO(BOC)) —((AQ B)O(AD C))
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PovSimneme si, Ze uvedené operatory jsou monotokazdém argumentu.

|=o(A -B) - (cA - oB)
|= D(A —>B) - (ODA - ODB) |=D(A - B) - (ODA - ODB)

|=o(A -~ B) - (AOC) -(BO Q)
|=o(A - B) - (COA) - (COB))
|=(A0B)=B O(ADo(AO B))

Nakonec uvedemeiteZité charakteristiky temporalnich operatpomoci
pevnych bod.

|=0A=(AD00A) (3) |=oA=(ADonA)

Pozor :sice plati=ocA - (A - ooA), ale formule popisujici ogaou
implikaci (A - ooA) - oA urcité neplati !
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Priklady zdrofi dalSich informaci

Huth M., Ryan M.:Logic in Computer Science
Cambridge University Press, 2004

Programovy systerSPIN
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