
A6M33SSL: Vzorce ke zkoušce

25. května 2016

1 Vlastnosti podmı́něných rozděleńı

EY = E(E(Y |X)),

DY = D(E(Y |X)) + E(D(Y |X)).

2 Intervalové odhady parametr̊u normálńıho rozděleńı N(µ, σ2)

(Uvedeny pouze symetrické oboustranné odhady.)

Odhad středńı hodnoty při známém rozptylu σ2: x̄± σ√
n

Φ−1
(

1− α

2

)
.

Odhad středńı hodnoty při neznámém rozptylu: x̄± σ√
n
qt(n−1)

(
1− α

2

)
.

Odhad rozptylu:

〈
(n− 1)s2

x

qχ2(n−1)

(
1− α

2

) , (n− 1)s2
x

qχ2(n−1)

(
α
2

)〉.

3 Testováńı hypotéz

Typický tvar testu: Testovaćı statistiku T (přesněji jej́ı relaizaci t), která roste s parametrem θ, porovnáme s
kvantily př́ıslušného rozděleńı za předpokladu θ = c:

H0 HA H0 zamı́táme, když dosažená významnost P

θ ≤ c θ > c t > qT (1− α) 1− FT (t)
θ ≥ c θ < c t < qT (α) FT (t)
θ = c θ 6= c t > qT (1− α

2 ) nebo t < qT (α2 ) 2 min(FT (t), 1− FT (t))

Test středńı hodnoty normálńıho rozděleńı při známém rozptylu σ2:
x̄− c
σ

√
n testujeme na rozděleńı N(0, 1).

Test středńı hodnoty normálńıho rozděleńı při neznámém rozptylu:
x̄− c
sx

√
n testujeme na rozděleńı t(n− 1).

Test rozptylu normálńıho rozděleńı:
(n− 1)s2

x

c
testujeme na rozděleńı χ2(n− 1).

Test rovnosti rozptyl̊u dvou normálńıch rozděleńı (Fisher̊uv):
s2
x

s2
y

testujeme na rozděleńı F(m− 1, n− 1).

Test rovnosti středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı se známým rozptylem σ2:
x̄m − ȳn
σ
√

1
m + 1

n

testujeme na

rozděleńı N(0, 1).

Test rovnosti středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı s neznámým rozptylem:
x̄m − ȳn
s
√

1
m + 1

n

, kde

s2 =
(m− 1)s2

x + (n− 1)s2
y

m+ n− 2
, testujeme na rozděleńı t(m+ n− 2).

Párový pokus - test rovnosti středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı se známým rozptylem σ2:
x̄− ȳ
σ

√
n

2
testujeme na rozděleńı N(0, 1).

Párový pokus - test rovnosti středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı se neznámým rozptylem:
δ̄

sδ

√
n, kde

δj = xj − yj , testujeme na rozděleńı t(n− 1).

1



3.1 Testy korelace

rx,y =

n∑
j=1

(xj − x̄) (yj − ȳ)√√√√( n∑
j=1

(xj − x̄)
2

)(
n∑
j=1

(yj − ȳ)
2

) =

n
n∑
j=1

xjyj −

(
n∑
j=1

xj

)(
n∑
j=1

yj

)
√√√√√
n n∑

j=1

x2
j −

(
n∑
j=1

xj

)2
n n∑

j=1

y2
j −

(
n∑
j=1

yj

)2


= ρ(Emp(x,y)),

zx,y =
1

2
ln

1 + rx,y
1− rx,y

= h(rx,y), kde h(t) =
1

2
ln

1 + t

1− t
.

Test nekorelovanosti dvou normál. rozděleńı, H0 : ρ(X,Y ) = 0:
rx,y√

1− r2
x,y

√
n− 2 testujeme na rozděleńı t(n− 2).

Test nenulové hodnoty korelace dvou normálńıch rozděleńı, H0 : ρ(X,Y ) = c, kde c 6= 0:

(h(rx,y)− h(c))
√
n− 3 =

zx,y−µzx,y

σzx,y
, kde µzx,y = h(c) =

1

2
ln

1 + c

1− c
a σrx,y =

√
1

n− 3
, testujeme na rozd. N(0, 1).

Test rovnosti korelaćı dvou normálńıch rozděleńı, H0 : ρ(X,Y ) = ρ(U, V ):
h(rx,y)− h(ru,v)√

1
n−3 + 1

m−3

=
zx,y − zu,v

σZ
, kde

σZ =

√
1

n− 3
+

1

m− 3
, testujeme na rozděleńı N(0, 1).

4 Regrese

4.1 Lineárńı model dimenze 1

Y = θ0 + θ1X + E , yj = θ0 + θ1xj + ej .

Regresńı př́ımka 1:

y = θ̂0 + θ̂1x, y − ȳ = θ̂1(x− x̄),

θ̂0 = ȳ − θ̂1x̄, θ̂1 =

∑
j xjyj − nx̄ȳ∑
j x

2
j − nx̄2

=

∑
j(xj − x̄)(yj − ȳ)∑

j(xj − x̄)2
.

Odhad hodnot nezávisle proměnné v jednotlivých realizaćıch a chyby (rezidua): yj = θ̂0 + θ̂1xj , êj = yj − ŷj .
Regresńı př́ımka 2: x = θ̂∗0 + θ̂∗1y, x− x̄ = θ̂∗1(y − ȳ).

4.2 Interpretace regresńıch koeficient̊u

σ̂2
x =

1

n

∑
j

(xj − x̄)2 =
n− 1

n
s2
x = D Emp(x),

σ̂2
y =

1

n

∑
j

(yj − ȳ)2 =
n− 1

n
s2
y = D Emp(y),

cx,y =
1

n

∑
j

(xj − x̄)(yj − ȳ) = cov(Emp(x,y)),

rx,y =
cx,y
σ̂xσ̂y

= ρ(Emp(x,y)), θ̂1 =
cx,y
σ̂2
x

, θ̂1θ̂
∗
1 = r2

x,y.

Regresńı př́ımka 1: y − ȳ =
cx,y
σ̂2
x

(x− x̄),
y − ȳ
σ̂y

= rx,y
x− x̄
σ̂x

.
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4.3 Složky rozptylu regresńıho odhadu

Rozptyl modelu (vysvětlený rozptyl): σ̂2
ŷ =

1

n

∑
j

(ŷj − ȳ)2.

Reziduálńı rozptyl (nevysvětlený rozptyl): σ̂2
ê =

1

n

∑
j

ê2
j =

1

n

∑
j

(yj − ŷj)2.

Celkový rozptyl: σ̂2
y =

1

n

∑
j

(yj − ȳ)2 = σ̂2
ŷ + σ̂2

ê. Koeficient determinace: r2
x,y =

σ̂2
ŷ

σ̂2
y

= 1− σ̂2
ê

σ̂2
y

.

Odhady rozptylu σ2 p̊uvodńıho rozděleńı:

- max. věrohodný: σ̂2
ê =

1

n

∑
j

ê2
j = D Emp(ê),

- nestranný: σ̂2 =
1

n− 2

∑
j

ê2
j .

4.4 Rozděleńı odhad̊u a testy hypotéz o nich

Odhady rozptyl̊u regresńıch koeficient̊u:

σ̂2
θ̂0

=
σ̂2

n2σ̂2
x

∑
j

x2
j =

σ̂2
ê

n(n− 2)σ̂2
x

∑
j

x2
j , σ̂2

θ̂1
=

σ̂2

nσ̂2
x

=
σ̂2
ê

(n− 2)σ̂2
x

.

Test absolutńıho členu, H0 : θ0 = c:
θ̂0 − c

σ̂ê

σ̂x

√
1
n

∑
j x

2
j

√
n− 2 testujeme na rozděleńı t(n− 2).

Test směrnice, H0 : θ1 = c:
θ̂1 − c
σ̂ê

σ̂x

√
n− 2 testujeme na rozděleńı t(n− 2).

Test chyby regrese pro dané x, H0 : θ0 + θ1x = c:
θ̂0 + θ̂1x− c

σ̂ê

√
n+ 1 + n(x−x̄)2

σ̂2
x

√
n− 2 testujeme na rozděleńı t(n− 2).

4.5 Lineárńı model dimenze k

Y =

k∑
i=1

θiXi+ E , yj =

k∑
i=1

θixji + ej , y = Xθ + e.

Soustava normálńıch rovnic a jej́ı řešeńı: XTXθ̂ = XTy, θ̂ = (XTX)−1XTy.

Kovariančńı matice vektoru odhad̊u Θ̂: ΣΘ̂ = σ2(XTX)−1.

Reziduálńı součet čtverc̊u: RSS =

n∑
j=1

ê2
j .

RSS
σ2

pocháźı z rozděleńı χ2(n− k).

Odhady rozptylu σ2 p̊uvodńıho rozděleńı:

- maximálně věrohodný: σ̂2
ê =

1

n
RSS =

1

n

n∑
j=1

ê2
j ,

- nestranný: σ̂2 =
1

n− k
RSS =

1

n− k

n∑
j=1

ê2
j .

4.6 Intervalové odhady regresńıch koeficient̊u

cii je i-tý prvek na diagonále matice C = (XTX)−1.

Intervalový odhad regresńıch koeficient̊u při známém rozptylu σ2: θ̂i ± Φ−1
(

1− α

2

)
σ
√
cii.

Intervalový odhad regresńıch koeficient̊u při neznámém rozptylu:

θ̂i ± qt(n−k)

(
1− α

2

)
σ̂
√
cii = θ̂i ± qt(n−k)

(
1− α

2

)√RSScii
n− k

.
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5 χ2 testy

Test dobré shody pozorovaného rozděleńı s diskrétńım rozděleńım se známými parametry:

k∑
i=1

(ni − npi)2

npi

testujeme na rozděleńı χ2(k − 1).

Test dobré shody pozorovaného rozděleńı s diskrétńım rozděleńım závislém na neznámých parametrech:
k∑
i=1

(ni − npi)2

npi
testujeme na rozděleńı χ2(k − 1− q), kde q je počet parametr̊u rozděleńı odhadnutých na základě

téhož náhodného výběru.

Test dobré shody 2 diskrétńıch rozděleńı:

(
1

m
+

1

n

) k∑
i=1

(mi −mpi)2

pi
, kde pi =

mi + ni
m+ n

, testujeme na rozděleńı

χ2(k − 1).

Test nezávislosti 2 diskrétńıch rozděleńı:

k∑
i=1

m∑
j=1

(nij − npiqj)2

npiqj
, kde pi =

1

n

m∑
j=1

nij a qj =
1

n

k∑
i=1

nij , testujeme na

rozděleńı χ2((k − 1)(m− 1)).

4


