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1 Podminéna rozdéleni pravdépodobnosti

1.1 Motivacni dloha
Priklad (pocet es):
1. Hrac¢ ma 10 z balicku 32 karet, v némz jsou 4 esa. Ndhodn4 veli¢ina Y je pocet es v jeho ruce. Pravdépodobnost,
Ze ma y es, je
4y (32—4
(y) (10—y)

pY(y):Ta ye{071a2a374}a

(i0)

(hypergeometrické rozdéleni),

y 0 1 2 3 4
py(y) | 0203 0428 0.289 0.073 0.006
gy — 2045

320 4

2. Podivdm se na svych 10 karet (ze stejného balicku) a vidim, Ze nastal jev B: mdm 2 esa.
Tim se pravdépodobnost poc¢tu es prvniho hrace méni na

() Go—y)

pY\B(y) = 22 ) Y€ {Oa 172}3
(i0)
(vybirdme z 22 karet, mezi nimiz jsou 2 esa),
Y 0 1 2
py(ylB) | 2=0.286 20 =0.519 2 =10.195
10 10
EY|B)=—-2=—.

22 11

3. Obecngji: Ndhodn4 velicina X je pocet es v mé ruce a x jeji realizace (,,skuteénd hodnota“), tj. nastal jev
X =z
Pravdépodobnost po¢tu es prvniho hrace se méni na
4—mz\ (22—4+
( ya:) ( 10—yw)
Go)
10

(vybirdme z 22 — 4 + x karet, mezi nimiz je 4 — x es),

Pyix=2(y) = py|x (ylz) = ze€{0,...,4}, y€{0,...., 4 -z},

E(Y|X:x):£ (4-@:% 4-z), ac{0,... 4.

Tento vysledek popisuje rozdéleni ndhodné veli¢iny
5
E(VIX) =2 (4-X)

ktera nabyva hodnot

5 20 15 10 5

E(Y|X =2) = — (4— 20 1510 5

VX =) =17 ( x>e{11’11’11’11’ }
s pravdépodobnostmi

4 32—4

(a:) (1071’)

32 ’ xe{0?172a374}~
(10)

px(z) =py(z) =



T 0 1 2 3 4
EVX=2) [ 7§ 7§ 71 O
Ndhodn4 veli¢ina E (Y| X) mé stfedn{ hodnotu
20 15 10 5
EEY|X)) =— — )+ — 2)+ —
(EXIX)) = 7 px(0) + 7 px(1) + 77 px(2) + 17 Px(3)

:E(i(mnm>=<ﬂx4—am):<ﬂ_G-i)):i:EY.

1.2 Opakovani podminéné pravdépodobnosti

Pravdépodobnost (=pravdépodobnostni mira) P

Znaceni: P( . ) pravdépodobnostni mira,

P[ . ] pravdépodobnost jevu popsaného v zdvorce

(je-li argument jev, obé znaceni se shoduji)
Jev B, P(B) # 0 # P(B)

Vjev A: P(A) =c P(A|B) + ¢ P(A|B),
kde c = P(B), ¢ = P(B), tj.c+c = 1.

P je linedrn{ (dokonce konvexni) kombinace podminénych pravdépodobnosti P( . |B), resp. P( .
coz jsou oby¢ejné pravdépodobnosti popisujici jiné modely (kde B je jev jisty, resp. nemozny).
Nadale predpoklad P(B) # 0 budeme potiebovat,

piedpoklad P(B) # 0 nikoli.

1.3 Rozdéleni podminéné jevem

Podminéna pravdépodobnostni funkce py g diskrétni ndhodné veli¢iny Y za podminky B:

PY|B(y)

= Py =y|B] =

PlY =y, B]
P[B]

kde P[Y =y,B]=P{weQ|Y(w) =y,w € B}) =P ({w € B|Y(w) =y}).
Podminéna distribu¢ni funkce Fy|p ndhodné veliciny Y za podminky B:

Fy5(y)

kde P[Y <y,B] =P ({w € B |Y(w) <y}).

= P[Y <y|B] =

PY <y, B]
pPBl

Pro dany jev B ma vS8echny vlastnosti distribuéni funkce.

Definovana, i kdyz Y neni diskrétni
= podminénd kvantilova funkce gy |p

= podminénd hustota fy|p spojité nahodné veliciny

Fy sy / fy8(1)

= podminénd stiedni hodnota E(Y|B)
= podminény rozptyl D(Y|B)

1.4 Rozdéleni podminéné hodnotou diskrétni nahodné veliciny

Diskréini ndhodnou veli¢inu Y lze podmiriovat jevem X = z, pokud px(z) = P[X = z] # 0; pak
pyvx(y,x) = PY =y, X =z] = P[Y =y [ X =a]- P[X = 2] = py|x(ylz) - px(2),

Fyx(uz)= Y > pvx@t)= > > pyix(ult) px(t)

tit<zuruly trt<zu:uly

= > Fyix(ylt) -px(t).

t:t<zx

Obecnéji (pro libovolnou ndhodnou veli¢inu Y')

FY,X (y7 X

)= Z Fyx(ylt) - px(t).

t:t<x

|1B),



1.5 Rozdéleni podminéné hodnotou spojité nahodné veliciny

Nelze podminovat jevem X = z, nebot P[X = z] = 0; pouZijeme misto toho hustotu fx(z) (je-li nenulova) a
definujeme analogicky podminénou hustotu fyx: R2 — (0, 00) jako libovolnou funkei spliujict

frx(y,z) = fY|X(y|$) fx (),

presnéji a obecnéji

Frxo) = [ Fexln - sx@ar= [ [ prixtul - e,

1.6 Vlastnosti podminénych rozdéleni

Muze existovat

podminénd stiedni hodnota E(Y|X = z)

resp. podminény rozptyl D(Y|X = x)

jako funkce E(Y|X), resp. D(Y|X) proménné z.

Pokud argument x nezname, ale nahradime ndhodnou velicinou X, pak podminénd stfedni hodnota, resp.
podminény rozptyl je ndhodn4 veli¢ina a muze mit obvyklé charakteristiky, napt. E(E(Y| X)), D(E(Y|X)), E(D(Y|X))...
Ty, pokud existuji, splauji rovnosti

E(EY|X)) =EY,
DY = D(E(Y|X)) + E(D(Y|X)).

1.7 Priklady podminénych rozdéleni

Priklad: Prvni hra¢ hodi étyfmi stejnymi mincemi; ty, na kterych padne lic, si ponecha jako vyhru (ndhodna
velicina X). Poté druhy hra¢ hodi zbylymi mincemi; ty, na kterych padne lic, tvoif jeho vyhru (ndhodnd
veli¢ina Y'). Popiste sdruzené rozdéleni X,Y, marginédln{ rozdéleni X a Y, podminénd rozdélen{ Y| X a X|Y.
U vSech rozdéleni stanovte (podminénou) stfedni hodnotu a (podminény) rozptyl.

Regent: (Cl’sla za tabulkami jsou pravdépodobnostni funkce marginalnich rozdéleni, coz v pfipadé sdruzeného
rozdéleni jsou Fadkové, resp. sloupcové soucty.)

PX)Y
y 0 1 2 3 4 |px(
xT
0 T 1T 3 T L | L
2%6 634 1%8 614 256 116
) P - I
2 i i s 00 8
3 % $ 0 0 0 ]
: T
D) eyl
EX=2, EY=21+Z2+33+554=1
Py |x
Yy 1 2 3 4 | px(z) EY|X =2
T
0 ¥ 1 3 ] w/| 1 2
1 1 3
; I B S H
’ S S A s
3 5 3 0 0 0 7 3
4 1 0 0 0 0| & 0
81 27 27 3 1
T g2 s T ko
EEY]X) =52+ 51+ =1=EY



Px|y
y | 0 1 2 3 4 |px(x)
X
0 T 1 I I 1 1
1 ¥ 7 1 3 |7
) [ B B
3 Z 8 7 0 0 i
8oz i
4 a1 0 0 0 0 i
Y 3 33
8T 8 , 27 27 4 , 3 2
((X|Y))_7§+ 12+ g3 tas=2=EX

Piiklad [Wassermann 3.8.22, rozsifeno|: Nechf 0 < a < b < 1. Ndhodn4 veli¢ina X m4 spojité rovnomérné
rozdéleni na (0, 1), pomoci nf jsou definovany ndhodné veli¢iny Y, Z:

| 1 proX <,
Y { 0 jinak,
| 1 proX >a,
Z= { 0 jinak.
Jsou veliciny Y, Z nezavislé? (Zduvodnéte.)
Najdéte E(Y|2), D(Y|Z),E(E(Y|Z)), E(D(Y|Z)), D(E(Y|Z)) a ovéite rovnost DY = D(E(Y|Z)) + E(D(Y|2)).
Reseni:
Py,z
y 0 1| pz(2)
z
0 0 a a
1 1-b b—a|l—-a
py(y) 1-0 b
Py |z
y | 0 1 |pz(2) E(Y[Z=2) D(YI[Z=2)
z
0 0 1 a 1 0
b b—a b—a 1-b) (b—a
1 e 1a|l-a 1—a : (112)2 :
EEY|Z)=1-a+22.(1-a)=b=EY
b) (b—a —b) (b—a
(D(Y|Z): Jr(l(l)fl)z )'(1*(1):(1 1)_(a )

)
D(E(Y|2)) = E((E(Y|2))*) - (E(E(Y|2)))* =17 a +
—_————

(BY)2
(1-b) (b—a) a(1-b)2%
1—a + l—a

D(E(Y|Z)) + E(D(Y|2)) =

2 Regrese

neboli ndhrada pozorované zavislosti vhodnou funkeci.

2.1 Odhad konstanty

Uloha 1: Odhadujeme spojitou ndhodnou veli¢inu Y, predpokladédme
Y=9+E&,

kde ¢ € R je nezndmy parametr,
€ je nahodnd velicina (chyba, $um) s rozdélenim N(0, 0?),



o2 je (konstantni, zndmy nebo nezndmy) rozptyl,

fe(t) = n . exp <t2) ;

27 202

2
fr®) = wlﬁ exp (‘W) '

Vstupy: posloupnost realizaci vzniklych nezévislymi pokusy (realizace ndhodného vybéru z rozdéleni n. v. Y)

y:(y17"'7yn)~

Predpokladame
Y; = 9 + €5,

kde (eq,...,e,) je realizace ndhodného vybéru z rozdéleni N(0, o2).

2.2 Odhad konstanty metodou maximalni vérohodnosti

ﬂ)szy@j):Hﬁ o (277
A(W) =In A9 Zlnfy ;) Z <—lna\/ﬂ — W) =

=-nlnov2 202 Z

konst.

konst
()

9= argmax AW) = argmax A() = argmin k() =
= argmm z - 19 = argmm z €;

= metoda nejmensich ¢tverca

0:‘9“(19):? Zy?—21§2yj+m§2 :—QZZ/J“FQ?“??

J J J

Realizace vybérového prumeéru § = odhad metodou nejmensich étvercu = max. vérohodny odhad (za predpokladu
normélniho rozdéleni chyb)

2.3 Reseni bez piedpokladu normality

Obecnéji (pokud £ mé stfedni hodnotu)
EY =9+ EE.

Realizace vybérového pruméru § = odhad metodou nejmensich ¢tvercu # max. vérohodny odhad (ten muze
byt vychyleny)



2.4 Odhad funkce: obecny nelinearni model
Uloha 2: Odhadujeme spojitou ndhodnou veli¢inu Y, pfedpokladame
Y =g(X)+¢&,
kde X je nezdvisld vysvétlujici ndhodnd veli¢ina,jejiz hodnoty muzeme méfit (spojitd nebo diskrétni),
g: R — R je neznamd funkce (z4visld na nezndmych parametrech),

€ je nahodnd velicina s rozdélenim N(0, 0?),
o2 je (konstantni, zndmy nebo neznamy) rozptyl,

frix(ylz) = a\}ﬁ exp (—W) .

Vstupy: realizace ndhodného vybéru ze sdruzeného rozdéleni n. vektoru (Y, X)

<y7x) = ((ylvxl)v RN (yn"rn)) :

Predpoklddame y; = g(z;) +e;,
kde (eq,...,e,) je realizace ndhodného vybéru z rozdéleni N(0, o2).
ResSeni: Pokud vime, ze X = z, pfejdeme k podminénym pravdépodobnostem a jejich stfednim hodnotam:

EY|X =z) = E(g(X) + €|X = x) = E(9(X)|X = 2) = g(x),

Odhad (hodnot) funkce g(z) = odhad podminénych stfednich hodnot E(Y|X = ).
Problém: Jak je odhadnout z realizace ((y1,21), ..., (Yn,n))?
Reseni: Odhad §(z) = aritmeticky prameér téch y;, pro kterd z; = , tj.
. 1 .
9(z) = 737 >y, kde M(z)={j€{l,...,n}:2; =2}
Ml 2

Problém 1: Lze pouzit pouze pro velky rozsah vybéru ve srovnéni s poé¢tem moznych hodnot n. v. X, rozhodné
pouze pro X diskrétni!

Problém 2: I pro rozsahlad data neni postup vhodny, nabyva-li X mnoha hodnot — pfetrénovani: do modelu
zahrnujeme i statistické chyby jednotlivych vysledk.

Reseni: Omezime se na modely (funkce g), které maji mnohem méné parametri, nez je hodnot n. v. X.

Tim je umoznéna téz statisticka indukce, tedy zobecnéni vysledku i na ty hodnoty n. v. X, které dosud
nebyly pozorovany.

2.5 Odhad nahodné veli¢iny: linearni model dimenze 1
Uloha 3: Odhadujeme spojitou ndhodnou veli¢inu Y, predpokladdme

Y=Y +NhhX+E,

kde 99,91 € R jsou nezndmé parametry (regresni koeficienty),
€ je ndhodn4 veli¢ina s rozdélenim N(0, o%),

o2 je (konstantni, znAmy nebo neznamy) rozptyl,

X je nezavisla vysvétlujici ndhodna veli¢ina,

— g — V1 2)*
Tyix (ylz) = o\}ﬂ exp <—W> :

Vstupy: realizace ndhodného vybéru ze sdruzeného rozdéleni n. vektoru (Y, X)

(y,w) = ((yhml)v KR (ymxn» :

Piedpoklddame y; = ¥g + 91 x; + €5, kde (e1,...,e,) je realizace ndhodného vybéru z rozdéleni N(0, 0?).



2.6 ReSeni metodou maximalni vérohodnosti: linearni model dimenze 1

2
exp ((yj — Yo — V1 ;) > ’

202

Pfi zndmém rozptylu o2:

1
A(9g,91) = Jz;) =
(Yo, 1) 1;[fY|X(yJ|'rJ) Ham
1
AVo,01) =InA(9g, Y1) = —n Ino V27 — P Z (y; — 9o — V1 25)°,

konst. ~ J
konst.

K(’l907’l91)

¥ = argmax A(Jg, 1) = argmax \(Jg, ¥1) = argmin (g, V1)

90,01 V0,01 Yo,91
= argmin E (y; — Yo — Y1 x;)” = argmin E e;
Yo T do91

= metoda nejmensich ¢tvercu
odhad metodou nejmensich ¢tverci = max. vérohodny odhad (za predpokladu normélniho rozdéleni chyb)

B, 0 . .
ozmzznﬂo—22yj+2ﬂlzxj,
J J

Vg
D SEEIED SES
"5 "
Jo=7—017.

Dosadime do
02%:2191Zl‘?—QZl‘jyj—f—QﬁoZIj:
=20, ) 2?-2> xjy;+2nz (37—19193)7
J J N———
Jo
Xy myy—nky o (w;—2) (Y — )

Dy = A
> i —na? >, (z; —2)°

a do odhadu chyb

2.7 Regresni primka 1

Je tvofena body (z,y), které spliuji rovnici

Yy = ’l§() + 191 X .
Véta: Bod (Z,y) lezl na regresni piimce,
§="1o+ 0z

Ditkaz: Uz jsme odvodili Jy = § — 0, Z.
Odectenim dostavame rovnici regresni primky ve tvaru
y—g =1 (x—1z) .
Sklon (smérnice) regresni piimky U1 se nezméni, pokud pficteme konstantu ke v§em hodnotdm nézavisle, resp.

zavisle proménné. Mohli jsme od nich napt. odeéist realizace vybérovych pruméru Zz, resp. ¥ a zjednodusit si
vyrazy.



2.8 Regresni primka 2

Poznamka: Lze také odhadnout linearni zdvislost X na Y dle modelu
X=9,+9Y+E&",

smérnice regresni piimky vyjde
> (@i =) (y; —9)
2 :
Zj (yj — )

Vysledkem je obecné jina regresni piimka, jejiz rovnici lze psat ve tvarech

91 =

x:1§3—|—1§’{y,

y—y=—(z-1).

2.9 Interpretace regresnich koeficienti

Oznaéme odhady rozptyla a kovariance:

N 1 _ n—1
3= L Y@~ 2 = "1 2~ DBmp(e).
J
R 1 N n—1
oy = 20— 9) = = — s, = DEmp(y).
J
1 _ _
Caoy = > (z; — ) (y; — §) = cov(Emp(z, y)).

J
Odhad korelace = realizace vybérového koeficientu korelace =
z,Yy T
Vi =22 iy —9)? 0=

Lze psét
- c
U = iEQy
O-w
Rovnice regresni primky pro zavislost Y na X:
y_g:ﬁl (l'—(E) ’
_ Ca, _
y—y= Amgy (JC— )7
Uw
y—1y r—T
~ - T:E,y ~ 9
y T

rovnice regresni piimky pro zdvislost X na Y (to je jina piimkal):

x_‘i:ﬁi(y—g)v

_ Ca _
r—r=—2L(y—7),

52
Ty
r—x y—y
~ =T ~
Oz Y Oy
2
<. ; ~z or 2 , «+ 9 0 (4
Smérnice obou regresnich pfimek maji stejna znaménka a soucin ¢, ¥7 = ﬁ = riyy ,
G2 6.
z %y

takze rg .y =

01 9% sign(dy).



2.10 Chyba linearni regrese

Odhadli jsme linearni regresni funkci g, . .
g(x) ==Y+ z,

pomoci ni hodnoty nezavisle proménné v jednotlivych realizacich

95 = §(x;) = o+ ay,

Y= (yla"'agn)

a chyby (rezidua)

ej=y;—g=y;—Vo—tha;=y; —y—h (¥, - ),

2.11 Slozky rozptylu regresniho odhadu
(Nekdy se nedéli n.)
1
Celkovy tyl (angl. total variation) := 6. = — —7)2.
elkovy rozptyl (angl. total variation) := &, - Z(yj 7)

. ., ~92 1 ~ —\2

Rozptyl modelu (angl. explained variation) := 65 = — Z(y] 7).
n

Rezidualni rozptyl (angl. unexplained variation) :=

: :/\2_
ej—
J

AR

[
S|

o

Z(yj - 9%

Sl A2 A2 | A2
Véta: 6, =05 + 03
~ 92 A2
Ox o4
Véta: rl, = 2 =1- £,
zy ~ 52 52
y Y

2.12 Odhad rozptylu

Max. vérohodny odhad rozptylu puvodniho rozdéleni:

se 1 2
)\(190,191,0’)2—711110' 27T—ﬁ2'(yj—190—191$j) =
J

1
=-nlhv2r—nlno - — e2,
— 202 £~
konst. J
8)\(190,191,0’) n 1 2
0= oo :_E"‘ngj:ejv

feSenim je

DEmp(é).

Q>
(IR ]
|
S|~
-
>
SN
I

Tento odhad je vychyleny; nestranny odhad je (odvozeni viz [Likes, Machek])

. 1 R 1 - - 2
02:71—2 6?:n_22(yj*190*1911:j> .
J

10



2.13 Rozdéleni odhadu a testy hypotéz o nich

Véta: Odhady U, U1, 62 skuteénych parametrii 99,91, 0? jsou nestranné, konzistentni, asymptoticky normélni.
Odhady rozptylt regresnich koeficientt

62 = 9 xzszxz
Yo 252 £«"J  n(n-—2)63 7
J

52 = % _ Te
Y1 néZ  (n—2)62

nejsou nezavislé.

testujeme na rozdéleni t(n — 2).
Test smérnice, tj. nulové hypotézy Hy: v = c:

testujeme na rozdélen{ t(n — 2).
Test chyby regrese 99 + ¥1 & pro dané x, tj. nulové hypotézy Hy: Yo + Y12 = c:

1904’1911’76 m

Goyfn+14 22

testujeme na rozdéleni t(n — 2).

2.14 Testy korelace

Test nekorelovanosti (nulovosti korelace): Za piedpokladu Hy: o(X,Y) = 0 testujeme

2y p—2=22n—2

/1 _ 2 Oe
1 = é

na rozdéleni t(n — 2). (Zde Z—y je pomér smérodatnych odchylek odpovidajicich vysvétlené a nevysvétlené ¢asti

celkového rozptylu.) :
Test (nenulové) hodnoty korelace: Ozan¢me funkci

1. 14t
h(t) = = In — |
(t) =5 I

Za predpokladu Hy: o(X,Y) = ¢, kde ¢ # 0, pochédzi

1. 1+
2,y = h(?"m’y) = 5 In #
w’y

z rozdéleni ptiblizné N (u, 02), kde

1 1+e¢
pi=hle) =5 In—2,
o2 = 1 ,

n—3
_ 1
g = n_3



Normované kritérium

L = (hray) — h(e) V=3

o
testujeme na rozdéleni N (0, 1).
Test rovnosti dvou korelaci: Z nezavislych vybéru rozsahu n, resp. m, vypoc¢itame vybérové koeficienty
korelace 7y 4, T€SP. Ty,v, 2 hich

1 1+
Rx,y T h(rm,y) = 5 In ﬁ,
m’y
1 1+7r
Zu,v = h(ru,’v) = 5 ln# .
-~ Tu,v

Za pfedpokladu Hy: o(X,Y) = o(U,V) pochdzi z = 2z y — Zuw = A(Ta,y) — h(ru,w) z rozdéleni priblizné
N (0,0%), kde

Normované kritérium

testujeme na rozdéleni N (0, 1).

2.15 Priklad pouziti

Piiklad 1 [Markechova, Tirpdkova, Stehlikova, pf. 9.3, 9, 13]: Méfili jsme vysku X [cm] a hmotnost Y [kg]
n = 10 zakq, vysledky jsou v tabulce:

z; [em] | 1561 154 165 146 158 172 142 169 176 133
y; kg] | 43 48 56 42 55 54 44 49 55 33

Odhadneme parametry jednotlivych rozdéleni (kterd povazujeme piiblizné za normélni):
T=+ Y, =1571cm
2=+ > ;(x;—7)* = 154.7 cm?

n

z = /02 =124 cm
:%Zy]:484kg
=+ 2,y — §)* = 37.44 kg

2
Yy n
y=1/0y 2 =6.12 kg

2.15.1 Odhady koeficienta 1. regresni pirimky

<SPy

6

191 Z (wai) (y;—9) _ ZZJ:IJJ?;’anJ/’y = 0.421 kg/cm

190—:1/ 191.13——1778kg
Rovnice 1. regresni piimky (ve stejnych jednotkdch jako vyse):

y=1vo+d12=—17.78 +0.421 2,
nebo

y_g:’gl ($—§7) ;
y— 48.4 = 0.421 (z — 157.1) ,

napi. pro vysku x = 160 cm dostdvame odhad hmotnosti y = 190 + 9y 2 = —17.78 + 0.421 - 160 = 49. 6 kg.
Kontrola: Bod (z, %) lezi na 1. regresni piimce, g + ¢ & = —17.78 + 0.421 - 157.1 = 48.4 kg.

12



2.15.2 Odhady koeficienta 2. regresni piimky

Qs __ Z]‘ (z;—2) (y;—9) -
97 = = - 1.74 cm / kg

Ot =z — 075 =729 cm
Rovnice 2. regresni piimky: A A
r=05+0]y=729+1.74y,
nebo
x—157.1=1.74 (y — 484) ,
1 _
—yJ==—(r—2),
A » (z —7)
y —48.4 = 0.575 (x — 157.1)

napf. pro hmotnost y = 50 kg dostavame odhad vysky x = o+ D1z = 729+ 1.74 - 50 = 160 cm. (To nend
totéz jako u 1. regresni primky!)
Kontrola: Bod (Z,y) lezi na 2. regresni piimce, ¥§ + vy = 72.9 + 1.74 - 48.4 = 157 kg. (Jen pribliznd shoda
kvili zaokrouhlovaciém chybdam.)
Soucin smérnic obou regresnich piimek:
9197 =0421-1.74 = 0.733 =12,
Tz,y = V0.733 = 0.856.

(Kladné znaménko vyjadiuje, ze vétsim hodnotdm vysky odpovidd v prumeéru vétsi hmotnost.)
http://1lib.stat.cmu.edu/DASL/Stories/USCrime.html

58

56

54

52

50

48

46

44

42

40

38
135 140 145 150 155 160 165 170 175 180
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2.15.3 Odhady rozptyli, kovariance a korelace

1
52 = - > (z; —7)* = 154.7 em?,
J
. 1 2 .
JZ = Z(yj — )% =37.44 kg?,
J
1 _ .
Coy =~ > (2 =) (y; — ) = 65.2 kg em,

> =) (y; — 7)) Coy . 65.2

YT w2, g ety VISLT 3T

2.15.4 Chyba linearni regrese
Odhady hodnot nezévisle proménné a chyby (rezidua)
g = Do+ E

éj:yj—i%—@lxj,

= g = = (0.856.

y; [kg] | 45.8 47.1 51.7 43.7 488 54.7 420 534 56.4

40.4

é kg | —28 09 43 -17 62 —-07 20 —44 -14

—24

Kontrola:

@)
||
||
<

S|l— 3|
®>
||

i
>

2.15.5 Slozky rozptylu

1
Rozptyl modelu: &3 =— Z@J — )% = 27.44 kg?
' lj 1
A2 _ 22 _ L2 2
Rezidualni rozptyl: 63 = n 2. = Z(yJ 7;)° =10 kg
J J
1
Celkovy rozptyl: 63 = — Y (y; — §)> = 3744 ke® = 63 + 62
n =
J
Kontrola:
~2 .
7,2 _ 0-'.‘7 =1— O—g
T,y 52 52’
Yy Yy
27.44 10
0.733 = =
37.44 37.44

2.15.6 Odhady rozptylu puvodniho rozdéleni

Max. vérohodny:

nestranny:




2.15.7 Testy korelace

Test nekorelovanosti (nulovosti korelace): Nulovou hypotézu Hy : ¢(X,Y’) = 0 posoudime podle (realizace)
statistiky

Tow gy . 0856

2 /10— 2 =4.69,
-y V1 —0.8562

o 27.44
Y(n—2)=4/——(10—2)=4.69.
2=/t 0-2
Testujeme ji na Studentovo rozdéleni t(8). Pro oboustranny test (alternativni hypotéza Hy : o(X,Y) # 0)
vychdzi dosazend vyznamnost 0.00078, pro jednostranny test (alternativni hypotéza Hy : o(X,Y’) > 0) 0.0016,

coz dovoluje obé hypotézy zamitnout na vysoké hladiné vyznamnosti.

(Samozrejmé nelze zamitnout nulovou hypotézu Hy : o(X,Y) > 0 proti alternativnd hypotéze Hy : o(X,Y) < 0.)
Test (nenulové) hodnoty korelace: Testujeme nulovou hypotézu Hy : o(X,Y) = ¢ proti alternativni hypotéze
H; : 9o(X,Y) # ¢ napt. pro ¢ = 0.6. Provedeme nelinedrn{ transformaci obou porovnavanych hodnot:

1. 147, 1. 140856 .
2y = = 1 Y= ] =1.28,
YT T e, 210856
1 1+¢
=1 =0.693
2 "1 ’
jejich rozdil poméfujeme smérodatnou odchylkou
1.
UZX,Y = m = 0378,
testujeme
1.28 — 0.693
- =1.55
0.378

na rozdéleni N (0, 1), coz nestaci k zamitnut{ nulové hypotézy na hladiné vyznamnosti 5 % (ani pro jednostranné
hypotézy Hy: o(X,Y) <e¢, Hy: o(X,Y) > ¢).

Test rovnosti dvou korelaci: Pokud v jiném prizkumu rozsahu m = 20 vysel odhad korelace stejnych
nahodnych velicin napf. d = 0.4, transformujeme i tuto hodnotu:

1 1+d 1 1404

PR R R ey R
rozdil poméfujeme smérodatnou odchylkou
ni3+ﬁ = 0.449,
testujeme 98— 0424
Tod19 =1.91

na rozdéleni N (0, 1), coz nestac¢i k zamitnuti nulové hypotézy o rovnosti obou korelaci na hladiné vyznamnosti
5% (ale muzeme na této hladiné zamitnout jednostrannou hypotézu Hy : o(X,Y) < d proti Hy : o(X,Y) > d).

2.16 Odhad nahodné veli¢iny: linearni model dimenze £

Uloha 4: Odhadujeme spojitou ndhodnou veli¢inu Y pomoci k vysvétlujicich ndhodnych velicin X4, ..., X
na zakladé realizace nahodného vybéru

((yl,mlh R 7x1k)a SRR (ym Tnly--- ,Z‘nk)) )
kde n > k, obvykle n > k. Predpokladame linearni model

k
Y:ZﬁiXi—i—E,

i=1
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kde 9 = (91, ...,9;)T € R¥ je (sloupcovy) vektor neznamych parametti (regresnich koeficientii),

€ je nahodnd veli¢ina s rozdélenim N(0, 02),

o2 je (konstantni, zndmy nebo neznamy) rozptyl,

Otéazka: Kam se podél absolutni ¢len ¥y z modelu dimenze 17

Odpovéed 1: Je-li potiebny, lze jej zahrnout tak, ze jedna z vysvétlujicich proménnych je konstanta, BUNO 1.
Odpovéd 2: Od vsech velicin Y, X1, ..., X}, lze odeéist jejich vybérové priuméry.

Pro realizace dostavame

k
yi = Vizji+ej,
1=1

maticovy zapis:

y=X9J+e,
kde y = (y1,...,yn)",e = (e1,...,e,)T € R™ jsou (sloupcové) vektory realizaci (nezdvislyich) ndhodnych
velicin,
r11 T2 ... Tik
To1 T2z ... X2k
X =
Tnl Tp2 ... Tnpk

Max. vérohodny odhad (za pfedpokladu normélniho rozdéleni chyb) = odhad metodou nejmensich ¢tvercu 9;
ktery minimalizuje rezidudlni souéet &tvercu (angl. residual sum of squares, RSS)

RSS:Zé?:Z(%_Zﬁi%i) = ||eH2= Hy—XﬂH .
Jj=1 1 i=1

Jj=

Geometrické Feseni: X 9 je linedrni kombinace sloupct matice X, kterd m& nejmensi euklidovskou vzdédlenost
od y, tj. kolmy prumét y do linedrniho podprostoru generovaného sloupci matice X.
Ten je charakterizovan tim, ze kazdy jeho vektor z je kolmy na sloupce matice X, tj.

XTz=0.
= soustava normalnich rovnic
XTX9=XxTy.

Predp.: X ma plnou hodnost, k.

Pozn.: To je obvykly piipad, ale pro redlna data nelze zarucit. Pokud to neni splnéno, lze néjakou vysvétlujici
proménnou vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich a v modelu ji vynechat.

Disledek: (Symetrickd) matice soustavy normalnich rovnic X7 X je reguldrni, feseni je

D= (XTX) XxTy.
Pozn.: Matice (XT X)_1 XT je pseudoinverze obdélnikové matice X. Vynasobime-li ji matici X zleva,
dostaneme jednotkovou matici.

Véta: Vi : 9; (presnéji ©;) je nejlepsi nestranny odhad 9.
Kovarianéni matice vektoru odhadu © je

je nejlepsi nestranny odhad vysvétlované ndhodné veli¢iny Y v bodé x.
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2.17 Intervalové odhady regresnich koeficienti pfi znamém rozptylu

Véta: (Symetricky) (1 — a)-konfidenén{ interval pro odhad parametru 9; je
éii(pil (17%) (Eé)“ :’lgl':l:q)71 (17%) T +\/Cij

kde (26)“., resp. ¢;;, je i-ty prvek na diagondle matice X4, resp. C := (XT X)fl.
Pozn.: I pro intervalovy odhad jednoho regresniho koeficientu potiebujeme vypocitat matici (X X )_1.
Pokud rozptyl nezndme, je potieba jej nahradit odhadem (viz ddle).

2.18 Odhady rozptylu ¢? ptivodniho rozdéleni

Maximélné vérohodny:

nestranny:

R
% pochézi z rozdéleni x2(n — k).

Odhady Rgs a ¥ jsou nezavislé. (Nikoli vsak jednotlivé slozky vektoru 9 mezi sebou!)
2.19 Intervalové odhady regresnich koeficienti pii neznamém rozptylu
Véta: (Symetricky) (1 — a)-konfidenéni{ interval pro odhad parametru 9; je

N a\ A « Rgsci;
D £ Gin—k) (1 - 5) 0+/Cii = Vi £ Qy(nr) (1 - 5) ' nsi At

kde ¢;; je i-ty prvek na diagondle matice C' = (X7T X)_l.

3 Volba vysvétlujicich proménnych

Muzeme vyhodnotit, zda se jednotlivé regresni koeficienty statisticky vyznamné lisi od 0, napf. pro zavislost
kriminality na ruzngch socidlnich faktorech ve stétech USA v r. 1960 (pfevzato z [Wasserman] a
http://lib.stat.cmu.edu/DASL/Stories/USCrime.html):

Popis proménnych v origindle (Intercept=absolutni ¢len):

Crime rate: # of offenses reported to police per million population

The number of males of age 14-24 per 1000 population

Indicator variable for Southern states (0 = No, 1 = Yes)

Mean # of years of schooling x10 for persons of age 25 or older

1960 per capita expenditure on police by state and local government

1959 per capita expenditure on police by state and local government

Labor force participation rate per 1000 civilian urban males age 14—24

The number of males per 1000 females

State population size in hundred thousands

Unemployment rate of urban males per 1000 of age 14-24

Unemployment rate of urban males per 1000 of age 35-39

Median value of transferable goods and assets or family income in tens of $
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Covariate B\j s’é(gj) t value p-value

(Intercept) -589.39  167.59 -3.51  0.001 **
Age 1.04 0.45 2.33 0.025 *
Southern State 11.29 13.24 0.85 0.399
Education 1.18 0.68 1.7 0.093
Expenditures 0.96 0.25 3.86 0.000 ***
Labor 0.11 0.15 0.69 0.493
Number of Males 0.30 0.22 1.36 0.181
Population 0.09 0.14 0.65 0.518
Unemployment (14-24) -0.68 0.48 -1.4  0.165
Unemployment (25-39) 2.15 0.95 2.26  0.030 *
Wealth -0.08 0.09 -0.91 0.367

Muze se zdat, ze napt. vyss$i vydaje na vzdélani a prevenci kriminality souvisi s vyssi kriminalitou. To ovSem
muze byt z mnoha jinych duvodu nez je kauzaln{ zdvislost (v kterémkoli sméru).

Naopak nékteré vysvétlujici proménné, napft. ,,jizni staty“, jsou ,,zbyteéné“. Jejich vynechanim se model témeér
nezhorsi a pritom zjednodusi.

3.1 Kritéria pro vybér modelu

underfitting: ptili§ jednoduchy model, nepfesny
overfitting: zbytecné slozity model
Kritéria vyvazuji pocet vysvétlujicich proménnych a chybu modelu (obvykle Rgg), napf.

Rss(S) +252 |S| s

kde S je mnozina vybranych proménnych, |S| jejich pocet a Rgs(S) je rezidudlni soucet Ctvercu modelu
pouzivajicitho pouze proménné z S.

)\576|S|,

kde As je logaritmus vérohodnosti modelu pouzivajictho pouze proménné z S. Doporucené hodnoty ¢ napt. 1
nebo % Inn.
Zde nezalezi na pouzitych jednotkdch, nebot porovnavime pouze relativni pfesnost jednotlivych modeld.

3.2 Volba vysvétlujicich proménnych

A. Postupné pridavame vzdy tu proménnou, kterd nejvic vylepsi kritérium.

B. Pouzijeme v8echny proménné a postupné ubirame vzdy tu, kterd nejvic vylepsi kritérium.

C. Za¢neme od jakékoli podmnoziny kritérif a ndhodné ji upravujeme (pridéni/ubréni/vymeéna), vétsi pravdépodobnost
ddme zménam, které vic vylepsuji kritérium.

3.3 Rozdéleni na trénovaci a testovaci data, cross-validation

Misto skuteéné chyby pouzivame jeji odhad na zakladé trénovacich dat.

Testovaci data by méla byt s trénovacimi disjunktni.

Uspornéjéi postupy:

cross-validation: rozdélime data na m disjunktnich mnozin, vzdy pouzijeme jednu jako testovaci a ostatni
jako trénovaci,

leave-one-out cross-validation: extrémni piipad pfedchoziho pro m = n.
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