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Porovn ani dvou skupin

Porovnéni dvou
normaélnich rozdéleni

Alternativy

Vite, jaky je rozdil mezi socialismem a kapitalismem?

V socialismu jeden clovék vyuzivd druhého.
V kapitalismu je to presné naopak.
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Porovn ani dvou norm alnich rozd éleni
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Test stf. hodnot dvou norm alnich rozd éleni se zn amym rozptylem

Predpoklad: Mame 2 nezivislé vybéry

(X1,...,Xn) zrozdéleni N(E X, 0?) a

Porovnéni dvou
normadlnich rozdéleni

— 2
CEXvsEY, o2 zn. (Y1,...,Yy) zrozdéleni N(E Y, 07).
eEXvVvsEY, o2 nezn.

e PEEXvSEY Postup: Plati, Ze

e Parovy pokus
e Parovy t-test
o Pk: parovy f-test X, mé rozdéleni N | E X,
eDXvsDY
e F-rozdéleni
Pr:DXvsDY \/ 4 al {
o b Xvs Y, ma rozdéleni N [ EY,
*qx vsqy
e Pf: gy vs gy
_ 1 1

* Simpsonity paradox X, — Y, mé rozdéleni N (E X —-EY,o? (— + —)) :

Alternativy m n

).

) , takze

3|ql\J §|qr\>

Za pfedpokladu EX =EY

Xm_Yn

———— maé rozdéleni ,1).
— zdéleni N(0, 1)

U\/E‘I’ﬁ

Testujeme realizaci t na rozdéleni N(0, 1), jako jsme to délali v testu stfedni hodnoty

N(u,0?) pfi zndmém o2,

T :=
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Porovnéni dvou
normaélnich rozdéleni

OEXVSEY,J2 zZn.
eEXvsEY, (72 nezn.
e PI-EXvVsSEY

e Parovy pokus

e Parovy t-test

e Pf: parovy f-test
eDXvsDY

e F-rozdéleni
ePi-DXvsDY

*qx Vs qy

e Pf: gy vs gy

e Simpsontiv paradox

Alternativy

Test stf. hodnot dvou norm alnich rozd €leni s nezn amym rozptylem

Predpoklad: DX = DY = ¢2.

Mame-li dtivod véfit, Ze predpoklad neni splnén, méli bychom pouZit neparametricky
test. (Dtivod vérit? Znalost procesu, ktery data generuje; zfejmé odchylka od normality v

grafech; statisticky test normality rozdéleni; .. .)
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Porovnéni dvou
normadlnich rozdéleni

eEXvVvsEY, o2 7n.
eEXvVvsEY, o2 nezn.
e PI-EXvVsSEY

e Parovy pokus

e Parovy t-test

e Pf: parovy f-test
eDXvsDY

e F-rozdéleni
ePi-DXvsDY

*4x Vs y

e Pf: gy vs gy

e Simpsontiv paradox

Alternativy

Test stf. hodnot dvou norm alnich rozd éleni s nezn amym rozptylem

Predpoklad: DX = DY = ¢2.

Mame-li dtivod véfit, Ze predpoklad neni splnén, méli bychom pouZit neparametricky
test. (Dtivod vérit? Znalost procesu, ktery data generuje; zfejmé odchylka od normality v
grafech; statisticky test normality rozdéleni; .. .)

Postup: Mame 2 odhady (S% a S3) téhoz parametru 0. Vytvofime z nich 1 sdruzeny
odhad S? parametru o2: pouZijeme jejich primér vaZeny rozsahy vybért (—1 kvali
vypoctu vybérového prameéru):

(m—1)S% + (n—1)Sy
m—+n—2

§? =

Pfi vypoctu testové statistiky pak misto skutecné smérodatné odchylky o pouZijeme jeji
odhad S. To ale vnasi do vypoctu dalsi zdroj neurcitosti, je proto tfeba pouzit misto
normalniho rozdéleni Studentovo.
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Porovnéni dvou
normadlnich rozdéleni

eEXvVvsEY, o2 7n.
eEXvVvsEY, o2 nezn.
e PI-EXvVsSEY

e Parovy pokus

e Parovy t-test

e Pi: parovy t-test
eDXvsDY

e F-rozdéleni
ePi-DXvsDY

®qx VS qy

e Pf: gy vs gy

e Simpsontiv paradox

Alternativy

Test stf. hodnot dvou norm alnich rozd éleni s nezn amym rozptylem

Predpoklad: DX = DY = ¢2.

Mame-li dtivod véfit, Ze predpoklad neni splnén, méli bychom pouZit neparametricky
test. (Dtivod vérit? Znalost procesu, ktery data generuje; zfejmé odchylka od normality v
grafech; statisticky test normality rozdéleni; .. .)

Postup: Mame 2 odhady (S% a S3) téhoz parametru 0. Vytvofime z nich 1 sdruzeny
odhad S? parametru o2: pouZijeme jejich primér vaZeny rozsahy vybért (—1 kvali
vypoctu vybérového prameéru):

(m—1)S% + (n—1)Sy
m—+n—2

§? =

Pfi vypoctu testové statistiky pak misto skutecné smérodatné odchylky o pouZijeme jeji
odhad S. To ale vnasi do vypoctu dalsi zdroj neurcitosti, je proto tfeba pouzit misto
normalniho rozdéleni Studentovo.

Za ptedpokladu EX =EY
Xm — Yn
Sy/+ +

Testujeme realizaci t na rozdéleni t(m + n — 2), jako jsme to délali v testu stfedni hodnoty

N(u,0?) pti nezndmém o2,

T := ma rozdéleni t(m + n — 2).

S
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Test stf. hodnot s nezn amym rozptylem: Odvozeni

UkaZme nejprve, Ze sdruZeny odhad rozptylu S? je nestrannym odhadem ¢2. Vime, Ze

—1)55 —1)5%
(m (72) X ma rozdéleni x*(m — 1), (na# méa rozdéleni x*(n — 1), takZe jejich soucet
—1)55 —1)5%
(m—1) X(;g (n = 1)Sy ma rozdéleni x?(m + n — 2) se stiedni hodnotou m + n — 2. Proto
—1)82 -1)83 &2
(m ) X ( ) Y — Z_ ma4 stiedni hodnotu 1, takze
(m+n—2)0? o2
—1)53 —1)5%
§? = (m (3’1 i _,:Enz) )5y je nestranny odhad rozptylu 0.
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Test stf. hodnot s nezn amym rozptylem: Odvozeni

UkaZme nejprve, Ze sdruZeny odhad rozptylu S? je nestrannym odhadem ¢2. Vime, Ze

—1)83 —1)S3
(m (72) X ma rozdéleni x*(m — 1), (na# méa rozdéleni x*(n — 1), takZe jejich soucet
—1)83 —-1)83
(m—1) X(;g (n = 1)Sy ma rozdéleni x?(m + n — 2) se stiedni hodnotou m + n — 2. Proto
—1)83 -1)s3 2
(m=1)Sx +(n=1)Sy _ S— ma stfedni hodnotu 1, takZze
(m+n—2)0? - 02
—1)83 —-1)83
§? = (m = 1)Sx + (n —1)Sy je nestranny odhad rozptylu .
(m+n-2) Y Py

Nyni ukazme, Ze testova statistika T ma rozdéleni t(m + n — 2). Vime, Ze

Xm—Y
T marozdéleni N(0,1) a Ze
o % -+ %
_2)g2 —1)52 —1)82
m+7;2 ) — (m —1) X(:z_ (= 1)Sy ma rozdéleni x*(m + n — 2), takze
Xu—Yy

X 1.1

T:= 2" "5 na rozddlent t(m+n—2).
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Priklad: test st fednich hodnot p fi nezn amém rozptylu

Zadani: Vliv alkoholismu matky na inteligenci ditéte. Ovéfte hypotézu, Ze alkoholismus
matek nijak nesnizuje IQ déti.
P o Skupina 1: matky chronické alkoholi¢ky, m = 6, x = 78, Y7, (x; — x)? = 1805.
nor}gm}?lnic}?;ozcziélenf Skupina 2: kontrolni, ,norméln{” matky, n =46,y =99, 3 ; (y; — )% = 11520.
eEXvsEY, (72 nezn.

oePI:EXvVvsSEY
e Parovy pokus

e Parovy t-test

e Pf: parovy f-test
eDXvsDY

e F-rozdéleni
oePI:DXvsDY

*qx Vs qy

e Pf: gy vs gy

e Simpsontiv paradox

Alternativy
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Priklad: test st fednich hodnot p fi nezn amém rozptylu

Zadani: Vliv alkoholismu matky na inteligenci ditéte. Ovéfte hypotézu, Ze alkoholismus
matek nijak nesnizuje IQ déti.

P o Skupina 1: matky chronické alkoholi¢ky, m = 6, x = 78, Y7, (x; — x)? = 1805.

normilnich rozdeleni - Skupina 2: kontrolni, ,normélni” matky, n =46,y =99, 34 (y; — )% = 11520.

OEXVSEY,J2 zZn.
oEXVsEY,a2 nezn. o
e PEEXVvSEY ReSeni: Jednostranny test stfednich hodnot 2 norm. rozdéleni s nezndmym rozptylem.

e Parovy pokus

e Parovy t-test

e Pf: parovy f-test
eDXvsDY

e F-rozdéleni
oePI:DXvsDY

*4x Vs y

e Pf: gy vs gy

e Simpsontiv paradox

Alternativy
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Porovnéni dvou
normadlnich rozdéleni

eEXvVvsEY, o2 7n.
eEXvVvsEY, o2 nezn.
e PI-EXvVsSEY

e Parovy pokus

e Parovy t-test

e Pf: parovy f-test
eDXvsDY

e F-rozdéleni
ePi-DXvsDY

*4x Vs y

e Pf: gy vs gy

e Simpsontiv paradox

Alternativy

Priklad: test st fednich hodnot p fi nezn amém rozptylu

Zadani: Vliv alkoholismu matky na inteligenci ditéte. Ovéfte hypotézu, Ze alkoholismus
matek nijak nesnizuje IQ déti.

Skupina 1: matky chronické alkoholi¢ky, m = 6, x = 78, Y1 | (x; — %)% = 1805.

Skupina 2: kontrolni, ,norméln{” matky, n =46,y =99, 3 ; (y; — )% = 11520.

Reseni: Jednostranny test sttednich hodnot 2 norm. rozdéleni s nezndmym rozptylem.

Testujeme Hy : EX > EY proti Hy : EX < EY. SdruZeny odhad rozptylu:

,  (m—=T)sz+(n—1)sy (=2 + Ty — )

m+n—2 m+n—2

1805 + 11520
6+46_2 °

Realizace testové statistiky:

o .
. . 8- — 29636

sy/ 2+ 1 163248,/1 + L

DosaZend hladina vyznamnosti: p = Fy (4,2 (t) = Fy(50)(—2.9636) = 0.0023.

Zaveér: Pro « > 0.23 % muZeme zamitnout hypotézu, Ze alkoholismus matky nesniZuje IQ
déti.
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Porovnéni dvou
normaélnich rozdéleni

OEXVSEY,J2 zZn.
eEXvsEY, (72 nezn.
e PI-EXvVsSEY

e Parovy pokus

e Péarovy t-test

e Pf: parovy f-test
eDXvsDY

e F-rozdéleni
ePi-DXvsDY

*qx Vs qy

e Pf: gy vs gy

e Simpsontiv paradox

Alternativy

Parovy pokus

Piiklad: Porovnani primérnych teplot na dvou mistech. Teploty méfime vzdy soucasné
na obou mistech.

Rozptyl v obou skupinach ma spolecnou pricinu, kterd se projevuje v obou vybérech
stejné: vybéry nejsou navzdjem nezivislé.

Rozdjil teplot (pokud néjaky existuje) mtize byt maly v porovnani s proménlivosti
teplot (v noci 0 st. Celsia, ve dne 20 st. Celsia), proto

standardni test stfednich hodnot mtiZe byt slaby kvtili velkému rozptylu.
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Parovy pokus

Ptiklad: Porovnani primérnych teplot na dvou mistech. Teploty méfime vzdy soucasné
na obou mistech.

Porovnani dvou = Rozptyl v obou skupindch ma spolecnou pricinu, kterd se projevuje v obou vybérech

normadlnich rozdéleni t ] ,bv . oy s e Z/
eEXVSEY, o2 . S e]ne. Uy BTy T/IE]SOM navza]em nezaoislte.

«EXvsEY,c?nean m Rozdil teplot (pokud néjaky existuje) mtiZe byt maly v porovnani s proménlivosti

:g ervfy ;Ejs teplot (v noci 0 st. Celsia, ve dne 20 st. Celsia), proto
o Pérovy t-test m standardni test sttednich hodnot mtze byt slaby kvuli velkému rozptylu.
e Pf: parovy f-test
eDXvsDY
o F-rozdéleni Pfedpoklad: Prvky ndhodnych vybéra X, a Yy, tj. nahodné veli¢iny X;,Y;,j =1,...,n,
ePi:DXvsDY
A 3 ) ) y ) 2 . 2 v P o v , .
e maji normalni rozdéleni N(y;, c*) s konstantnim rozptylem ¢ a proménnymi stiednimi

o Pk gy vs gy hodnotami ni=EX;=EY;
e Simpsontiv paradox

= Ndahodné velic¢iny U :=Xj—pjaVi:=Y;—pu;,j=1,...,n,jsou nezaivislé a maji
rozdéleni N(0, 0?).

m  Néhodné veliciny A; := U; — V; = X; = Y;,j =1,...,n, jsou nezivislé a maji rozdéleni
N(0,0%), kde 03 = 20°.

Alternativy

7 T 4 ~ o v A Z v z Ui 20'2
m  Vybérovy primeér A ma rozdéleniN {0, » | =N (O, T)
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Testy st fednich hodnot: p arovy pokus

1. Pro zndmy rozptyl o%:

m  Nezndmé parametry sdruZzeného rozdéleni jsou 1, . .., u,, ale nepotfebujeme je.

Porovnéni dvou

normélnich rozdéleni u TeStu] eme
eEXvVvsEY, o2 zn.

2 —_— —_— —
e EXvsEY, 0“ nezn. A X_Y n
ePHEXvVSEY Ti=—Vn="—"—"1"—,/=
e Parovy pokus OA U 2

e Parovy t-test

e Pt: parovy t-test na rozdéleni N(O, 1 ) .
eDXvsDY

e F-rozdéleni

oePi:DXvsDY

*4x Vs y

e Pf: gy vs gy

e Simpsontiv paradox

Alternativy
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Testy st fednich hodnot: p arovy pokus

1. Pro zndmy rozptyl o%:

m  Nezndmé parametry sdruzeného rozdéleni jsou y1, ..., 4y, ale nepotfebujeme je.

Porovnéni dvou

normalnich rozdéleni u Testujeme
OEXVSEY,J2 zZn.
eEXvsEY, 02 nezn. 5 X_Y n
e PEEXVSEY T:=—Vn="—",/=
e Parovy pokus OA U 2
e Parovy t-test
o PE: parovy t-test na rozdéleni N(0, 1).
eDXvsDY
e F-rozdéleni 2. Pro nezndamy rozptyl:
eP-DXvsDY
o qx VS gy m  Nezndmé parametry sdruZeného rozdéleni jsou o2, Ui, ..., Hn, ale potfebujeme z
* PEgx vs gy nich pouze 02 = D X.

e Simpsontiv paradox

. =  MuZeme pracovat pfimo s vybérem (A4, ..., A,) z normélniho rozdéleni.
Alternativy

m  Testujeme

A
T:= —
s, V"

na rozdéleni t(n — 1).

P. Posik (© 2015 A6MB33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékafstvi—7 / 22



Priklad: Test st fednich hodnot, p arovy pokus

Zadani: Vliv hydrochlorothiazidu na krevni tlak. Skupiné 11 hypertonikii byl nejprve
zméfen (systolicky) tlak po podéani placeba a 0 mésic pozdéji po podani
hydrochlorothiazidu (viz tabulka). Ovéfte, Ze hydrochlorothiazid sniZuje krevni tlak.

Porovnéni dvou
normadlnich rozdéleni

eEXvVvsEY, o2 7n.
7 Placebo (X) 211 210 210 203 196 190 191 177 173 170 163

e EX vsEY, 0 nezn.

ey Hydrochlorothiazid (Y) 181 172 196 191 167 161 178 160 149 119 156
e Rozdil (A) 30 38 14 12 29 29 13 17 24 51 7

e Parovy pokus
e Péarovy t-test y
o P¥: parovy t-test Reseni: Zavedli jsme ndhodnou veli¢cinu A = X — Y, z niZ mdme k dispozici ndhodny
:FD_ iz\;eizl vybér A, rozsahun, A; = X; — Y;,i =1,...,n. Zkusime vyvratit hypotézu Hy : EX < EY,
e Pi:DXvsDY t]EASO
® []X VS (]Y . = - o
o DF: gy vS 1y m n=11,0 =24,s5; = 13.092
e Simpsontv paradox— m Realizace testové statistiky:
Alternativy

) 24

= — = —+v11 =6.08
Sg vn 13.092

= DosaZena hladina vyznamnosti:
p=1-F, 1)(t) =1— Fy0)(6.08) =594 x 10~°.

Zavér: Zamitdme Hj a pfijimdme H g, tj. hydrochlorothiazid sniZzuje krevni tlak.
Poznamka: Byl tento experiment dobfe navrzen?
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Recept: Test rozptylt dvou norm  alnich rozd éleni

Predpoklad: Mame 2 nezivislé vybéry

Porovnani dvou (Xl’ ety Xm) Z rozdéleni N(E X, D X) a
normélnich rozdéleni (Yl, ceey Yn) z rozdéleni N(E Y, D Y) .

eEXvVvsEY, o2 7n.
eEXvVvsEY, o2 nezn.

e PEEXvsEY Je-liDX = DY, pak také S% = S3.
* Pérovy pokus Realizaci testové statistiky

e Péarovy t-test

e Pf: parovy f-test 2

eDXvsDY — S_X

e F-rozdéleni S%/

eP-DXvsDY

e porovname s kvantily Fisherova rozdéleni F(m — 1,1 — 1):

e I'T: qX VS qY

e Simpsontiv paradox

Alternativy Hy H, Hp zamitdme, kdyz dosazend vyznamnost P
DX S DY DX >DY t > qF(m—l,n—l) (1 — lX) 1-— FF(m—l,n—l) (t)
DX>DY | DX<DY E < Gp(m-1,0-1)(@) Fe(m—1,n-1)(t)
DX=DY | DX#DY | t>qpum-14—1)(1 — 5) nebo 2min(Fp(y—1,0-1) (1),

t < gpm-11-1)(3) 1 — Fp(n—1,n-1)(t)

P. Posik (© 2015 A6MB33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékafstvi—9 / 22



Porovnéni dvou
normaélnich rozdéleni

eEXvVvsEY, o2 zn.
eEXvsEY, (72 nezn.
e PI-EXvVsSEY

e Parovy pokus

e Péarovy t-test

e Pf: parovy f-test
eDXvsDY

e F-rozdéleni
ePi-DXvsDY

*qx Vs qy

e Pi: gy vs gy

e Simpsontiv paradox

Alternativy

F-rozd éleni

Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni F(¢,7) s ¢ a 7 stupni volnosti je rozdéleni ndhodné

veli¢iny

kde U a V jsou nezivislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim x?(¢), resp. x2 (7).

P. Posik (© 2015
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F-rozd éleni

Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni F(¢,7) s ¢ a 7 stupni volnosti je rozdéleni ndhodné

veli¢iny
Porovnani dvou U
normalnich rozdéleni =
OEXVSEY,O'ZZH. F = i/
oEXVsEY,U2 nezn. %
e PI-EXvVsSEY

e Parovy pokus . I VN 2 v ¥ ‘ 2 2

« Parovy i test kde U a V jsou nezivislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim x~(¢), resp. x“ (7).
e Pi: parovy t-test

eDXvsDY V nagem pifpadé, je-liD X = DY = 02, pak

e F-rozdéleni
ePi:DXvsDY

m —1)S%
*qx Vsqy N ( X £ X c 2 .
. Uu:= 2 mad rozdéleni x“(m — 1),
e Simpsontiv paradox 7
n—1)§
Alternativy V.= % mé rozdéleni x*(n — 1),
o
C:=m-—1,
ni=n-1,
2
u (m—1)S% 5
Fo £ _ (mDor X _ T
14 (n—1)S2% S2 ’
7 o2 Y
(n—1)o

kde T je testova statistika testu z pfedchoziho slidu.
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Test rozptylQ: praktick & poznamky

Pro kazdou hladinu vyznamnosti potfebujeme 2D tabulku kvantilti indexovanou ¢ a 7.
Obvykle je tabelovana jen polovina, druhou je tfeba dopocitat podle vzorce

Porovnéni dvou
normaélnich rozdéleni (“) . 1
eEXvVvsEY, o2 zn. qF(éI/”) o 1 _ )
9F(n,2) a
eEXvsEY, 02 nezn. !
eP-EXvVSEY

POZOR na opa¢né poradi indext!

e Parovy pokus

e Péarovy t-test

e Pi: parovy t-test
eDXvsDY

e F-rozdéleni
oePI:DXvsDY

*qx Vs qy

e Pi: gy vs gy

e Simpsontiv paradox

Alternativy
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Porovnéni dvou
normadlnich rozdéleni

eEXvVvsEY, o2 7n.
eEXvVvsEY, o2 nezn.
e PI-EXvVsSEY

e Parovy pokus

e Péarovy t-test

e Pf: parovy f-test
eDXvsDY

e F-rozdéleni
ePi-DXvsDY

*qx Vs y

e Pi: gy vs gy

e Simpsontiv paradox

Alternativy

Test rozptylU: praktick €& poznamky

Pro kazdou hladinu vyznamnosti potfebujeme 2D tabulku kvantilti indexovanou ¢ a 7.
Obvykle je tabelovana jen polovina, druhou je tfeba dopocitat podle vzorce

1
qF(;y,ﬁ) (1 - “) .

Tr(en) (@) =

POZOR na opa¢né poradi indext!

V praxi se ¢asto pouziva alternativni postup:

2
1. Pros2 > 532/ testujeme t = :—5‘ > 1narozdéleni F(m —1,n — 1):
y

Hy Hy Hy zamitdme, kdyz dosaZena vyznamnost P
DX S DY DX > DY t > QF(m—l,n—l)(l - 0() l - FF(m—l,n—l)(t)
DX>DY | DX<DY nezamitame zadna
DX=DY | DX#DY | t>gpm-1a-1)(1—3) 2(1 = Fe(m-1,n-1)(t))

P. Posik (© 2015
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Porovnéni dvou
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eEXvVvsEY, (72 nezn.
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e Parovy pokus

Tr(en) (@) =

e Péarovy t-test

e Pf: parovy f-test
eDXvsDY

e F-rozdéleni
ePi-DXvsDY

1

qF(q,ﬁ) (1 - “) .

POZOR na opa¢né poradi indext!

V praxi se ¢asto pouziva alternativni postup:

2
1. Pros2 > 532/ testujeme t = Z—;‘ > 1narozdéleni F(m —1,n — 1):
y

®gx Vs qy
:;zg;;zzyparadox Hj Hy Hp zamitdme, kdyzZ dosazend vyznamnost P
Alternativy DX <DY DX >DY t > qF(m—l,i’L—l) (1 — 0() 1-— FF(m—l,n—l) (t)
DX>DY | DX<DY nezamitame zadna
DX=DY | DX#DY | t>gpm-1s-1)(1—3) 2(1 = Fep—1,n-1)())
2
2. Pros2 < 55 testujeme t = ¥ > 1narozdéleni F(n — 1,m — 1):
Sx
Hy Hy Hy zamitdme, kdyz dosaZena vyznamnost P
DX<DY | DX >DY nezamitame zadna
DX 2 DY DX <DY t > QF(n—l,m—l)(l — 06) 1-— FF(n—l,m—l)(t)
DX=DY | DX#DY | t>gppu_1m1)(1—5) 2(1 = Fe(n—1,m-1)(t))
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Priklad: test rovnosti rozptyl(

Zadani: Vliv alkoholismu matky na inteligenci ditéte. Otestujte hypotézu, Ze rozptyl v
obou skupinach je shodny.
P o Skupina 1: matky chronické alkoholi¢ky, m = 6, x = 78, Y7, (x; — x)? = 1805.
nor}gm}?lnicéw;ozc;élenf Skupina 2: kontrolni, ,norméln{” matky, n =46,y =99, 3 ; (y; — )% = 11520.
eEXvVvsEY, (72 nezn.

e PI-EXvVsSEY
e Parovy pokus

e Péarovy t-test

e Pi: parovy t-test
eDXvsDY

e F-rozdéleni
ePi-DXvsDY

®qx VS qy

e Pf: gy vs gy

e Simpsontiiv paradox

Alternativy
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Priklad: test rovnosti rozptyl(

Zadani: Vliv alkoholismu matky na inteligenci ditéte. Otestujte hypotézu, Ze rozptyl v
obou skupinach je shodny.

Poremant dvon Skupina 1: matky chronické alkoholi¢ky, m = 6, x = 78, Y1 | (x; — %)% = 1805.

normilnich rozdeleni - Skupina 2: kontrolni, ,normélni” matky, n =46,y =99, 34 (y; — )% = 11520.

OEXVSEY,J2 zZn.

eEXvVvsEY, o2 nezn.

e PEEXvSEY Reseni: Otestujme Hyp : D X = D Y. Realizace testové statistiky:

e Parovy pokus

e Pérovy t-test 2 1 m A VA 1805

e P¥: parovy t-test _ S_x _ m-—1 Z121 (xl x) o 5 o

t = — = = 1.41.

eDXvsDY 52 1 Zn (y _ g)z 11520

e F-rozdéleni Y n—1 =j=13\J 45

ePi:DXvsDY o . . . .

o 43 VS Iy Dosazend hladina vyznamnosti:

e Pf: gy vs gy

* Simpsonity paradox p =2min(Fg(y_1,-1)(t), 1 — Fpgn_1,0-1)(t)) =
Alternativy

= 2 min(Fp(s 45) (141), 1 — F(5 45 (1.41)) = 2min(0.76,0.24) = 0.48.

Rozdil rozptylth mezi skupinami nenti statisticky vyznamny, nezamitdme Hj o rovnosti
rozptylt.
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Recept: Testy parametru dvou alternativnich rozd  éleni

Predpoklad: Mame 2 nezivislé vybéry X,, = (Xq,..., Xu) z rozdéleni Ber(g1) a
Y, = (Y1,...,Yy) zrozdéleni Ber(q>).
Porovnani dvou
normilnich rozdeleni  Plati-li g1 = g = g, miZeme pro parametr g pouzit maximalné vérohodny odhad pomoci

7 2 V4 v o
eEXvVvsEY, (72 zZn. Obou VYbeI'UI
e EX vsEY, 0 nezn.

e P EXvVvsEY _ _
e Parovy pokus R — mX +nY
e Péarovy t-test o m _|_ n
e Pf: parovy f-test
:FDjf) ;j;@:{ Pro dostatecné velké rozsahy vybérti (m > 100, n > 100) 1ze rozdéleni vybérovyjch relativnich
ePEDXvsDY cetnosti X a' Y aproximovat normdlnimi rozdélenimi:
®qx VS Gy
o Pi: gy vsqg — . o o . R(1—R
. gimp};mﬁvyparadox X ma4 ptiblizné rozdéleni N (R, g) ,
m
Alternativy
L o R(1—-R) .
Y mé piiblizné rozdéleni N | R, — ) takze
_ o R(1—-R R(1—-R
X — Y ma pfiblizné rozdéleni N (0, ( ) + ( ) > .
m n
Testovou statistiku
X-Y X-Y

testujeme na rozdéleni N(0, 1).
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Priklad: Test rovnosti popula cnich pravd epodobnosti

Zadani: Prijimaci fizeni na Berkeley v roce 1973. Z 8300 pfihlaSenych muzi bylo pfijato 3700, z 4300
pfihlaSenych Zen bylo pfijato 1500. Ovéfte hypotézu, Ze pravdépodobnost ptijeti muzii a Zen je stejna.
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Priklad: Test rovnosti popula cnich pravd epodobnosti

Zadani: Prijimaci fizeni na Berkeley v roce 1973. Z 8300 pfihlaSenych muzi bylo pfijato 3700, z 4300
pfihlaSenych Zen bylo pfijato 1500. Ovéfte hypotézu, Ze pravdépodobnost ptijeti muzii a Zen je stejna.

Reseni: Oboustranny test hypotézy o rovnosti pravdépodobnosti piijeti pro muZe g, a Zeny g.:

m  Pocet prihldSenych muzi je m = 8300 a Zen n = 4300.

= Realizace relativnich vybérovych etnosti (ispésnost) je pro muze ¥ = 3200 = 0.4458 a pro Zeny

- _ 1500 __

s 1 0 v , _+ 7]
s Plati-li g,y = . = q, mtizeme g odhadnout pomoci r = =¥ = 200 — 0.4127.

m Realizace testové statistiky je

; X—1 _ 0.4458 — 0.3488 104800

r(L=7) (5 + 3 0.4127(1 — 0.4127) ( gas + 12
h 8300 " 4300

m Dosazend hladina vyznamnosti

2=

p=2(1—d(t) = 0.

Zavér: Zamitame Hy, na zdkladé téchto dat existuje jen miziva Sance, Ze by pravdépodobnosti pfijeti
muZe a Zeny mohly byt shodné.
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Priklad: Test rovnosti popula cnich pravd epodobnosti

Zadani: Prijimaci fizeni na Berkeley v roce 1973. Z 8300 pfihlaSenych muzi bylo pfijato 3700, z 4300
pfihlaSenych Zen bylo pfijato 1500. Ovéfte hypotézu, Ze pravdépodobnost ptijeti muzii a Zen je stejna.

Reseni: Oboustranny test hypotézy o rovnosti pravdépodobnosti piijeti pro muZe g, a Zeny g.:

m  Pocet prihldSenych muzi je m = 8300 a Zen n = 4300.

= Realizace relativnich vybérovych etnosti (ispésnost) je pro muze ¥ = 3200 = 0.4458 a pro Zeny

j = 1500 _ (3488,

4300
2 1i — — o % c . _ mx4ny _ 370041500 __
= Plati-li g, = q; = q, muzeme g odhadnout pomoci r = = —< = gsrmg = 0.4127.

m Realizace testové statistiky je

; X—1 _ 0.4458 — 0.3488 104800

r(L=7) (5 + 3 0.4127(1 — 0.4127) ( gas + 12
h 8300 " 4300

m Dosazend hladina vyznamnosti

2=

p=2(1—d(t) = 0.

Zavér: Zamitame Hy, na zdkladé téchto dat existuje jen miziva Sance, Ze by pravdépodobnosti pfijeti
muZe a Zeny mohly byt shodné.

Je to dtikaz pohlavni diskriminace?
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Priklad: Test rovnosti popula cnich pravd €podobnosti (pokr.)

Zadani: Ptijimaci fizeni na Berkeley v roce 1973. Tentokrat zohlednéme i to, na jaky smér (uméni nebo
véda) se zajemci hlasili.

Reseni: Kromé celkovych vysledki z pfedchoziho slidu, niZe uvedena tabulka obsahuje stejné vysledky
také pro kazdy smér zvlast.

Muzi Zeny Celkem Test
Prihl.  Pfij. =~ Pomér | Pfihl.  Pfij.  Pomeér Pomér Stat. Dos. vyzn.
Smér m X n ] r t p
Uméni 2300 700 0.3043 3200 900 0.2813 0.2909 1.8604 0.0628
Véda 6000 3000  0.5000 1100 600 0.5455 0.5070 -2.7720 0.0056

Celkem | 8300 3700  0.4458 | 4300 1500  0.3488 | 04127 | 10.4802 0.0000
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Priklad: Test rovnosti popula cnich pravd €podobnosti (pokr.)

Zadani: Ptijimaci fizeni na Berkeley v roce 1973. Tentokrat zohlednéme i to, na jaky smér (uméni nebo
véda) se zajemci hlasili.

Reseni: Kromé celkovych vysledki z pfedchoziho slidu, niZe uvedena tabulka obsahuje stejné vysledky
také pro kazdy smér zvlast.

Muzi Zeny Celkem Test
Prihl.  Pfij. =~ Pomér | Pfihl.  Pfij.  Pomeér Pomér Stat. Dos. vyzn.
Smér m X n ] r t p
Uméni 2300 700 0.3043 3200 900 0.2813 0.2909 1.8604 0.0628
Véda 6000 3000  0.5000 1100 600 0.5455 0.5070 -2.7720 0.0056

Celkem | 8300 3700  0.4458 | 4300 1500  0.3488 | 04127 | 10.4802 0.0000

Zavéry:
=V umeéleckych smérech nelze zamitnout hypotézu o stejné pravdépodobnosti pfijeti muzi a Zen.

m Ve védeckych smérech tuto hypotézu zamitnout 1ze, dosazZend hladina vyznamnosti je cca 0.5 %.

m Zajimavé ovSem je, Ze na umeéleckych smérech, kam se hlési vice Zen, maji vy$si pravdépodobnost
pfijeti muzi, zatimco na védeckych smérech, kam se hlasi vice muzi, maji vyssi pravdépodobnost
ptijeti Zeny. Dochazi tedy spiSe k pozitioni diskriminaci.
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Priklad: Test rovnosti popula cnich pravd €podobnosti (pokr.)

Zadani: Ptijimaci fizeni na Berkeley v roce 1973. Tentokrat zohlednéme i to, na jaky smér (uméni nebo
véda) se zajemci hlasili.

Reseni: Kromé celkovych vysledki z pfedchoziho slidu, niZe uvedena tabulka obsahuje stejné vysledky
také pro kazdy smér zvlast.

Muzi Zeny Celkem Test
Prihl.  Pfij. =~ Pomér | Pfihl.  Pfij.  Pomeér Pomér Stat. Dos. vyzn.
Smér m X n ] r t p
Uméni 2300 700 0.3043 3200 900 0.2813 0.2909 1.8604 0.0628
Véda 6000 3000  0.5000 1100 600 0.5455 0.5070 -2.7720 0.0056

Celkem | 8300 3700  0.4458 | 4300 1500  0.3488 | 04127 | 10.4802 0.0000

Zavéry:
=V umeéleckych smérech nelze zamitnout hypotézu o stejné pravdépodobnosti pfijeti muzi a Zen.

m Ve védeckych smérech tuto hypotézu zamitnout 1ze, dosazZend hladina vyznamnosti je cca 0.5 %.

m Zajimavé ovSem je, Ze na umeéleckych smérech, kam se hlési vice Zen, maji vy$si pravdépodobnost
pfijeti muzi, zatimco na védeckych smérech, kam se hlasi vice muzi, maji vyssi pravdépodobnost
ptijeti Zeny. Dochazi tedy spiSe k pozitioni diskriminaci.

Simpsontv paradox: Co plati pro ¢asti, nemusi platit pro celek.
m  Mu#i a Zeny jsou pfijiméni p#iblizné shodné. Zeny oviem maji tendenci hlasit se na umélecké sméry,
kde je vybér ptisnéjsi, coz vysvétluje jejich celkoveé niZsi tspésnost v pfijimackach.
m  Z celkovych ¢isel nelze spravné pochopit efekt pohlavi na pfijeti kviili matoucimu faktoru (smér),
ktery nebyl fizen. Kdyz se zatadil do studie, dostali jsme mnohem pfesnéjsi obrazek.
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Alternativy

P. Posik (© 2015 A6M33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékatstvi — 16 / 22



Porovn ani polohy 2 rozd €éleni: neparametricky test

Co délat, pokud ptedpoklady 2vybérového t-testu nejsou splnény? Pouzijte
neparametricky test, napft-.:

Porovnéni dvou

normadlnich rozdéleni Mann-WhitHGYﬁV U-test:

Al iv . 7 ’ ] 2 , . », v v Vs . P .
tﬁgj“{} - m Jsou-li pozorovani ordindlni, testuje hypotézu Hy, Ze rozdéleni v obou skupinédch jsou
[ -
o ANOVA shodnd, proti alternativni hypotéze H4, Ze jedno z rozdéleni ma sklon generovat
o Rozklad variability vétsi hodnoty neZ druhé.
e Tabulka ANOVA

R m  Pfi pfisnéjSich pfedpokladech (pozorovani spojitd, rozdéleni se mohou lisit jen v
o Predpoklady poloze), jej 1ze interpretovat jako test rovnosti medidnt.
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Porovn ani polohy 2 rozd €éleni: neparametricky test

Co délat, pokud ptedpoklady 2vybérového t-testu nejsou splnény? Pouzijte
neparametricky test, napft-.:

Porovnéni dvou

normadlnich rozdéleni Mann-WhitHCYﬁV U-test:

A.lﬁx“U‘jest m  Jsou-li pozorovani ordindlni, testuje hypotézu Hy, Ze rozdéleni v obou skupinach jsou
« ANOVA shodnd, proti alternativni hypotéze H 4, Ze jedno z rozdéleni ma sklon generovat
e Rozklad variability vetsi hOanty nez druhé.
e Tabulka ANOVA e v, voev, - L, ey, v , vy e
R m  Pfi pfisnéjSich pfedpokladech (pozorovani spojitd, rozdéleni se mohou lisit jen v
o Predpoklady poloze), jej 1ze interpretovat jako test rovnosti medidnt.

Testova statistika U:
m  Pfimd metoda: porovnej kazdy prvek skupiny 1 s kazdym prvkem skupiny 2; kazdou
vyhru pocitej jako 1, remizu jako 0.5 = Uj.
m  Neptimd metoda: Sefad prvky obou skupin dohromady, kazdému prvku pfifad
poradi r;. Ry je soulet pofadi prvka ve skupiné 1. Uy = niny +ny(n; +1)/2 — Ry.
m  Testujeme U = min (U, niny — Uy). Pro malé vybéry spec. tabulky. Pro n; > 20 a
ny > 20 lze pouzit normalni aproximaci a testovat

u— My nq1y u, + U
T— 2 MU yde My = _
g, - KdeMu=—3 2

Tl1n2<n1 + Ny + 1)
u = 12 ’

na N(0,1).
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Test rovnosti st fednich hodnot ve vice nez 2 skupin ach

Analyza rozptylu (Analysis of Variance, ANOVA):

= Mame nékollik (a) skupin dat, maji rozdéleni N (y;, 0?)

Porovnéni dvou

O lent m Testujeme Hy : py = pp = ... = y, prostrednictvim testu rovnosti 2 rozptyla.
Alternativy m Pokud Hj plati, mdme 2 moZnosti, jak odhadnout rozptyl o2
o MW U-test o 1~ . ° v o . . . .
ANOVA 1. Zrozdéleni vybérovych praméri: pro skupiny o stejné velikosti n
e Rozklad variability
o Tabulka ANOVA ’ ) 1 & oo . . . . . _
o Priklad Sy =nSg =n 1 Z(X] — X)*, coz 1ze pro skupiny rtiznych velikosti pfepsat jako
e Piedpoklady . jZl
1 & I
— . P 2
a—1 1n](X] X)
]:

2. Zrozptyld v jednotlivych skupinéch (sdruZeny odhad ¢? jako u
dvouvybérového t-testu):

) I (X = X2 B2 (X = X))+ 4 ) (X — Xa)?
(mp—1)4+m—1)+...4(n;, — 1)

2
m  Pokud Hj plati, odhaduji obé ndhodné veli¢iny totéz, a proto pomeér F = i—gE‘ by mél
byt roven pfiblizné 1.
= Pokud Hy neplati, S roste, Sz zlstava piiblizné stejné.
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Rozklad variability

SS ...sum of squares, soucet ¢tvercti
n.
a

Ikova variabilita: B
m Ce .kova variabi .1ta SSt o SS; = Z Z(Xj,i _ %)
m  Vnitroskup. (rezidudlni) variabilita: SSg j=1i=1
m  Meziskupinova variabilita: SS 4 ° - : o
SSt =SS, + SSg [ : : [
a n] B a =\
SSE = Z (Xj,i — X])2 SSA — Zn](X] o X)
j=1i=1 =1 .
° o ;2 . X :3

A6MB33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékafstvi—19 / 22
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Tabulka ANOVA

Typicky vystup statistického softwaru:
s MS (Mean square): odhad rozptylu

Zdroj Soucet ¢tvercti Stupné volnosti  Primérny ¢tverec  Pomér
variability ~ SS d.f. MS = 7% F
v v S§ MS
Faktor A SS4=Y7, n&(xj — X)? a—1 MS, = 224 F= 3
' v S§
Zbytek SSp = ;-1:1 Ziil (X]',l' — X])z ;-1:1 (n] — 1) MSg = Z(”jil)

Celkem SST = 2;1:1 Z?il (Xj,i — }_()2 ?:1 1’1]' —1

= MS,y = S5 a MSg = 5% jsou odhady populaéniho rozptylu.
= Pokud se priméry y; ve skupinéch 1igi, MS 4 roste, ale MSg stéle odhaduje spoleény rozptyl o2.
m Testova statistika F ma také vyznam

P MS, S2 _ vysvétleny rozptyl ~ meziskupinovy rozptyl

MSg Sz ~ nevysvétleny rozptyl  vnitroskupinovy rozptyl

a md Fisherovo rozdéleni s a — 1 s.v. pro Citatel a s }(n; — 1) s.v. pro jmenovatel.
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Priklad

Zjistéte, zda se 1i851 BMI pacientti pro rtizné druhy fyz. zatéZe v zaméstnani
(1: sedi, 2: stoji, 3: chodyi, 4: nosi tézké pfedméty).

Porovnéni dvou

normélnich rozdéleni Source SS df MS F Prob>F
Vi Groups 90.4050 3 30.1350 3.0906 0.0262
o ANOVA Error 1.3329e+004 1367 9.7507
e Rozklad variability Total 1.3420e+004 1370
e Tabulka ANOVA
o Priklad
e Piedpoklady pras | | | ‘+
: : : :
351 i
—— — —— —
20k ; R — ; R —

DosaZena hladina vyznamnosti (posledni sloupecek) p = 2.62 %.
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Porovnéni dvou
normaélnich rozdéleni

Predpoklady

Alternativy

o MW U-test

e ANOVA

e Rozklad variability
e Tabulka ANOVA

e Priklad

e Predpoklady

m  Nezdvislost jednotlivych pozorovani
m  Nezavislost jednotlivych skupin

= Normadlni rozdéleni sledované veli¢iny ve vSech skupindch
(Kolmogorov-Smirnoviv test, Shapiro-Wilktv test, x> test dobré shody)

m  Shoda rozptyla ve skupinach
(Bartletttiv test, Leventv test, Hartleytv test)

m Pfi poruSeni poslednich dvou pfedpokladii je moZzné pouzit neparametrickou, tzv.

Kruskal-Wallisovu ANOVu.
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