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Upozornéni: Tento text neni u¢ebnim textem. Jedna se o jakousi kostru cviceni statistické ¢asti
cviceni predmétu A6M33SSL, které autor v LS 2014/15 a 2015/16 piipravil a cvicil. Text obsahuje
vybér nékterych dulezitych terminu z pravdépodobnosti a statistiky s ilustra¢nimi piiklady, které
jsou vétsinou doplnény feSenimi a ¢asto i dodateénymi faktickymi a metodickymi poznamkami
(vysdzenymi kurzivou). Tézs{ partie jsou oznaceny symbolem *. Obsahové se text do viceméné
kryje s obsahem cviceni a misty jej i prerustd. Text nabizim studentim jako doplnék k jejich
vlastnim pozndmkam ze cviceni, a budu vdécny, upozorni-li mé na pripadné chyby zpravou na
siegetom@fel.cvut.cz.

Za laskavé pripominky vdécim Petru Posikovi.

Tomas Sieger

Strucny prehled znaceni

X ndhodnd veli¢ina (zpravidla velké pismeno latinkou)

x realizace ndhodné veli¢iny (zpravidla malé pismeno latinkou)

Ix hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X (nebo rozdéleni X)
Fx distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X (nebo rozdéleni X)

Fi' nebo gx  kvantilova funkce ndhodné veliciny X (nebo rozdéleni X)

DX =varX rozptyl ndhodné veliciny X

EX stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X

N(u,0?) normalni rozdéleni se stfedni hodnotou p a rozptylem o?
N(0,1) normované normalni rozdéleni

© = fno,) hustota pravdépodobnosti normovaného normélniho rozdélen{
® = Fn(o,) distribuéni funkce normovaného normalniho rozdéleni

o1 = Fjg(lo 1 kvantilové funkce normovaného normélniho rozdéleni

t, Studentovo t-rozdéleni s v stupni volnosti

X2 x?2 rozdéleni s v stupni volnosti

Alt(p) alternativni rozdéleni popisujici napi. vysledek néjakého pokusu s pravdépodobnosti
uspéchu p

Bi(n,p) binomické rozdéleni popisujici napf. pocet tspéchu v sérii nezavislych n pokusu

s elementarni pravdépodobnosti dspéchu p

Po()) Poissonovo rozdéleni s parametrem A, ktery je roven stfedni hodnoté i rozptylu
tohoto rozdéleni (toto rozdéleni popisuje napt. pocet n&jakych uddlosti za dany
cas, pokud pravdépodobnost kazdé udalosti je nezavisla na ¢ase minulé udalosti a
prumérny pocet udédlost{ za dany ¢as je roven \)
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1 Opakovani: pravdépodobnost

Vysvétlete terminy:
1.1 Nahodny jev (elementdrni jev, prostor elementarnich jevi)
Priklad: Hazeni kostkou.

1.2 Pravdépodobnost

(funkce definovand na podmnozindch prostoru elementdrnich jevi)

1.3 *Pravdépodobnostni prostor: (2, A, p)

1.4 Nezavislost nahodnych jeva

Priklad: Priprava na zkousku.

Alice: “Bobe, jak je pravdépodobné, ze tu zkousku oba udélame?”

Bob: “Rekl bych 70%.”

Alice: 7 Ale véera jsi tvrdil, Ze ji na 90% udélés a ze j& mam stejnou Sanci.

Bob: "No aj‘ Alice: ”To neni mozné, a jestli to nevidis, tak tu zkousku asi neudélas. “

Priklad: Héazeni kostkou: jev “padne liché ¢islo” vs. jev “padne ¢islo vétsi nez 3”. Jsou tyto
jevy nezavislé?

A=B A'=B' A A A A
Q Q Q
B
B
B
B
identické jevy (,,100%* z&vislé) (,,castetne®) zavislé nezivislé

Obr. 1: Tlustrace zavislosti a nezavislosti dvou jevu.

Priklad: Hézeni dvéma kostkami. Jev A: na prvni kostce padne liché ¢islo, jev B: na druhé
kostce padne sudé ¢islo, jev C: soucet ¢isel na obou kostkach je sudy. Jsou tyto 3 jevy nezavislé?
Jsou tyto jevy po dvou nezavislé?

1.5 Podminéna pravdépodobnost

Ukdzat pres geometrickou predstavu 2 mnozin A a B s neprdazdngym prunikem.

p(BNA)

p(BlA) =

(za podminky p(B) > 0) (1)

Priklad: Tenista méa prvni podani tspésné s pravdépodobnosti 0,6; druhé s pravdépodobnosti
0,8. S jakou pravdépodobnosti se dopusti dvojchyby?

Resend: jev N; - chyba v prvnim podani, jev Ny - chyba ve druhém podéni. p(N;) = 0,4,
p(N2|Ny) = 0,2 (pozor, toto neni p(N2)!). P(N1 N N3) = p(N2|N1)p(N1) =0,2-0,4 =0, 08.



1.6 I]'plné pravdépodobnost

aneb celkova pravdépodobnost jevu A se da ,spocitat po kouskach a poscitat”

P(A) = ZP(A NB;) = ZP(A|Bi)P(Bi) (2)

Priklad: Spoctéte prumérné zastoupeni studentek ve skole, kterd méa 2 poslucharny a 2 satny
a v kazdé mistnosti je jiné zastoupeni divek. (Pfedpokldddme, Ze prumérné zastoupeni studentek
nelze zjistit piimo, napi. anketou.)

Resend: Jev D - ndhodné vybrany(a) student(ka) je divka. Jev M; - student(ka) se nachézi v
mistnosti .

4 4

p(D) = ZP(D NM;) = ZP(D‘Mz)p(Mz)
i=1 i=1

1.7 Bayestv vzorec
P(B|A)P(A)
P(B)

aneb vypocet posteriorni podminéné pravdépodobnosti P(A|B) z apriornich pravdépodobnost
P(A), nebo prepocet podminéné pravdépodobnosti P(B|A) na podminénou pravdépodobnost P(A|B).

Oznacuje-li napf. P(B|A) podminénou pravdépodobnost urcitého vysledku klinického testu (jev
B) u zdravého clovéka (podminka A), pak Bayesuv vzorec déva na zakladé vysledku testu (a
apriornich pravdépodobnosti) podminénou pravdépodobnost P(A|B) toho, Ze testovand osoba je
zdrava ¢i nemocné.

P(A|B) =

Priklad: Klinicky test, jehoz icelem je odhadnout, zda pacient méa urc¢itou nemoc, mé senzitivitu
(pravdépodobnost toho, ze u nemocného bude test pozitivni) 90% a specificitu (pravdépodobnost
toho, ze u zdravého bude test negativni) 95%. Spocitejte pravdépodobnost toho, Ze pacient s pozi-
tivnim testem nemoc skutetné ma, a dale pravdépodobnost toho, ze pacient s negativnim testem
nemoc skuteéné neméa. Predpokladejme, ze nemoci trpi 20% populace.

Reseni: Jev, ze pacient je nemocny, oznacime jako N, jev opacny jako Z. Pozitivni vysledek
testu oznacéime jako Poz a negativni jako Neg. Vime, ze p(Poz|N) = 0,9, p(Neg|Z) = 0,95 a
p(N) =0,2.

Pouzitim Bayesova vzorce dostavame:

p(Poz|N)p(N)

P(NIPoz) = Pt

kde p(Poz) nezndme, ale dokdzeme spocitat pomoci véty o tplné pravdépodobnosti:

p(Poz) = p(Poz|N)p(N) + p(Poz| Z)p(Z).

7 toho
p(Poz|N)p(N) p(Poz|N)p(N) 0,9-0,2
NlPoz) = - = ~ 0,818.
p(N|Poz) p(Poz) p(Poz|N)p(N) + p(Poz|Z)p(Z) ~ 0,9-0,2+0,05-0,8
Pozitivni vysledek testu tedy ptritomnost nemoci neindikuje ptilis spolehlivé.
Podobné
Neg|Z)p(Z Neg|Z)p(Z 0,95-0,8
p(Z|Neg) = p(NegZ)p(2) = p(Neg|Z)p(2) = : : ~ 0,974,
p(Neg) p(Neg|Z)p(Z) + p(Neg|N)p(N) ~ 0,95-0,8+0,1-0,2

tedy p(IN|Neg) = 0,026 a falesné negativni vysledek lze nastésti ¢ekat jen u necelych t¥{ procent
testovanych osob.



Kterd chyba vadi vic: falesnd pozitivita nebo falesnd negativita? Jakd je celkovd ocekdvand chyba
a co je jeji hlavni pricinou? Jak byste test vylepsili?

Poznamenejme, Ze kromé vlastnosti daného klinického testu (jeho senzitivity a specificity) md
na pravdépodobnosti p(N|Poz) a p(Z|Neg) vliv i prevalence nemoci. Pokud by nemoct trpéla napr.
pouhd 2% populace, bylo by p(N|Poz) = 0,269 a p(Z|Neg) =~ 0,998.

Priklad: V obléhaném meésté, které se skladd ze dvou vzijemné oddélenych étvrti Mordor
(tvoif desetinu meésta) a Londor (tvoi{ zbylych 90% mésta), nepiftel kontaminoval jedem vodovod
zdsobujici Mordor. 90% mordorskych obyvatel je otrdveno (v8ichni krom téch, kteif se vody zatim
nenapili). V Londoru je otrdveno pouze 10% obyvatel (patrné z jinych zdroju, nez z vody). Jednomu
obyvateli se z mésta podaii tajnou chodbou uniknout, avsak zahy umira — byl otraven. D4 se odhad-
nout, zda tajnd chodba vede do Mondoru, nebo Londoru? (Pro zjednoduseni budeme predpokladat,
7e pravdépodobnost toho, Ze chodbou z mésta nékdo unikne, je stejnd, at uz chodba vede kamkoli.)
Jak se tato pravdépodobnost zméni, vyjde-li z chodby dalsi otraveny?

Reseni:

Jev, ze chodba vede do jedem otravené casti mésta, oznac¢ime jako J a jev, ze ¢loveék prichazejici
chodbou je otraveny a zemfe, jako M.

Za apriorn{ (predem oc¢ekdvanou) pravdépodobnost toho, Ze chodba vede do otrdvené ¢dsti mésta,
musime (bez znalosti dodateénych informaci) vzit pomér plochy otrdvenych ¢dsti mésta vuci celému
meéstu, tedy p(J) = 0, 1. Déle vime, ze pravdépodobnost, ze chodbou vedouci do otrdveného Mordoru
nékdo utece a zemie, je p(M|J) = 0,9, a pravdépodobnost, ze chodbou vedouci do neotrdveného
Londoru nékdo utece a zemie, je p(M|.J) = 0, 1. Poté, co chodbou piijde otraveny clovék, se pravdé-
podobnost, ze chodba vede do otrdvené ¢asti mésta, zméni z p(J) na p(J|M):

Bayes p(M|J)p(J) p(M]J)p(J) 0,9-0,1 1

p(J1M) P00 p(M)p(D) +p(MIT)p(T) ~ 0,9-0,1+0,1-0,9 2

uplnd pravdépodobnost

Pravdépodobnost se zvysila z apriorni pravdépodobnosti 0,1 na posteriorni pravdépodobnost
0,5. To znamend, ze pred tim, nez z chodby kdokoli vysel, mysleli jsme si, ze chodba vede spise
do otravené ¢asti mésta. Poté, co z chodby vysel otraveny clovék, naprosto nevime, zda chodba
vede do travené nebo neotravené ¢asti meésta.

Pokud z chodby vystoupi dalsi ¢lovék a také zemte, zméni se pravdépodobnost, ze chodba vede
do otravené ¢asti mésta, dale na:

p(Ms|J, My)p(J| M) _
p(Mo]J, My)p(J|My) + p(Ma|J, My)p(J|My)

p(J| Mz, My) =

Za predpokladu, ze pravdépodobnost vyskytu otraveného ¢lovéka v otravené oblasti (resp. mimo
otrdvenou oblast) se po prichodu prvniho otraveného nezméni (tj. pokud je ve mésté hodné obyvatel
a odchodem jednoho otrdaveného se pravdépodobnosti prakticky nezmeéni), plati p(Msa|J, M) =
p(Ms|J) a p(Ms|J, My) = p(Ms]J) a tedy

p(MQ‘J)p(J|M1)7 _ _ 079075 _
p(Ma|J)p(J|My) 4+ p(Mz|J)p(JIMy)  0,9-0,5+0,1-0,5

Poté, co z chodby vyjde druhy otraveny, budeme tedy spise presvédceni, ze chodba vede do otravené
casti mésta. Nasi apriorni predstavu o tom, ze chodba vede spiSe do neotravené ¢dsti mésta, jsme
tedy na zakladé dat byli nuceni zcela prehodnotit.

Pro srovnani: v piipadé, ze by chodbou pfisli (a vzépéti zemfieli) dva lidé nezdvisle na sobé a
my bychom aposteriorni pravdépodobnost toho, ze chodba vede do otravené ¢asti mésta, pocitali
nikoli postupné, ale najednou, dosli bychom ke stejnému vysledku. Polozili bychom

p(J|M2,M1) = 0,9

p(Mys2|J) = p(M|J) - p(M]J) = p(M|J)?

p(Mi1o] ) = p(M|J) - p(M|]) = p(M|J])?



a proto

p(Miy2|J)p(J)

(My42]|J)p(J) + p(My 42| J)p(J)
_ p(M|.J)?p(J)

p(M]J)2p(J) + p(M|J)?p(J)
B 0,92-0,1
©0,92-0,1+0,12-0,9
B 0,92
©0,9240,1-0,9
0,9
-~ 0,9+0,1
=0,9.

p(J|Miy2) =
p

1.8 Nahodna veli¢ina

Néhodnd veli¢ina je striktné feceno funkce definovand na prostoru elementarnich jevi:

* métitelnd funkce X : Q — R splitujici X }(1) = {w € Q: X(w) € I} € A pro kazdy interval
1, tj. vzorem kazdého intervalu je méfitelnd mnozina ze o-algebry A (systému podmnozin prostoru
elementarnich jeva (.

Pro praktické ucely budeme chapat ndhodnou veli¢inu jako ¢islo, které vhodnym zpusobem
charakterizuje ndhodny jev, napf. hmotnost néjakého pacienta, pocet licu v sérii nezavislych hodu
minci, nebo doba bezchybného provozu néjaké soucastky.

1.9 Realizace ndhodné velic¢iny

ilustrace: 8 svéty (rediny, zjednoduseny redlny (modelovy), , statisticky®)

Priklad: Hmotnost studentu urcitého kurzu — v modelovém a ,statistickém* svété graficky
vyznacte jednu konkrétni realizaci ndhodné veli¢iny ,hmotnost® a samotnou ndhodnou veli¢inu
,2hmotnost“.

Nechat studenty vyznacit na redlné ose jedno pozorovdni - hmotnost a pak to samé chtit pro ndhodnou
velicinu, aby byli konfrontovdni s tim, Ze vlastné néjakou hodnotu nakreslit nelze. Chovd se nahodné
(paralela s kvantovgm svétem a Stérbinovym experimentem). Jediné, co o ni vime, je jak se chovd
Stypicky®, ,prumeérné®. Dojit k tomu, Ze nékde je vétsi pravdépodobnost vyskytu, jinde mensi.

1.10 Rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné velic¢iny
Priklad: Definujte rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny.

Pozor: u spojitého rozdéleni p(X = x) = 0, proto pouzivime p(X < x).
Priklad: Nactrtnéte rozdéleni pravdépodobnosti poctu licu pfi hodu minci.
Priklad: Nactrtnéte rozdéleni pravdépodobnosti po¢tu ok pfi hodu kostkou.

Priklad: Nactrtnéte rozdéleni pravdépodobnosti poctu lict pii dvou nezévislych hodech minci.

1.11 Distribuéni funkce Fx(z) ndhodné veli¢iny X

Fx(z) ™ p(X <),z eR

Vlastnosti distribuc¢ni funkce:
o limy_ooFx(x) =0 (protoze limg—_oop(X < x)=0)

o lim, oo Fx(x) =1 (protoze limy_oop(X <2)=1)



Priklad: Nactrtnéte distribuéni funkci rozdéleni pravdépodobnosti poétu lict pfi hodu minci.
Priklad: Nactrtnéte distribuéni funkci rozdéleni pravdépodobnosti po¢tu ok pii hodu kostkou.

Priklad: Nactrtnéte distribuéni funkci rozdéleni pravdépodobnosti poctu licu pii dvou nezavislych
hodech minci.

1.12 Hustota pravdépodobnosti fx nahodné veliciny X

V piipadé jakych rozdéleni o ni hovorime?
Hustotu pravdépodobnosti definujeme u spojitych rozdélend.

U spojitého rozdéleni plati, ze Fx(z) = [*__ fx(t)dt.

Priklad: Urcuje fx(x) = sin(x) pro 0 < z < 7 hustotu pravdépodobnosti néjaké ndhodné
veli¢iny?

Reseni: Ne, [ sin(t)dt = [—cos(t)]§ = 1—(—1) = 2, tedy hustota se neintegruje do 1 a nejednd
se o hustotu.

Priklad: Uréuje fx(z) =2 — 2 pro 0 < 2 < 2+ /2 hustotu pravdépodobnosti néjaké ndhodné
veli¢iny?

2+v2

Reseni: Ne, | fx(z)dr =1, ale fx(2+v/2) <0.

Priklad: Nactrtnéte hustotu pravdépodobnosti a distribuéni funkci rovnomérného rozdéleni na
intervalu (a, b).

1.13 Kvantilova funkce Fy'

Pro spojité ryze rostouct inverzni funkce k Fx .

Priklad: Je ddno p(X < x) =z pro 0 < X < 1. Odvod'te a nactrtnéte distribuén{ funkci Fi,
hustotu fx a kvantilovou funkci F;l.

Resend: Distribuéni funkce Fy (z) je pravé p(X < z) = x. Hustota fx () je derivaci Fy(z),
tedy fx(z) = 1. Kvantilova funkce je inverzi k distribucni funkei, tedy Fy'(u) = u (md smysl
samoziejmeé jen pro 0 < u < 1).

Priklad: Je déno fx(z) = 3x pro 0 < X < 1. Odvod'te a naétrtnéte distribuéni funkci Fy,
p(X < z) a kvantilovou funkei Fi'.

Reseni: Nelze fesit: fx neni hustota, neintegruje se do 1.

Priklad: Je dédno fx(x) = 2z pro 0 < X < 1. Odvod'te a naétrtnéte distribuéni funkei Fly,
p(X < ) a kvantilovou funkei Fy'.

Resend: Distribucni funkce je integral hustoty, tedy Fy (z) = 22. p(X < 2) = Fx(z) z definice.
Kvantilova funkce Fy' je inverzi k Fx, tedy Fy'(u) = /u (mé smysl samoziejmé jen pro 0 < u <

1).

Priklad: V lese zakresleném na mapé jako rovnostranny trojihelnik o strané 30km se ztratilo
dité. Na zachranu se vypravily ti rojnice, z kazdé strany lesa jedna, které dokazi prohledavat terén
rychlost{ 500 m/hodinu. Za jak dlouho dité najdou? Za jak dlouho bude pravdépodobnost, ze dité
75%, resp. 95%7?

Naleznéte rozdéleni vzddlenosti ditéte od nejblizsiho okragje lesa a popiste jeho hustotu pravdépodobnosti
a distribucni funkci.



ReSeni: Uvédomime si, Ze stac¢i uvazovat jen ¢ast celého trojuhelniku mezi jednou stranou a

vysky), tj. % . @a ~ 8,660km, a pro jednoduchost si oznac¢ime toto ¢islo jako b. Potom hustota
rozdéleni pravdépodobnosti vzdélenosti ditéte od nejblizsi strany bude nejvétsi v blizkosti strany

jako

f(x)zlb—%x:lb—lx:l(b—x),

kde konstantu [ vypocteme tak, aby se hustota pravdépodobnosti integrovala do 1, tj. aby plocha
pod hustotou byla jednotkové:

tedy

2
fl@) =z (b—2).
Hleddme-li pravdépodobnost, ze dité bude nalezeno do urcité doby (resp. vzdélenosti), tj. hleddme-
li p(X < x), hodi se zavést funkci F(z) =p(X <z) = f;zo fy)dy.
Vypoctem dostaneme

=0
T2
:/ bj(b —y)dy
y=0
2 Y2z
- b72 |:by N ?i| y=0

2 T
2 x?
B e

22— 2bx +b%c=0

a TeSime kvadratickou rovnici:

D = 4b* — 4b%c = 4b*(1 — ¢) = (2b)*V1 — ¢

x:% Vl_c:b(lf,/lfc),

Tento vztah mezi ¢ a x si miZzeme oznadcit jako F~1(c) = b(1 — /1 —¢).
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Nyni dostdvame, Ze 50% pravdépodobnost nalezen{ ditéte nastane v okamziku, kdy rojnice pro-
jdou F~1(0,5) = b(1—/T = 0,5) ~ 2,537km lesa, tj. za cca 5 hodin bude jiz dité s pravdépodobnost{
0,5 zachranéno.

Pravdépodobnost, ze bude zachrdnéno s pravdépodobnosti 75%, nastane, az bude prohleddno
F~1(0,75) = b(1 — /T—=0,75) ~ 4,330km lesa, tedy cca za 8 hodin 40 minut. Uplna zdchrana
pak bude zajisténa, az rojnice dojdou do tézisté, tedy az prohledaji F~1(1) =b(1 —/1—1) = b=~
8,660km lesa, tedy cca za 17 hodin 19 minut.

Poznamenejme, ze funkce F(x) se nazyva distribucnd funkce a ¥ikd, jak pravdépodobné je, ze
se dité dostalo do urcité vzddlenosti od okraje lesa (obecné jak pravdépodobné je, ze ndhodnd
velicina nabyva nanejvys dané hodnoty). Funkce F~!(c) se nazyva kvantilovd funkce a k4, do
jaké vzdalenosti dojde rojnice v okamziku, kdy bude pravdépodobnost nalezeni ditéte P% (obecné
pii jaké hodnoté ndhodné veli¢iny bude pravdépodobnost jejiho vyskytu mezi —oo a touto hodno-
tou rovna dané pravdépodobnosti). Napi. pravdépodobnost nalezeni ndhodné veli¢iny s hodnotou
nejvyse F~1(50%) je 50%.

Priklad: (Pouziti tabulek kvantilu a kritickych hodnot:) Hmotnost vyrdbéné pilulky lze popsat
normalnim rozdélenfm se stfedni hodnotou 120mg a rozptylem 1mg?. Vystupni kontrola testuje,
zda tomu tak skutec¢né je. Rozumné velky ndhodny vzorek pilulek byl zvazen a setiidén podle
narustajici hmotnosti.

1. V jakém rozmezi lze cekat hmotnost 10% nejlehéich pilulek?

v s

v~

v~

. Jaka je pravdépodobnost, ze nalezneme pilulku o hmotnosti 120mg?

. Jaka je pravdépodobnost, Ze nalezneme pilulku tézsi nez 120mg?

© co =~ =2 ot =~ W [\
<
L
o
=3
o8
B
=
Q
N
B
@
SN
&
&,
on
=
[oW
®
:
Q
-+
=]
o
w0
+
=
—
SN
=]
&,
+
@
N
2z
o
=
=]
=,
=
@
=
~

. Jaka je pravdépodobnost, Ze nalezneme pilulku tézsi nez 123mg?

—
o

. Jaka je pravdépodobnost, Ze nalezneme pilulku o hmotnosti nizsi nez 117,5mg?

Resend: Uvazujme symetrii ®(z).

1. rozmezi{ hmotnosti 10% nejlehéich pilulek: (max (0,120 + ®~1(0%)), 120 + ®~1(10%)) =
(0, 120+ (—®~1(90%))) = (0, 120+ (—1,282)) = (0, 118, 718)

2. rozmez{ hmotnosti 10% nejtézsich pilulek: (120+®1(90%), 120+®~1(100%)) = (121,282, o)

3. rozmez{ hmotnosti 1% nejlehéich pilulek: (max(0,®~1(0%)), 120 + ®~1(1%)) = (0, 120 +
(—®~1(99%))) = (0, 120 + (—2,326)) = (0, 117,674)

4. rozmez{ hmotnosti 1% nejtézsich pilulek: (120+®71(99%), 120+®~1(100%)) = (122, 326, oo)

5. rozmez{ hmotnosti 0,1% nejlehéich pilulek: (maz (0,120 + ®~1(0%)), 120 + ®~(0,1%)) =
(0, 120 + (—®~1(99,9%))) = (0, 120 + (—3,009)) = (0, 116, 991)

6. rozmez{ hmotnosti 0, 1% nejtézsich pilulek: (120+®1(99,9%), 120+®~1(100%)) = (123,009, oo)

7. Pravdépodobnost nalezu pilulky o hmotnosti 120mg: Pokud provadime vézeni naprosto presné,
pak tato pravdépodobnost je 0, protoze u spojité ndhodné veli¢iny nabyvajici nenulové pravdé-
podobnosti na nedegenerovaném intervaluﬂ plati, ze pravdépodobnost jedné konkrétni reali-
zace je nulova. Srovnej s hustotou pravdépodobnosti - ta nulovd nent, ale aby se dala inter-
pretovat jako pravdépodobnost, musi se zintegrovat na alespon malém intervalu v okoli bodu,
ktery nds zajimd.

1jehoz krajni body nesplyvaji
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Pokud véazime pouze s urcitou upfesnosti, napiiklad s presnosti na desetiny gramu, bude
naméteni hmotnosti 120mg vlastné znamenat, ze skute¢na hmotnost pilulky je takova, ze bude
zaokrouhlena na 120mg, tedy Ze je v rozsahu [120 — 0,1/2, 120+ 0,1/2) = [119,95, 120,49).
Definujeme-li ndhodnou veli¢inu Y = X — 120mg (takze EY = Omg), bude pravdépodobnost
p nalezu pilulky o skuteéné hmotnosti X a nameétené hmotnosti 120mg

p=P(119,95 < X < 120,05)
P(120 - 0,05 < X < 120+ 0,05)
P(-0,05 <Y <0,05)
P(Y <0,05) — p(Y < —0,05)

a protoze p(Y = y) = 0, bude
p=P(Y <0,05) — P(Y < —0,05)
= ®(0,05) — B(—0,05)

Nyni vyuzijeme symetrie normovaného normalniho rozdéleni kolem 0, tedy toho, ze

¢(x) = o(—x)

O(z) =1—P(—x),
a tak

p=®(0,05) — (1 — (0,05))
= 29(0,05) — 1.

Hodnotu ®(0,05) v tabulkdch nemdme, a tak odhadneme kyzenou pravdépodobnost konzer-
vativné radéji vetsi, nez skuteénouﬂ pomoc{ ®(0,06):

p~ 20(0,06) — 1
~2-0,5239 — 1 = 0,0476.

Pfi nepfesném méfeni je tedy pravdépodobnost nalezu urcité konkrétni realizace nahodné
veli¢iny nenulové, v naSem piipadé méfeni s presnosti na 0, lmg je pravdépodobnost nélezu
pilulky o hmotnosti 120mg necelych 5%.

Zamyslete se, jak by se tato pravdépodobnost zménila, kdybychom mérili s vétsi presnosti? A
jak by se zménila, kdyby hmotnost pilulek neméla jednotkovy rozptyl, ale vétsi (napr. 10mg?)?

Priklad: Jak lze vygenerovat (pseudo)ndhodné ¢islo z normélntho rozdéleni N(0, 1), mame-li
k dispozici generdtor (pseudo)ndhodnych ¢isel z intervalu (0,1)? A jak lze vygenerovat ¢islo z lib.
daného rozdéleni?

Resend: Ke generovani ¢isel z N (0,1) 1ze pifmo pouzit kvantilovou funkci ®~'. Rozmyslete, ze
¢isla @71(p), kde p ~ R(0,1), jsou realizacemi nahodné veli¢iny z N (0,1):

Pro zvolené p € (0,1) generujeme x = ®~!(p). Realizacemi jaké ndhodné veliciny takova ¢isla
jsou? Stac¢f uréit distribuéni funkei F'(x) tohoto rozdéleni. Protoze

p=PX <z)=P(X <27 !(p) = F(® ' (p))

aplikaci F~1() dostavdme
F=(p) = F7H(F(@7(p)) = 27 (p).
Vidime, ze F~! = & ! a tedy F = ® a tedy generovand &isla pochédzeji z normovaného
normdlniho rozdéleni N(0,1).
Pti generovéni z jiného rozdéleni muzeme postupovat analogicky, pouzitim piislusné kvantilové
funkce.

2skute¢nd pravdépodobnost je pfiblizné rovna 0, 0399
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1.14 Charakteristiky rozdéleni (stfedni hodnota, rozptyl, smérodatna
odchylka)

Stredni hodnota popisuje typickoxﬂ hodnotu ndhodné veli¢iny. Pocita se jako vazeny prumér viech
moznych relizaci ndhodné veli¢iny. Pro spojitou nahodnou veli¢inu X to je:

BX = [ ofx(yin, (3)
pokud tento integral existuje.

Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X neprumeérujeme pies vSechna redlna Cisla, ale jen pfes jed-
notlivé diskrétni realizace:

EX = Z zip(X = ;) (4)

Pozn.: pomoci distribuéni funkce muzeme definici sjednotit pro spojitou i diskrétni ndhodnou
veli¢inu na:

o0
EX :/ zdFx (z)dz (5)
Vlastnosti stfedni hodnoty:
E(a+bX)=a+bEX (6)
E(X+Y)=EX+EY (pokud EX a EY existuji) (7)

E(XY)=EXEY (pravé kdyz jsou X,Y nezdvislé a pokud EX a EY existuji) (8)
(a,b nendhodné konstanty, X,Y ndhodné veli¢iny)

Priklad: Uvedené vztahy odvodte.

Priklad: Jaky ocekdvate prumérny pocet ok pri hodu kostkou? Tj. spoctéte stredni hodnotu
odpovidajici nahodné veli¢iny.

Reseni: p(X =i) = iproi=1,...,6. Pak

Priklad: Vypoctéte stiedni hodnotu ndhodné veli¢iny dané jako vysledek hodu falSovanou
minc{, u niz panna padd 2x castéji, nez orel. (Pfedpoklddejme, Ze pannu reprezentujeme jako 0
a orla jako 1.)

Reseni: Protoze p(X =0)=2ap(X =1)=1,

2
2
EX =Y p(X=i)i=3 0+
i=1

Wl =
Wl =

Priklad: Spoctéte stifedni hodnotu ndhodné veli¢iny z rovnomérného rozdéleni na intervalu
(0,1).

ni: Protoze hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni na intervalu (0,1) je

EX :/01 f(x)zdr = /01 ledr = {x?

Sanglicky expected, odtud znaceni EX
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Pozn.: pro obecny interval (a,b) je f(z) = 72, a tedy

b b 1 25b 1 2 2
EX:/f(x)xdxz/ T iz = [x—} = b —a :b+a

Pro charakterizaci kolisani ndhodné veli¢iny kolem stfedni hodnoty se pouziva rozptyl varX
definovany jako:

varX = B(X — EX)? (9)

Pozn.: Proé se pouZivd ¢étverec a ne primo E(X — EX)?
(Protoze E(X — EX) = B(X) — E(EX)) = EX — EX =0.)

Lze jednoduse ukdzat, e E(X —a)? je minimalizovdn pri volbé a = EX. V tomto smyslu je tedy
stredni hodnota opravdu ,stredem® hodnot ndhodné velic¢iny.

Vlastnosti rozptylu:

var(a + bX) = b*varX (10)

varX = (EX?) — (EX)? (11)
var(X +Y) =varX +varY + 2cov(X,Y) (12)
var(X +Y) =varX +varY (pokud X a Y jsou nezavislé) (13)

(a, b nendhodné konstanty, X,Y ndhodné veliciny).
Pritom

cou(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY). (14)

Priklad: Dokazte tvrzeni a.
Priklad: Spoctéte rozptyl ndhodné veli¢iny popisujici vysledek hodu (nefalsovanou) minci.

Reseni: Oznacéime pannu jako 0 a orla jako 1 a muzeme postupovat pifmo dosazenim do vzorce
varX = E(X — EX)?, kde vime, 7ze EX = 0, 5:

Priklad: Spoctéte rozptyl ndhodné veli¢iny z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0, 1).
Resend: Pouzijeme vypocetné pifvétivejsi vzorec tedy

var(X) = EX? — (EX)?
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Priklad: Spoctéte stfedni hodnotu a rozptyl souctu resp. rozdilu dvou nahodnych veli¢in.
Spoéitejte obecné a specidlné pro X,Y ~ N(u,o?).
Reseni: Pro soucet plati:
E(X+Y)=EX+FEY,
specialné

E(X+Y)=EX +EY =2

var(X +Y)=EBE(X +Y - E(X +Y))?

E(X+Y — (EX + EY))?

E(X —EX+Y — EY)?

= FB(X - EX)?+2E(X — EX)(Y —EY)+ E(Y — EY)?
=var X +2cov(X,Y) +var Y

=wvar X +var Y (pokud X,Y jsou nezavislé)

specialné
var(X +Y) = var X +var Y = 20% (pokud X,Y jsou nezavislé)
Pro rozdil plati:
E(X -Y)=EX — EY,

specialné
E(X-Y)=EX-EY =0
a
var(X —Y)=E(X -Y - E(X - Y))?
=E(X-Y - (EX - EY))?
=E(X-EX — (Y - EY))?
= E(X —EX)?-2E(X - EX)(Y —EY)+ E(Y — EY)?
=wvar X —2cov(X,Y) +var Y
=wvar X +var Y (pokud XY jsou nezavislé),
specialné

var(X —Y) =var X +var Y = 20% (pokud X,Y jsou nezavislé).

Tedy rozptyl souctu i rozdilu nezavislych nahodnych veli¢in je dan jako soucet jejich rozptylu.
Jakym zpiusobem by se dal rozptyl souctu resp. rozdilu zmengit?

Priklad: Spoctéte stiedni hodnotu a rozptyl prumeéru n nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych
veligin, pro které plati EX = p a var X = o2.

Reseni:

Z?: Xi Z?: EX; Z:l: noonu
E( nl )Z . = ==y

n n n

Uar(Z?:1Xi) _ U‘W(Z?ﬂ Xi) Z?:NJC”A Xi ”Z?:NTQ _ o’
n n?

n? n? n

Kolik ndhodnijch velicin musime zprumérovat, aby byl rozptyl pruméru poloviéni ve srovndni s
puvodni nahodnou velicinou? Vidite mozZnou aplikaci takového postupu?
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1.15 Charakteristiky realizace nahodné velic¢iny
e (vybérovy) pramér (jako ndhodn velicina: X, X,,, jako realizace ndhodné veliciny: Z, Z,,)
e (vybérovy) medidn (X, X,, 7, &)

vybérovy) modus

vybérovd) smérodatnd odchylka (.5, s)

(
(
(
o (vybérovy) rozptyl (52, s%)
(
(
(

)
vybérové) kvantily
e (vybérové) inter-kvartilové rozpéti (IQR)
Ukdzat na prikladech.

Priklad: Hmotnost studentti — v modelovém svété graficky vyznacte ndhodny vybér (nékolik
realizaci ndhodné veli¢iny ,hmotnost“) a sumarizujte jej.

Poznamejme, ze vybérovy rozptyl definovany jako

52 = ni : ;(X,- - X)? (15)

je nevychylenym odhadem rozptylu o2. Definujeme-li © = EX, ukdzeme to pomoci tvrzeni:

a tedy

7 ¢ehoz
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n—1
=1
= (n0” —nvarX)
_ 1 9 o2
et a%)
1
= nfl((n_l)ﬁ)

Nékdy se pouzivéa vychyleny odhad:
1 _
S? =) (X, - X)? 16
L3 - %) (16)

Priklad: Uvazme realizace x;,7 = 1,...,n ndhodné veli¢iny z rozdéleni N(u,o0?) s nezndmym
parametrem g a se zndmym parametrem o2. Déle mé&jme étyii odhady stfedni hodnoty p: m; =
— i T _ i mitl
T1, My = .23(1),’”13 == a Mmy = =

U kazdého odhadu urcete, zda je nestranny, asymptoticky nestranny a konzistentni.

Reseni: Em, = u, takze m; je nestranny (a tedy i asymptoticky nestranny). lim, ,eovar m; =
02, tedy m1 neni konzistentni.

Emgy # p, takZze mo neni nestranny (a protoZze s rostoucim n se odhad nezlepsuje, neni ani
asymptoticky nestranny). Konzistentni byt ms nemuze, protoze neni asymptoticky nestranny (ne-
musime tedy jiz chovani rozptylu zkoumat).

Emg = pu, takze mg je nestranny (a tedy i asymptoticky nestranny). lim,_,.ovar ms =
limn_mo%2 = 0, tedy ms je konzistentni.

Emy = ””TH # 1, takze my neni nestranny. Protoze vSak

nu+1

1
limy— oo BBy = limy, oo = ltMp—oo (u + 7> =L,
n

jedné se o asymptoticky nestranny odhad. lim,_var my = lz'mn_mo%2 = 0, tedy my4 je konzis-

tentni.

1.16 Centralni limitni véta a vyznam normalniho rozdéleni.

Ukdzat na simulacich.
Centraln{ limitn{ vétu ilustruje obr. |2} vygenerovany zdrojovym kédem v jazyce R (viz ndsledujict
stranku).
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Demonstrace centrdlni limitni v&ty (CLV).
CLV budeme demonstrovat na ’n’ prumé&rech ’m’ relizaci ndhodné veliZiny
generované funkci ’g’.

Funkce generujici ’n’ realizaci ndhodné veliZiny.
Argumenty:

n: velikost vybé&ru
Vraci: vektor ’n’ realizaci n&dhodné veliliny.
<-function(n) {

# rovnom&rné rozdé&leni
x<-runif(n,0,1)

# dalsi zpusoby generovani relizaci ndhodnjch veliZin jsou

# zakomentované (lze je jednoduSe aktivovat smazdnim znaku ’#’ pfed nimi)
# normdlni rozdé&leni

#x<-rnorm(n,0,1)

# hazeni minci (alternativni rozd&leni)
#x<-rbinom(n,1,.5)

# trojuihelnikové rozdé&leni
#x<-runif (n,0,1)+runif(n,0,1)

# bimodalni rozdé&leni
#x<-rnorm(n,.75-.5*%(runif(n,0,1)<.5),.1)

return (x)

Funkce generujici ’m’ ndhodnjch vektord délky ’n’ a vykreslujici histogram
jejich primé&rud spolu s proloZenym odhadem hustoty pravd&podobnosti
normdlniho rozdé&leni s parametry odhadnutymi z dat.

Parametry:

m - polet vektoru

n - délka jednoho vektoru

lv<-function(m,n,titulek) {

# alokujeme matici typu ’m x n’, v ’m’ Faddcich vektory ’n’ realizaci nah. veli&iny

x<-matrix (NA,m,n)

for (i imn 1:m) {

x[i,]1<-g(n)

}

x<-colMeans (x)

# histogram

hist(x, probability=TRUE, breaks=50, col=’gray’, ylab=’hustota’,main=titulek,xlim=
c(-.1,1.1))

# proloZime hustotu pravdé&podobnosti norm&lniho rozdé&leni

ax<-seq(from=min(x), to=max(x), length=100) # body na ose x

ay<-dnorm(ax, mean(x), sd(x))

lines(ax, ay, col=’red’)

polet vektoru

<-100

délka jednoho vektoru
<-10000

ptions(scipen=5) # tisla chceme vypisovat ve fixni notaci

vykreslime 3x2 obrazku
par<-par (mfrow=c(3,2))
lv(l,n,paste(n,’realizaci n.v.’))
lv(2,n,paste(n, ’pruméru realizaci 2 n.v.’))
1lv(3,n,paste(n,’prumé&ra realizaci 3 n.v.’))

lv(5,n,paste(n, ’pruméra realizaci 5 n.v.’))
1v(20,n,paste(n,’prumdru realizaci 20 n.v.’))
lv(m,n,paste(n, ’pruméra realizaci’,m,’n.v.’))
ar (opar)
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1.2

10000 realizaci n.v.

10000 prameérd realizaci 2 n.v.
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Obr. 2: Tlustrace centralni limitni véty. Histogramy ukazuji rozdéleni vybéra 10.000 nadhodnych
veli¢in definovanych jako soucet n nezavislych realizaci ndhodné veli¢iny z rovnomeérného rozdéleni
R(0,1). Pro n = 1 dostdvdme piiblizné rovnomérné rozdéleni, pro n = 2 priblizné trojihelnikové
rozdéleni, a pro n > 5 uz v obrazku nerozezname, jak se empirické rozdéleni 1isi od normaélniho,
které je pro srovndni zobrazeno jako Cervend kiivka, jejiz parametry byly z jednotlivych vybéru
vypocteny momentovou metodou.

1.17 Cebyéevova nerovnost

To, jak daleko od stfedni hodnoty se mohou nachdzet hodnoty nahodné veli¢iny, omezuje nésledujict
pozoruhodné CebySevova nerovnost:

varX

p(| X —EX|>¢€) < (17)

€

Tato nerovnost je zajimavd tim, Ze plat{ pro vsechny ndhodné veli¢iny (bez ohledu na rozdéleni).
Zaujmout v8ak muze i eleganci a krétkost{ svého dikazu (my ji zde vsak dokdzeme jen pro diskrétni
rozdéleni):
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varX = B(X — EX)?
=Y (X - EX)*p
> Y (Xi—EX)’p

| X;—EX|>e

Z €’ p;

| X;—EX|>e
=< > m
| X;—EX|>e¢
=e2p(|X; — EX| > ¢)

v

a tedy

X
p(X — EX| > ¢) < 75

Priklad: Demonstrovat silu CebySevovy nerovnosti ve srovnani s tim, co o sobé fikd normalni
rozdélem’

N(0,1).
1. Jaka je p(|X| > 0)?
2. Jakd je p(|X| > 1)?
3. Jakd je p(|X| > 2)?
4. Jaka je p(|X| > 3)?

Ocekdavame, Ze dodatecnd informace v podobé presné znalosti rozdéleni ndhodné veliciny ndm
prinese presnéjsi vysledky.

Reseni:
Uvazme, ze EX = 0.

1. p(|X| > 0): Z Cebysevovy nerovnosti dostavame

X 1
p(|1X|>0)=p(|X — EX|>0) < Wgz =

a z distribuéni funkce

p(IX] = 0) = p(|X — EX| > 0)
=2p(X — EX > 0)

=2p(X >0)
21— p(X <0))
=2(1 - ®(0))
=2(1-0,5)

=1

Tedy Cebysevova nerovnost vlastné o hledané pravdépodobnosti nepfinasi zadnou novou in-
formaci: fikd, ze pravdépodobnost je nanejvys nekonec¢nd, coz jsme védéli uz diive. Znalost
rozdéleni naproti tomu ddvé zcela presnou odpovéd: p(|X| > 0) = 1.
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2. p(IX] = 1):

varX 1
= - = 1
12 1

p(|X|>1) =p(|X —EX|>1) <

a z distribué¢ni funkce

p(IX] =2 1) =p(|X — EX[>1)
= (X —EX > 1)
=2p(X >1)
=2(1—®(1))
~ 2(1—0,84134)
=0,31732.

3. p(X >2):
X 1
p(1X|>2) =p(IX — EX|>2) < ”“2’; = 1=0.25

a z distribué¢ni funkce

p(|X]=>2) =p(|X - EX[>2)
=2p(X — EX >2)

=0, 04550.

4. p(|X| > 3): .
p(1X]>3) = p(|X — EX| > 3) < ”‘;’; =g =011,

a z distribuéni funkce

p(IX] = 3) =p(|X — EX| > 3)
=2p(X — EX > 3)

= 0,00270.

Na co tedy Cebysevova nerovnost je, kdyz distribuéni funkce ndm ddvd mnohem vice a presnéjsich
viysledku?
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2 Odhady parametri.

2.1 Odhad, druhy odhadi, vychyleni a rozptyl odhadu, konzistentni od-
had

Priklad: Stielba na terc:

T

ZN RN
\Q/ P

Obr. 3: Tustrace vlastnost{ odhadu (dvourozmérného) parametru. Odhady jsou zndzornény jako
zasahy do terce. Skute¢nd hodnota parametru odpovida stfedu terce, do néhoz se jednotlivé odhady
snazi vice ¢i méné uspésné ,strefit“. A: nevychylené odhady s velkym rozptylem, B: vychylené
odhady s velkym rozptylem, C: nevychylené odhady s malym rozptylem, D: vychylené odhady
s malym rozptylem.

2.2 Rozklad stiredni kvadratické chyby odhadu na systematickou chybu
(vychyleni) a rozptyl

6 - skutend (nezndmd) hodnota parametru, T; - odhady parametri, ET - stfedni hodnota odhadi
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E(T —0)> = E(T — ET + ET —0)?
(T — ET)* +2(T — ET)(ET — 0) + (ET — 6)?]

E
E(T — ET)*> +2E(T — ET) (ET — 0) +E (ET — 0)*
—— ———

konstanta konstanta
= E(T — ET)> + 2(ET — 0) E(T — ET) +(ET — 0)?
———
=0

=varT + (ET — 0)?

tedy stifedni kvadraticka chyba je souc¢tem rozptylu odhadu a ¢tverce vychyleni.
2.3 Metoda momenti

Priklad: Pri vykopavkach bylo odhaleno nékolik kosti dinosaura. Archeologové maji predstavu
o proporcich dinosaura a chtéji na zdkladé nélezu restaurovat jeho celkovou velikost.

Reseni: Vzit jednu nebo vice kosti, néjak chodné je charakterizovat (tj. spocitat néjakou funkci
realizaci ndhodnych veli¢in) a d4at je do souvislosti s teoretickym modelem dinosaura (teoretickymi
protéjsky odpovidajicich funkei, napf. pramérna velikost atd.).

Je lepsi vzit mdlo, nebo vice kosti? (Vice - proto se vybér charakterizuje momenty, které stavéji
nad hodnotami vSech pozorovdni, a ne treba nad kvantily (které zohledrniuji uspordddni, ale ne primo
hodnoty vsech jednotlivyjch realizact).)

Priklad: Odhad parametri N(u,o?).

2.4 Metoda maximalni vérohodnosti

Veérohodnostni funkce (jako funkce parametru a dat).

Priklad: Nekurak a nedopalek. Potkdme zndmého, o némz vime, ze je nekuidk. Pod nim vsak
lezi nedopalek. Co si pomyslime - Ze jej zahodil on, nebo nékdo jiny, kdo na daném misté byl pred
nim?

Vérohodnostni funkce L(p;x) jako funkce dat x = ,zndmy (ne)odhodil nedopalek® za dangch
(pevngch) parametri p = ,zndmy je nekurdk:

o L(p = zndmy je nekurdk, x = zndmy odhodil nedopalek) je nizkd,
o L(p = zndmy je nekurdk; x = zndmy neodhodil nedopalek) je vysokd.

Z hodnot vérohodnostni funkce vyhodnocené pro riznd data (,o0soba odhodila nedopalek®, ,o0soba
neodhodila nedopalek®) za pevngch parametri (,0soba je nekurdk®) usoudime, Ze vérohodnéjsim
vysvétlenim pozorované skutecnosti je, Ze nedopalek neodhodil nds zndmy-nekurdk, ale Ze nedopalek
byl na zemi jiz drive.

Priklad: Kuidk a nedopalek. Na rohu ulice vidime stat ¢lovéka, o némz nevime, zda kouii,
nebo nekouii. Pod nim vsak lezi nedopalek. Co si o tom ¢lovéku pomyslime - ze spiSe kouii, nebo
nekoufti?

Vérohodnostni funkce L(p;x) jako funkce nezndmiych parametri p (,,0s0ba je kuidk“ nebo ,,0soba
je nekurdk®) za dangch dat (x = ,pod osobou je nedopalek®):

o L(p = osoba je nekurdk; x = pod osobou je nedopalek),
e L(p = osoba je kurdk; x = pod osobou je nedopalek).

Hleddme takovou hodnotu parametru p, kterd maximalizuje vérohodnostni funkci L(p;x). Takovou
hodnotu parametru p pak prohldsime za mazimdiné vérohodny odhad parametru p. (V nasem pripadé
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bude asi vérohodnéjsim vysvétlenim to, Ze osoba je kutdk, ktery odhodil nedopalek. Pokud bychom
viak méli vazny divod domnivat se, Ze nedopalek byl na chodniku jiz diive, byla by vérohodnost obou
vyse wvedenych pripadi stejnd a maximdlné vérohodny odhad by tak nebyl jednoznacné urcen.)

2.5 Priiklady na metodu maximalni vérohodnosti a momentovou metodu
Priklad: 7 jediné realizace 1 ndhodné veli¢iny X, o niz vite, ze pochdzi z normalniho rozdéleni
N(u, 1), odhadnéte parametr g momentovou metodou a metodou maximaln{ vérohodnosti.

1. Budou odhady nestranné?

2. Jaké budou mit rozptyly?

3. Budou konzistentni?

Kolik a jakijch momentu pouZijete?

Resend:

1. Momentovou metodou: Stac¢i jediny moment: EX = u odhadneme pomoci x1: it = mx =
%23:1 x; = x1. Odhad i = 21 je nestranny, protoze EX; = p. (VSimnéte si, Ze v poslednim
vyrazu vystupuje nikoli realizace x1, ale ndhodnd veli¢ina X; - pouze z ni ma totiz smysl
pocitat stfedni hodnotu, protoze nas zajima, jak se odhad bude chovat pro rizné realizace,
nikoli pro jednu jedinou realizaci x.)

Metodou maximéalni vérohodnosti: vérohodnostni funkce je

L(p, 02 z1) = x1|p, 0%) = e 207 |
(.u 1) fX( 1|/L ) m

a my bychom ji chtéli maximalizovat vzhledem k hledanym parametrum (tj. maximalizovat
vérohodnost za danych dat a z{skat hledané nezndmé parametry). Protoze hledat extrém
vérohodnostni funkce neni jednoduché, zjednodusime situaci tim, ze misto vérohodnostni
funkce budeme maximalizovat jeji logaritmus (protoze logaritmus je ryze monoténni, bod,
v némz nabyvé vérohodnostni funkce maximum, je pfesné tyz, jako bod, v némz nabyva
maxima logaritmovand vérohodnostni funkce).

Logaritmickd vérohodnostni funkce je

(w1 — M)Z_

202 (18)

1 1
Wp, 0% a1) = —gln(%) - §ln(02) -

Jeji extrém budeme hledat tak, ze polozime jeji derivaci rovnu 0. Protoze se jednd o funkci dvou
proménnych, mohli bychom postupné derivovat podle jejich jednotlivych parametri. Nam
bude pro tentokrat stacit nalézt hodnotu parametru p. Tu nalezneme, polozime-li parcialni
derivaci podle p rovnu 0:

o) 2a1i—p)(=1) (o1 —p)

= — = = 0
ou 202 o

a tedy

2. Rozptyl odhadu: varj = varX = o2.

3. Budou odhady konzistentni? Nelze pfimo urcit, protoze ke konzistenci bychom potiebovali
vysledovat chovani odhadu pro zvétsujici se velikosti vybéru, ale my mame k dispozici pouze
jediné pozorovani.

24



Priklad: Ze dvou realizaci x1,rs nahodné veliciny X, o niz vite, ze pochézi z normalniho
rozdéleni N (i, 1), odhadnéte parametr g momentovou metodou a metodou maximaln{ vérohodnosti.

Resent
1. Momentovou metodou: Opét staci jediny moment: EX = p odhadneme pomoci prvniho
vybérového momentu: g = myx = %25:1 T; = 3“'57:”2 Odhad [ je nestranny, protoze

X1+Xo _ EXq+EXy _ ptp
b= = 2 =2 Tk
Metodou maximélni vérohodnosti: vérohodnostni funkce je
2

1 _(@i=w?
LH702;5€173«”2 (x|, 0%) = 252
( )= 1:11 i 1}1 —°

potom logaritmicka vérohodnostni funkce je

2
U, 025201, 0) = Z ( - %ln(%r) - %ln(o—?) _ %)
i=1

Il
|
it
=
[N}
z
|
it
g
[
|
]+
E)
|
=
[

ol(u,0%; 21, T2 2(x; — pu)(—1 2 (x —
i) o)) 5 )
22—11'1' _

/_L:T:x

2. Rozptyl odhadu: varfi = varXH'X2 = “”XH'WTXQ =< J“’ = "7 Tedy tento odhad bude

mit rozptyl polovi¢ni ve srovnani s odhadem porlzenym z Jedme realizace.

3. Budou odhady konzistentni? Nelze piimo urcit, protoze ke konzistenci bychom potiebovali
vysledovat chovani odhadu pro zvétsujici se velikosti vybéru, ale my mame k dispozici pouze
dvé pozorovani.

Priklad: (Pokracovéani prechoziho pifkladu.) Co kdybyste pro odhad parametr pouzili pouze
posledni realizaci x57

e Jak se zméni odhady?

Budou lepsi, nez minulé odhady?

Budou nestranné?

e Jaké budou mit rozptyly?

Budou konzistentni?

Reseni: Dostali bychom stejny odhad jako v piipadé, ze méame jedinou realizaci. Odhad
stfedni hodnoty bude nestranny, ale ve srovnani s odhadem zalozenym na dvou realizacich bude
mit dvojnasobny rozptyl.

Priklad: (Pokracovéni prechoziho pifkladu.) Co kdybyste pro odhad parametru pouzili vétsi z
realizaci, tj. max(x1,x2)? Jak se zméni odhady?

Reseni: Odhad tentokrat nebude nestranny - tim, ze za odhad bereme vétsi ze dvou realizaci,
stfedni hodnota takového odhadu bude vétsi, nez stiedni hodnota samotné realizace.
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Priklad: 7 jediné realizace x1 nahodné veliciny X o niz vite, ze pochéazi z normélniho rozdéleni
N(p,0?), odhadnéte parametry u a o2 momentovou metodou a metodou maximalni vérohodnosti.

Resend:

Momentovou metodou oba parametry z jediné relizace odhadnout nelze.

Metodou maximalni vérohodnosti: parametr p odhadneme hodnotou dané relizace x; (viz vyse).
Parametr 02 odhadneme maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce (18)) vzhledem k o2,

hledéame tedy extrém I(u, 0%; 21) vzhledem k o2, tedy parcialni derivaci [(u, 0%; 1) podle o polozime
rovnu nule:

o) _ 11 (m-p?
do? 202 2(02)?

a po tpravé (vynasobeni 2(02)?)

0% = (x1 — p)?

a vzhledem k tomu, ze g = z1,

0'2 = (1'1 — 1’1)2 =0.

Vidime, ze vérohodnost se maximalizuje pro 2 = 0, tedy pro degenerované (singuldrni) rozdélen{
s nulovym rozptylem, v némz je vSechna hustota soustiedéna v jediném bodu ;.

Souwvislost s wviznutim E-M algoritmu v lokdlnim minimu odpovidajicim singuldrnim varianénim
maticim.

Priklad: Odhad parametri N(u,0?) z vice realizaci.
Reseni: viz prednéska
Priklad: Odhad parametru alternativniho rozdéleni Alt(p) z realizaci 0,0, 1.

Reseni: Alternativniho rozdéleni je popsino pravdépodobnostmi

far(X =1)=p

fa(X =0)=1-p,

kde p je pravdépodobnost uspéchu (jevu 1).
Vérohodnostni funkce pak je souéin pravdépodobnosti jednotlivych realizaci za dané hodnoty
parametru p:

L(p;{0,0,1}) =

e

faie(zi|p)
=1

1—p)-(1—p)-p
- p)°p.

-
Il

—~

Tuto funkci bychom mohli jiz pfimo maximalizovat (to by vedlo ke kvadratické rovnici), nebo
muzeme podobné jako dfive tuto funkci logaritmovat a tlohu si zjednodusit.
Logaritmicka vérohodnostni funkce pak je

1(p;{0,0,1}) = 2in(1 — p) + In(p)

a jeji derivace podle p polozime rovnu 0:
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1({0,0,1 -1 1
({0,011 _, =1 1 _,
dp l—-p p

a po upravé (vyndsobeni p(1 — p))

2p=(1-p)

3p=1

5o 1

P=3

Odhadem parametru p metodou max. vérohodnosti je tedy p = 1/3.

Pozndmka: ke stejnému vysledku by vedlo i to, pokud bychom dany pocet jednicek ve sledu tri
nezavislych realizaci ndhodné alternativni veli¢iny povaZovali za jedinou realizaci ndhodné veli¢iny
magjict binomické rozdéleni. Vérohodnostni funkce by pak byla

L(p;{0,0,1}) = G)p(l -p)?

coZ by vedlo ke stejnému vysledku.

Priklad: Hazime minci, u niz se obavame, ze je faleSna: panna udajné padad 2x Castéji nez
orel. Spoctéte vérohodnost tohoto tvrzeni na zakladé pozorovani, ze padl 2x orel. Spoctéte rovnéz
vérohodnost pozorovanych dat pro piipad, ze mince neni falesna. Déle z dat odhadnéte pravdépodobnost,
ze pada panna, metodou maximalni vérohodnosti a momentovou metodou.

Reseni: Nahodny jev modelujeme alternativnim rozdélenim s parametrem p vyjadiujicim
pravdépodobnost, Ze padne panna. Pak vérohodnost pozorovaného sledu dvou orlu je:

L(p;z) = L(p; {0,0}) = (1 — p)*.

Pro ocekévanou falesnou minci, kde p = 2 dostdvdme L(2;{0,0}) = §. Pro férovou minci, kde
p = 3 dostdvame L(%; {0,0}) = %. Vérohodnéjsi tedy je, ze mince je férova.

Odhad p metodou maximdlni vérohodnosti: vérohodnost L(p;z) = L(p;{0,0}) = (1 — p)? se
maximalizuje pro p = 0.

Odhad p momentovou metodou: Prvnf obecny (necentralni) moment alternativniho rozdéleni

M, =EX=p

7z ’ s’ 7 7 ~ 7’ re / —
polozime roven odpovidajicimu vybérovému obecnému momentu m; = Z, tedy:

=

_ o~

p:M = m

a odtud pfimo dostavame odhad p:

s
Il
8
Il
ja]

Oba odhady si jsou tedy rovny.

Priklad: Metodou maximalni vérohodnosti a momentovou metodou odhadnéte na zdkladé

pozorovanych x1, ..., x, neznamy parametr \ Poissonova rozdéleni:
/\ke—)\
PX=k)= .
(X =k) o
Resend
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Metodou maximalni vérohodnosti:

n

ATig=A
L()\, {x1,~~~7xn}) = H

;!
i=1 g
n

LN {x1, . xn}) = Z(Iiln)\— A—lnz,!)

i=1

n n

LN {me, o zn ) = ln)\ZJsi —nA— Zlnxi!
i=1 i=1

(N {z1, .. Tn})
O\ N

S .

8
[
S
I
o

>

@
Il
-

>
l
Sl
B

@
Il
—

Momentovou metodou: Prvni obecny moment Poissonova rozdéleni
,
M, =EX =\
~ 7 ’ 7 7 ’ ~ 7 re / —
polozime roven odpovidajicimu vybérovému obecnému momentu m; = Z, tedy:
’ ! _
A=M,=m; ==

a odtud pfimo dostavame odhad

Oba odhady si jsou tedy rovny.

Priklad: Metodou maximalni vérohodnosti a momentovou metodou odhadnéte na zakladé
pozorovanych 1, ...,z nezndmy parametr p binomického rozdéleni Bi(n = 10, p):

n

Pix =) = (})rta-pr

Reseni: Metodou maximalni vérohodnosti:

L o)) = ] (m)pm _p
i=1 v
m n
Lp;{z1, ... xm}) = ; (ln (%) +a;lnp+ (n— ;) In(l —p))
ol(p;{x1,...,xm}) _ ZZL L + Zlil(n—wi)
Op P 1-p
MHpi{zr, . om))  Dimjai  mn—3 0w
= + =0
dp P 1-p

m m m
D wi=p) wi=mnp=p)
i=1 i=1 i=1

m

E T; = mnp

i=1

Z'HL .
i=1%i

mn

p=

Momentovou metodou: Prvni obecny moment binomického rozdéleni

M, =EX =np
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7z ’ 7 7 7 ~ 7 Ie ’ —
polozime roven odpovidajicimu vybérovému obecnému momentu m; = z, tedy:

m
’ ’ .1 X
np=M, =m; =T = i1 i
m
a odtud pfimo dostavame odhad
— m
ﬁ —_ E — ZiZI i
n mn

Oba odhady si jsou tedy opét rovny.

Priklad: Metodou maximalni vérohodnosti a momentovou metodou odhadnéte na zdkladé
., Tp, Nezndmé parametry a, b rovnomérného rozdéleni R(a, b) na intervalu [a, b]).

pozorovanych xq, ..
Reseni: Metodou maximalni vérohodnosti:

L(a,b;{xl,...,xn}):ﬁbia - (biay

i=1

= —nln(b— a).

La,b;{z1,...,2n}) =nln .
Tato vérohodnost se maximalizuje pro co nejmensi b — a. Ovsem b — a musi byt natolik veliké, aby

interval [a, b] pokryl vSechna pozorovéni x;. Tedy vychézi, ze
A
a = minj_,x;

. no

b =mazx;_ x;

Momentovou metodou: Prvni obecny moment rovnomérného rozdéleni

, b
Mlexza;r

7 ’ 7 7 I ~ z 7’ 4 —
polozime roven odpovidajicimu vybérovému obecnému momentu m; = Y ., x; = T, tedy:

2
a dostavame -
a+b -
5 =%
Vime (nebo vypocitdme), ze druhy obecny moment rovnomérného rozdéleni je
’ b—a)? / b—a)?
M, =EX?=E(X - EX)’+ (EX)? =varX + (EX)?* = % +(M;)? = % + 72,
Ptitom varX se spocitd piimo z definice jako:
oo b b a+b\’
varX:E(X—EX)Qz/ f(x)(x—EX)2dx:/ f(x)(m—EX)dez/ . <x— ) dx
ety yrm gt / gy L[] R En) L2 R ()
- w2n? YT o3, T2 3 3 | T2 3T 3T 12

Druhy obecny moment rovnomeérného rozdéleni pak polozime roven odpovidajicimu vybérovému

, ’
obecnému momentu my = >, 27, tedy:

b—a)? .
: 12a) +T=)
=1

n
b—a=,|12 <foi)
i=1
V tomto ptipadé se tedy odhady momentovou metodou a metodou maximélni vérohodnosti lisi
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2.6 Intervalové odhady

Priklad: Odhadnéte co nejpiesnéji glykémii (koncentraci glukézy v krvi [mmol/1]) u urcité skupiny
pacienttu s tézkou cukrovkou. Vime, ze u zdravych lid{ jsou hodnoty glykemie typicky v rozmezi cca
3 — 6mmol/l, ale u pacientu lze o¢ekdvat mnohem vyssi hodnoty. Lékaii odhaduji, Ze smérodatnd
odchylka naméfenych hodnot koncentrace glukézy u sledovanych pacientu je s = 4mmol/l. Navic
prozatim méme k dispozici pouze jediné méfeni: 1 = 11, 3mmol/I.

1. Vhodnym zptsobem graficky znazornéte rozlozeni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny ,,gly-
kemie“ - nactrtnéte hustotu.

2. Naznacte oblast A, pro kterou P(X € A) = 95%. Je oblast symetrickd? Lze najit jinou takovou
oblast? Interpretujte danou oblast. Ovéite, Ze jste oblast nasli spravné pomoci numerické
simulace.

3. Zkonstruujte 95% interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu glykemie. Interpretujte dany in-
terval. Pfesnost je mala — jak to zlepsit?

Reseni: Dobrym modelem pro rozdéleni pravdépodobnosti hodnot glykémie u sledovanych paci-
entl muze byt normélni rozdéleni, protoze na zakladé centralni limitni véty vime, ze pokud sledova-
nou veli¢inu ovlivituje podobnym zpusobem vice nezavislych faktoru, které se navzdjem kombinuji,
vysledkem je (pii velkém poctu faktori) normélni rozdéleni. (Pokud totiz napt. kazdy z faktort muze
nezévisle na ostatnich bud’ zvySovat nebo snizovat sledovanou hodnotu (a zvyseni i snizenf je stejné
pravdépodobné), nejpravdépodobnéjsi situace je takové, ze polovina faktort ptisobi negativné a po-
lovina pozitivné. Situace, Zze by napt. vsechny faktory pusobily sniZenf, je velmi nepravdépodobna.)

Oblast A je definovéna jako interval (qq, qp), kde Fx(qn) — Fx(q) = 0,95.

Oblasti mohou byt ruzné, typicky véak budeme mluvit o symetrické oblasti (pro oboustrannou
alternativu, tj. kdyz chyby na obou strandch jsou stejné dulezité ¢i o¢ekdvatelné).

Interpretace oblasti A: pii opakovanych nahodnych vybérech budou realizace ndhodné veli¢iny
glykémie lezet v oblasti A v 95% piipadu. V tomto pohledu je tedy pravdépodobnost, ze dand
ndhodné veli¢ina nabyvd hodnoty z daného intervalu, rovna 95%. Viz obr.

Podobné 1ze konstruovat oblast, v niz se budou ¢asto nachézet pruméry ndhodnych vybéra o
dané velikosti (viz obr. [)).

Inteval spolehlivosti pro stfedni hodnotu naproti tomu bude definovan kolem vybérového prumeéru
a bude roven (X + %(I)_l(%),)_( + %(I)_l(l -2)).

Priklad: (Pokracovéni.) Na dalsi schuzce jste sezndmeni s pozadavkem namérit glykémii s da-
nou presnosti — s presnosti na 1 desetinné misto. Kolik pacienti budeme muset vySetfit?

Reseni: Tento pozadavek nelze splnit. Co totiz znamend pozadavek “naméfit glykémii s presnosti
na 1 desetinné misto”? Patrné znamend, ze chceme, aby naméfrend hodnota glykémie véetné nepiesnosti
v jejim odhadu (tedy jejf interval spolehlivosti) lezel(a) v intervalu, jehoz oba konce budou zaokrouh-
leny na stejné ¢islo. Protoze vSak interval spolehlivosti konstruovany kolem vybérového pruméru ma
pro kone¢né vybéry nenulovou §itku, a protoze vybérovy prumér muze lezet velmi blizko hranice,
kde se ldme zaokrouhlovéni, nelze obecné (dopfedu) zarucit, ze by se konce intervalu spolehlivosti
nezaokrouhlovaly na ruznd ¢isla (napf. pii vybérovém prumeéru 11,349 by interval spolehlivosti
mohl byt [11,348, 11, 350), tedy po zaokrouhleni na [11,3, 11,4) a bychom glykémii s pfesnost{ na
1 desetinné misto neziskali.

Priklad: (Pokracovéni.) Na dalsi schuizee je navrzeno, abyste garantovali, ze vzdalenost odhadu
od skute¢né hodnoty nebude vétsi nez 0, 1. Spoctéte pocet pacientu, které je tfeba vysSettit.

Reseni: Tento pozadavek také nelze splnit. Pii konstrukei interval spolehlivosti z koneéného
poctu pozorovani nelze omezit pravdépodobnost chyby na 0% (tj. zajistit 100% spolehlivost).

Priklad: (Pokracovéni.) Na dalsi schuzce je tedy pozadovéno, abyste garantovali, ze vzdalenost
odhadu od skutetné hodnoty nebude s pravdépodobnost{ 95% vétsi nez 0, 1. Spoctéte pocet pacientu,
které je tieba vysetrit.
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Reseni: Interval spolehlivosti kolem vybérového priméru X z vybéru velikosti n je pii zndmém
rozptylu o2 roven

Chceme, aby

a tedy

"= (o(,flq’l(1 B §)>2

4
n~ (ﬁl, 96)2 = 78,42 = 6146, 56

K odhadu, jehoz vzdélenost od skuteéné hodnoty nebude vyssi nez 0, 1, bychom tedy potiebovali
alespont 6147 pacientu. Je to realné?

Priklad: (Pokracovéni.) Pocet pacientu vypoc¢itany v minulém piikladé je v béznych podminkach
neredlny. Jaky odhad by se dal zkonstruovat v ptipadé, ze pocet pacientu by byl 100-krat nizsi?

Resend: Vyjdeme ze vztahu velikosti vybéru n, sitky intervalu spolehlivosti A a pozadované

spolehlivosti a:
o a\\ 2
(53"
" (A 2

Pro stondsobné snizeni n bychom mohli:
e 7zvétsit §ffku intervalu spolehlivosti A desetkrét, nebo

e pozadovat vyssi piesnost méteni, tedy snizit rozptyl o2 100-krat (tedy smérodatnou odchylku
o 10-krat), nebo

e snizit z naroku na spolehlivost daného intervalu spolehlivosti, kyzenou spolehlivost bychom
mohli spocitat z

jako
=gt (1-5)
e (1-5)
R

1
o =20 <\/6720;L > ~ 28(—0,1969)

a~ 0,844

(Timto zpusobem bychom tedy zkonstruovali 15,6% interval spolehlivosti. (Jak byste jej in-
terpretovali? Jak je uzitecny?))
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Priklad: (Intervalovy odhad pfi nezndmém rozptylu.) Méfeni systolického krevniho tlaku
15 osob dalo prumérnou hodnotu 116,3mmHg a vybérovou smérodatnou odchylku 5,4mmH g.
Vypoctéte 95% interval spolehlivosti stfedni{ hodnoty krevniho tlaku.

Jaky interval byste dostali, kdybyste hodnotu vybérové smérodatné odchylky povazovali za

pevnou?

Resend: Interval spolehlivosti kolem vybérového priméru X z vybéru velikosti n je pfi nezndmém
rozptylu odhadnutém jako s% roven

_ Sx o — Sx o
X4+ 2 (—),X X gt (177)
( + \/ﬁq( DA + \/ﬁCJ( 1) B

a vycislen je na

5,4 5,4
(116, 3+ \/—ﬁqt14(2, 5%),116,3 + \/ﬁqt14(97, 5%)>

~116,3+ 1,394 - (—2,145);116,3 + 1,394 - 2, 145)
~ (116,3 — 2,99; 116, 3 + 2, 99)
~ (113,31;119,29)

Pro srovnani: pokud bychom pfedem znali rozptyl (a nemuseli jej odhadovat z dat) a ndhodou
by smérodatné odhylka byla rovna hodnoté vybérové smérodatné odchylky, dostali bychom interval:

5,4 5,4
(116,3+ d(2,5%),116,3 + — @‘1(97,5%))

V15 V15
~ 116,3+ 1,394 - (—1,96);116,3 + 1,394 - 1,96)
~ (116,3 —2,73;116,3 + 2,73)
~ (113,57;119,03)
Vsimnéte si, ze tento interval se lis{ pouze v pouzité kvantilové funkci a ze pfi stejné hod-
noté smérodatné odchylky (teroretické i vybérové) vychdzi interval spolehlivosti §irs{ v pfipadé
nezndmého (odhadovaného) rozptylu, nez v piipadé, ze rozptyl je predem zndm. Proc?
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Obr. 4: Tlustrace intervalu spolehlivost pro stfedni hodnotu.
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