1 Opakovani: pravdépodobnost

Vysvétlete terminy:
1.1 Nahodny jev (elementdrni jev, prostor elementarnich jevi)
Priklad: Hazeni kostkou.

1.2 Pravdépodobnost

(funkce definovand na podmnozindch prostoru elementdrnich jevi)

1.3 *Pravdépodobnostni prostor: (2, A, p)

1.4 Nezavislost nahodnych jeva

Priklad: Priprava na zkousku.

Alice: “Bobe, jak je pravdépodobné, ze tu zkousku oba udélame?”

Bob: “Rekl bych 70%.”

Alice: 7 Ale véera jsi tvrdil, Ze ji na 90% udélds a ze j& mam stejnou Sanci.

Bob: "No aj‘ Alice: ”To neni mozné, a jestli to nevidis, tak tu zkousku asi neudélas. “

Priklad: Héazeni kostkou: jev “padne liché ¢islo” vs. jev “padne ¢islo vétsi nez 3”. Jsou tyto
jevy nezavislé?

A=B A'=B' A A A A

Q Q Q
B
B
B
B
identické jevy (,,100%“ zavislé) (,,Céstecne”) zdvislé nezavislé

Obr. 1: Tlustrace zavislosti a nezavislosti dvou jevu.

Priklad: Hézeni dvéma kostkami. Jev A: na prvni kostce padne liché ¢islo, jev B: na druhé
kostce padne sudé ¢islo, jev C: soucet ¢isel na obou kostkach je sudy. Jsou tyto 3 jevy nezavislé?
Jsou tyto jevy po dvou nezavislé?

1.5 Podminéna pravdépodobnost

Ukdzat pres geometrickou predstavu 2 mnozin A a B s neprdazdngm prunikem.

p(BNA)

p(BA) =

(za podminky p(B) > 0) (1)

Priklad: Tenista méa prvni podani tspésné s pravdépodobnosti 0,6; druhé s pravdépodobnosti
0,8. S jakou pravdépodobnosti se dopusti dvojchyby?

Resend: jev N; - chyba v prvnim podani, jev Ny - chyba ve druhém podani. p(N;) = 0,4,
p(N2|Ny) = 0,2 (pozor, toto neni p(N2)!). P(Ny N N3) = p(N2|N1)p(N1) =0,2-0,4 = 0,08.



1.6 I]'plné pravdépodobnost

aneb celkova pravdépodobnost jevu A se da ,spocitat po kouskédch a poscitat “

P(A) = ZP(A NB;) = ZP(A|Bi)P(Bi) (2)

Priklad: Spoctéte prumérné zastoupeni studentek ve skole, kterd méa 2 poslucharny a 2 Satny
a v kazdé mistnosti je jiné zastoupeni divek. (Pfedpokldddme, Ze prumérné zastoupeni studentek
nelze zjistit piimo, napi. anketou.)

Resend: Jev D - ndhodné vybrany(a) student(ka) je divka. Jev M; - student(ka) se nachdzi v
mistnosti .

4 4

p(D) = ZP(D NM;) = ZP(D‘Mz)p(Mz)
i=1 i=1

1.7 Bayestv vzorec
P(B|A)P(A)
P(B)

aneb vypocet posteriorni podminéné pravdépodobnosti P(A|B) z apriornich pravdépodobnost
P(A), nebo prepocet podminéné pravdépodobnosti P(B|A) na podminénou pravdépodobnost P(A|B).

Oznacuje-li napf. P(B|A) podminénou pravdépodobnost urcitého vysledku klinického testu (jev
B) u zdravého clovéka (podminka A), pak Bayesuv vzorec déva na zakladé vysledku testu (a
apriornich pravdépodobnosti) podminénou pravdépodobnost P(A|B) toho, Ze testovand osoba je
zdrava ¢i nemocné.

P(A|B) =

Priklad: Klinicky test, jehoz icelem je odhadnout, zda pacient méa urc¢itou nemoc, mé senzitivitu
(pravdépodobnost toho, ze u nemocného bude test pozitivni) 90% a specificitu (pravdépodobnost
toho, ze u zdravého bude test negativni) 95%. Spocitejte pravdépodobnost toho, Ze pacient s pozi-
tivnim testem nemoc skutetné ma, a dale pravdépodobnost toho, ze pacient s negativnim testem
nemoc skuteéné neméa. Predpokladejme, ze nemoci trpi 20% populace.

Reseni: Jev, ze pacient je nemocny, oznacime jako N, jev opacny jako Z. Pozitivni vysledek
testu oznac¢ime jako Poz a negativni jako Neg. Vime, ze p(Poz|N) = 0,9, p(Neg|Z) = 0,95 a
p(N) =0,2.

Pouzitim Bayesova vzorce dostavame:

p(Poz|N)p(N)

P(NIPoz) = Pt

kde p(Poz) nezndme, ale dokdzeme spocitat pomoci véty o tplné pravdépodobnosti:

p(Poz) = p(Poz|N)p(N) + p(Poz| Z)p(Z).

7 toho
p(Poz|N)p(N) p(Poz|N)p(N) 0,9-0,2
NlPoz) = - = ~ 0,818.
p(N|Poz) p(Poz) p(Poz|N)p(N) + p(Poz|Z)p(Z) ~ 0,9-0,2+0,05-0,8
Pozitivni vysledek testu tedy pritomnost nemoci neindikuje ptilis spolehlivé.
Podobné
Neg|Z)p(Z Neg|Z)p(Z 0,95-0,8
p(Z|Neg) = p(NegZ)p(2) = p(Neg|Z)p(2) = : : ~ 0,974,
p(Neg) p(Neg|Z)p(Z) + p(Neg|N)p(N) ~ 0,95-0,8+0,1-0,2

tedy p(N|Neg) = 0,026 a falesné negativni vysledek lze nastésti ¢ekat jen u necelych t¥{ procent
testovanych osob.



Kterd chyba vadi vic: falesnd pozitivita nebo falesni negativita? Jakd je celkovd ocekdvand chyba
a co je jeji hlavni pricinou? Jak byste test vylepsili?

Priklad: V obléhaném mésté, které se skladd ze dvou vzijemné oddélenych ¢tvrti Mordor
(tvoff desetinu meésta) a Londor (tvofi zbylych 90% mésta), nepiitel kontaminoval jedem vodovod
zdsobujici Mordor. 90% mordorskych obyvatel je otrdaveno (vsichni krom téch, ktef{ se vody zatim
nenapili). V Londoru je otrdveno pouze 10% obyvatel (patrné z jinych zdroju, nez z vody). Jednomu
obyvateli se z mésta podaii tajnou chodbou uniknout, avsak zahy umira — byl otraven. D4 se odhad-
nout, zda tajnéd chodba vede do Mondoru, nebo Londoru? (Pro zjednoduseni budeme piedpokladat,
7e pravdépodobnost toho, Ze chodbou z mésta nékdo unikne, je stejnd, at uz chodba vede kamkoli.)
Jak se tato pravdépodobnost zméni, vyjde-li z chodby dalsi otraveny?

Reseni:

Jev, ze chodba vede do jedem otravené ¢asti mésta, oznac¢ime jako J a jev, ze ¢lovék prichazejici
chodbou je otraveny a zemfe, jako M.

Za apriorni (pfedem oc¢ekdvanou) pravdépodobnost toho, Ze chodba vede do otrdvené ¢dsti mésta,
musime (bez znalosti dodateénych informaci) vzit pomér plochy otrdvenych ¢asti mésta vuci celému
méstu, tedy p(J) = 0, 1. Déle vime, ze pravdépodobnost, ze chodbou vedouci do otraveného Mordoru
nékdo utece a zemfe, je p(M|J) = 0,9, a pravdépodobnost, ze chodbou vedouci do neotrdveného
Londoru nékdo uteée a zemie, je p(M|.J) = 0, 1. Poté, co chodbou pfijde otraveny élovék, se pravde-
podobnost, ze chodba vede do otrdvené ¢ésti mésta, zmeéni z p(J) na p(J|M):

Bayes p(M|J)p(J) p(M|J)p(J) 0,9-0,1 1

p(M) T p(M|D)p(J) + p(M|D)p(J) _ 0,9-0,1+0,1-0,9 2

uplné pravdépodobnost

p(J|M)

Pravdépodobnost se zvysila z apriorni pravdépodobnosti 0,1 na posteriorni pravdépodobnost
0,5. To znamena, ze pred tim, nez z chodby kdokoli vysel, mysleli jsme si, ze chodba vede spise
do otravené c¢asti mésta. Poté, co z chodby vysel otraveny ¢lovék, naprosto nevime, zda chodba
vede do travené nebo neotrdvené ¢asti mésta.

Pokud z chodby vystoupi dalsi ¢lovék a také zemte, zméni se pravdépodobnost, ze chodba vede
do otrévené ¢asti mésta, dale na:

p(Ms|J, My)p(J| M) _
p(Ma|J, My)p(J|My) 4 p(Ma|J, My)p(J| M)

Za predpokladu, ze pravdépodobnost vyskytu otraveného ¢lovéka v otravené oblasti (resp. mimo
otrdvenou oblast) se po pfichodu prvniho otrdveného nezméni (tj. pokud je ve mésté hodné obyvatel
a odchodem jednoho otraveného se pravdépodobnosti prakticky nezmeéni), plati p(Ma|J, My) =
p(Ma]J) a p(Ma|J, My) = p(Ma|J) a tedy

p(J| Mz, My) =

p(J|M2,M1) _ p(MQ‘J)p(J|M1)7 _ — 079075 :0’9
p(Ma|J)p(J| M) + p(Me|J)p(J|My)  0,9-0,5+0,1-0,5

Poté, co z chodby vyjde druhy otraveny, budeme tedy spise presvédceni, ze chodba vede do otravené
Casti mésta. Nasi apriorni pfedstavu o tom, ze chodba vede spiSe do neotrdvené ¢dsti mésta, jsme
tedy na zakladé dat byli nuceni zcela pfehodnotit.

Pro srovnani: v piipadé, ze by chodbou prisli (a vzdpéti zemreli) dva lidé nezdvisle na sobé a
my bychom aposteriorni pravdépodobnost toho, ze chodba vede do otravené ¢asti mésta, pocitali
nikoli postupné, ale najednou, dosli bychom ke stejnému vysledku. Polozili bychom

p(Myy2|J) = p(M|J) - p(M|J) = p(M|J)?

p(Miy2|J) = p(M|J) - p(M|J]) = p(M|J)*



a proto

p(My42|J)p(J)

p(Mi42|J)p(J) + p(Mi12|J)p(J)
_ p(M|J)*p(J)

p(M|J)2p(J) + p(M|.J)?p(J)
B 0,92.0,1
©0,92-0,140,12-0,9
B 0,92
©0,92+0,1-0,9
0,9
©0,940,1
=0,9.

p(J|M142) =

1.8 Nahodna veli¢ina

Néhodnd veli¢ina je striktné feceno funkce definovand na prostoru elementarnich jevi:

* métitelnd funkce X : Q — R splitujici X 1(1) = {w € Q: X(w) € I} € A pro kazdy interval
1, tj. vzorem kazdého intervalu je méfitelnd mnozina ze o-algebry A (systému podmnozin prostoru
elementarnich jevu 2.

Pro praktické ucely budeme chapat ndhodnou veli¢inu jako ¢islo, které vhodnym zpusobem
charakterizuje ndhodny jev, napt. hmotnost néjakého pacienta, pocet licii v sérii nezavislych hodu
minci, nebo doba bezchybného provozu néjaké soucastky.

1.9 Realizace ndhodné velic¢iny

ilustrace: 8 svéty (redlny, zjednoduseny redlny (modelovy), ,statisticky®)

Priklad: Hmotnost studentu urcitého kurzu — v modelovém a ,statistickém“ svété graficky
vyznacte jednu konkrétni realizaci ndhodné veli¢iny ,,hmotnost“ a samotnou nahodnou veli¢inu
,hmotnost “.

Nechat studenty vyznacit na redlné ose jedno pozorovani - hmotnost a pak to samé chtit pro nahodnou

velicinu, aby byli konfrontovdni s tim, Ze vlastné néjakou hodnotu nakreslit nelze. Chovd se ndhodné
(paralela s kvantovgm svétem a §térbinovym experimentem). Jediné, co o ni vime, je jak se chovd
Stypicky ©, prumérné“. Dojit k tomu, Ze nékde je vétsi pravdépodobnost vyskytu, jinde menst.

1.10 Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné velic¢iny
Priklad: Definujte rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny.

Pozor: u spojitého rozdéleni p(X = x) = 0, proto pouzivime p(X < x).
Priklad: Nactrtnéte rozdéleni pravdépodobnosti poctu licu pfi hodu minci.
Priklad: Nactrtnéte rozdéleni pravdépodobnosti poc¢tu ok pii hodu kostkou.

Priklad: Nactrtnéte rozdéleni pravdépodobnosti poctu lict pii dvou nezévislych hodech minci.

1.11 Distribué¢ni funkce Fx(z) ndhodné veli¢iny X

Fx(z) ™ p(X <),z eR

Vlastnosti distribuéni funkce:
o limy,—._ooFx(x) =0 (protoze lim,—._oop(X <z)=0)

o limy oo Fx(x) =1 (protoZe lim,_.op(X <x)=1)



1.12 Hustota pravdépodobnosti fy ndhodné veli¢iny X

V piipadé jakych rozdéleni o ni hovorime?
Priklad: Nactrtnéte distribuéni funkei rozdéleni pravdépodobnosti poc¢tu lict pii hodu minci.
Priklad: Nactrtnéte distribuéni funkei rozdéleni pravdépodobnosti poc¢tu ok pii hodu kostkou.

Priklad: Nactrtnéte distribuéni funkci rozdéleni pravdépodobnosti poctu licu pii dvou nezavislych
hodech minci.

Hustotu pravdépodobnosti definujeme u spojitych rozdélend.

U spojitého rozdéleni plati, ze Fx(z) = [*__ fx(t)dt.

Priklad: Urcuje fx(x) = sin(x) pro 0 < z < 7 hustotu pravdépodobnosti néjaké ndhodné
veli¢iny?

Resend: Ne, Jy sin(t)dt = [—cos(t)]§ = 1—(—1) = 2, tedy hustota se neintegruje do 1 a nejednd
se o hustotu.

Priklad: Uréuje fx(z) =2 —z pro 0 < 2 < 2+ /2 hustotu pravdépodobnosti néjaké ndhodné
veli¢iny?

Reseni: Ne, f02+\/§ fx(z)dx =1, ale fx(2+/2) < 0.

Priklad: Nactrtnéte hustotu pravdépodobnosti a distribuéni funkci rovnomérného rozdéleni na
intervalu (a, b).

1.13 Kvantilova funkce Fy'
Pro spojité ryze rostouct inverzni funkce k Fx .

Priklad: Je déno p(X <z) =2 pro0< X < 1. Odvod'te a naétrtnéte distribuéni funkeci Fx,
hustotu fx a kvantilovou funkci F;l.

Resend: Distribucni funkce Fy (z) je pravé p(X < z) = x. Hustota fx () je derivaci Fy(z),
tedy fx(z) = 1. Kvantilovd funkce je inverzi k distribucni funkei, tedy Fx'(u) = u (md smysl
samoziejmé jen pro 0 < u < 1).

Priklad: Je ddno fx(z) = 3z pro 0 < X < 1. Odvod'te a nac¢trtnéte distribuéni funkci Fi,
p(X < ) a kvantilovou funkei Fi'.

Reseni: Nelze fesit: fx neni hustota, neintegruje se do 1.

Priklad: Je déno fx(x) = 2z pro 0 < X < 1. Odvod'te a naétrtnéte distribuéni funkei Fly,
p(X < ) a kvantilovou funkci Fy'.

Resend: Distribucni funkce je integral hustoty, tedy Fx (z) = 22. p(X < 2) = Fx(z) z definice.
Kvantilova funkce Fy' je inverzi k Fx, tedy Fx'(u) = /u (mé smysl samoziejmé jen pro 0 < u <

1).

Priklad: V lese zakresleném na mapé jako rovnostranny trojuhelnik o strané 10km se ztratilo
dité. Na zachranu se vypravily tfi rojnice, z kazdé strany lesa jedna, které dokazi prohledavat terén
rychlost{ 500 m/hodinu. Za jak dlouho dité najdou? Za jak dlouho bude pravdépodobnost, ze dité
75%, resp. 95%7

Naleznéte rozdéleni vzddlenosti ditéte od nejbliZsiho okraje lesa a popiste jeho hustotu pravdépodobnosti
a distribucni funkci.



ReSeni: Uvédomime si, Ze stac¢i uvazovat jen ¢ast celého trojuhelniku mezi jednou stranou a

vysky), tj. @a ~ 8,660km, a pro jednoduchost si oznac¢ime toto ¢islo jako b. Potom hustota
rozdéleni pravdépodobnosti vzdalenosti ditéte od nejkratsi strany bude nejvétsi v blizkosti strany

jako

f(x)zlb—%x:lb—lx:l(b—x),

kde konstantu [ vypocteme tak, aby se hustota pravdépodobnosti integrovala do 1, tj. aby plocha
pod hustotou byla jednotkové:

tedy

2
fl@) =z (b—2).
Hleddme-li pravdépodobnost, ze dité bude nalezeno do urcité doby (resp. vzdélenosti), tj. hleddme-
li p(X < x), hodi se zavést funkci F(z) =p(X <z) = f;zo fy)dy.
Vypoctem dostaneme

2
2 x?
B e

22— 2bx +b%c=0

a TeSime kvadratickou rovnici:

D = 4b* — 4b%c = 4b*(1 — ¢) = (2b)*V1 — ¢

a protoze x < b
2b — 2by/1 —
x:fc:b(l—\/l—c).

Tento vztah mezi ¢ a x si miZzeme oznadcit jako F~1(c) = b(1 — /1 —c¢).



Nyni dostdvame, Ze 50% pravdépodobnost nalezen{ ditéte nastane v okamziku, kdy rojnice pro-
jdou F~1(0,5) = b(1—/T = 0,5) ~ 2,537km lesa, tj. za cca 5 hodin bude jiz dité s pravdépodobnosti
0,5 zachranéno.

Pravdépodobnost, ze bude zachrdnéno s pravdépodobnosti 75%, nastane, az bude prohleddno
F~1(0,75) = b(1 — \/T—0,75) ~ 4,330km lesa, tedy cca za 8:40 hodin. Uplna zachrana pak bude
zajisténa, az rojnice dojdou do tézisté, tedy az prohledaji F~1(1) = b(1 — /1 —1) = b =~ 8,660km
lesa, tedy cca za 17:19 hodin.

Poznamenejme, ze funkce F(x) se nazyva distribucnd funkce a ¥ikd, jak pravdépodobné je, ze
dité bude nalezeno v urcité vzddlenosti od okraje lesa (obecné jak pravdépodobné je, ze ndhodnd
veli¢ina nabyvé nanejvys dané hodnoty). Funkce F~!(c) se nazyva kvantilovd funkce a itka, do jaké
vzdélenosti dojde rojnice v okamziku, kdy bude pravdépodobnost nalezeni ditéte P% (obecné pii
jaké hodnoté nadhodné veli¢iny bude pravdépodobnost jejiho vyskytu mezi —oco a touto hodnotou
rovna dané pravdépodobnosti, napi. F~1(0,5) uréuje hodnotu, vlevo od niz je pravdépodobnost
nalezen{ ndhodné velic¢iny 50%).

1.14 Charakteristiky rozdéleni (stfedni hodnota, rozptyl, smérodatna
odchylka)

Stredni hodnota popisuje typickOLH hodnotu ndhodné veli¢iny. Pocita se jako vazeny prumeér vsech
moznych relizaci ndhodné veli¢iny. Pro spojitou ndhodnou velicinu X to je:

BX = [ afsonts 3)
pokud tento integral existuje.

Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X neprumeérujeme pies vSechna redlna ¢isla, ale jen pfes jed-
notlivé diskrétni realizace:

EX = Z zip(X = ;) (4)

Pozn.: pomoci distribuéni funkce muzeme definici sjednotit pro spojitou i diskrétni ndhodnou
veli¢inu na:

o0
EX :/ xdFx (z)dz (5)
— 00
Vlastnosti stfedni hodnoty:
E(a+bX)=a+bEX (6)
E(X+Y)=EX+EY (pokud EX a EY existuji) (7)

E(XY)=EXEY (prévé kdyz jsou X,Y nezdvislé a pokud EX a EY existuji) (8)
(a, b nendhodné konstanty, X,Y ndhodné velic¢iny)
Priklad: Uvedené vztahy odvodte.

Priklad: Jaky otekdvate prumérny pocet ok pii hodu kostkou? Tj. spoctéte stiedni hodnotu
odpovidagict ndhodné veli¢iny.

Reseni: p(X =i)= ¢ proi=1,...,6. Pak

6
EX =) p(X =i)i=
i=1

Priklad: Vypoctéte stiedni hodnotu ndhodné veliciny dané jako vysledek hodu falSovanou
minci, u niz panna padd 2x ¢astéji, nez orel. (Pfedpoklddejme, Ze pannu reprezentujeme jako 0
a orla jako 1.)

Langlicky expected, odtud znaceni EX

10
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ni: Protoze hustota pravdépodobnosti rovnomérného rozdéleni na intervalu (0,1) je

1 1 2211 12
EX:/O f(x)xdx:/o lxdx:{?](J:?:Oj
Pozn.: pro obecny interval (a,b) je f(z) = 7, a tedy
ex = [ foets = [ - L)) - LS e
L xxx_abfax_bfaQa_bfa 2 2

Pro charakterizaci kolisani ndhodné veli¢iny kolem stfedni hodnoty se pouziva rozptyl varX
definovany jako:

varX = E(X — EX)? (9)

Pozn.: Pro¢ se pouzivd ¢tverec a ne primo E(X — EX)?
(Protoze E(X — EX)=FE(X)—-E(EX))=EX-EX =0.)

Lze jednoduse ukdzat, ze E(X —a)? je minimalizovdn pri volbé a = EX. V tomto smyslu je tedy
stredni hodnota opravdu ,stredem “ hodnot ndhodné veli¢iny.

Vlastnosti rozptylu:

var(a +bX) = b*varX (
varX = (EX?) — (EX)? (11

var(X +Y) = varX + varY + 2cov(X,Y) (

var(X +Y) =varX +varY (pokud X a 'Y jsou nezdvislé) (

(a,b nendhodné konstanty, X,Y ndhodné veli¢iny).
Pritom

cov(X,Y) = BE(X — EX)(Y — EY). (14)

Priklad: Dokazte tvrzeni a .
Priklad: Spoctéte rozptyl ndhodné veli¢iny popisujici vysledek hodu (nefalsovanou) minci.

Reseni: Oznacime pannu jako 0 a orla jako 1 a miizeme postupovat pifmo dosazenim do vzorce
varX = E(X — EX)?, kde vime, 7ze EX = 0,5:

Priklad: Spoctéte rozptyl ndhodné veli¢iny z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0, 1).
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Resen

iz

Pouzijeme vypocetné privétivejsi vzorec tedy

var(X) = EX? — (EX)?
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