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Motivace

B Beny zivot: Stésti. Nahoda. Nejistota. Risk. Pochybnost. Sance. Véagni terminy.

B Teorie pravdépodobnosti je matematicky ramec pro popis a vycisleni nejistoty a ndhody.

B Aplikace:
Statistika: Pst je zdkladem a jazykem pro statistiku, tj. pro vyuZiti pozorovanych dat k poznavani svéta.
Fyzika: Pstni popis uz téch nejzékladnéjsich tirovni p¥irody v kvantové fyzice. Statistickd mechanika.
Biologie: Popisu a modelovani dédi¢nosti genti i ndhodnych mutaci v genetice.
Medicina: Randomizované klinické studie.

SN

Pocitacové védy: Studium vykonnosti algoritm. Zaklad mnoha metod ve strojovém uceni a umélé inteligenci. Pstni a

stochastické algoritmy délaji p¥i svém béhu ndhodna rozhodnuti; v mnoha aplikacich jsou jednodussi/ efektivnéjsi nez
deterministické algoritmy.

Meteorologie: PYedpovédi pocasi jsou (nebo by mély byt) pocitany a vyjadfeny pomoci pravdépodobnosti.

Hazardni hry, sdzky: Motivace pro vznik pravdépodobnosti.

Finance: Modelovani cen akcii a komodit v &ase, uré¢ovani “férovych” cen penéznich néstroji.

© ® N

Politické védy: Pfedpovédi vysledki voleb, simulace chovéni voli¢i.
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Pokus, jev

Pokus (experiment):

B Viégné: provedeni pozorovani néjaké vlastnosti svéta.

BV psti: procedura, kterou Ize nekone¢né opakovat za stejnych podminek a kterd ma dobfe definovanou mnoZinu moznych
vysledkd.

B Naihodny pokus md vice neZ jeden moZny vysledek (deterministicky pokus ma pouze jeden).

B Pfed provedenim ndhodného pokusu nevime, ktery vysledek nastane. Po provedeni tato neuréitost zmizi.

Elementarni jevy jsou vSechny mozné vzdjemné se vylucujici vijsledky néjakého experimentu. Jejich mnoZinu ozna¢me Q.

Jev je podmnozina mnoziny elementarnich jevii, A C Q.

m Rikdme, Ze nastal jev A, je-li skute¢ny vysledek experimentu v

mnoZiné A.
B Jev je jakykoli vyrok o vysledku experimentu, u néhoz lze vzdy O O O O
rozhodnout, zda plati nebo ne (jev nastal nebo nenastal). A

B K popisu jevti Ize ekvivalentné pouZivat vyroky a vyrokové operace

nebo jim pfislusné mnozZiny elementdrnich jevti a mnoZzinové
operace. Budeme pouZivat mnozZiny. O O Q Q
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Vyznamné jevy:
B Jevjisty: O, 1
H JevnemoZny: D, 0

Kombinace jevii:

Jevy a kombinace

Konjunkce jevi (,,and”): AN B
Disjunkce jevi (,,0r"): AUB
Jevopatnyk A: A=Q\ A

A=B:ACB
Jevy nesluditelné: A, ...

Jevy po dvou nesluéitelné (=vzijemné se vylutujici): Ay,..., Ay :Vi,je{1,...,n}, i#j: Ain Aj=0

i<n

A NA=0

Uplny systém jevii tvoti jevy B;, i € I, jestliZe jsou po dvou nesluditelné a |J B; = Q.

B MnoZina elementédrnich jevi () je tipInym systémem jevii z definice.
m Uplny systém 2jevii {C,C}:CUC = Q.

i€l
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P(A)

Plati jen pro n stejné mozZnijch elementarnich jevti. (Stejné

moZnych?)

Nedovoluje nekone¢né mnoziny jevii, geometrickou

_ Al
[o]

Definice pravdépodobnosti

pravdépodobnost, ...

Nedovoluje iraciondIni hodnoty pravdépodobnosti.

Klasicka Laplaceova definice pravdépodobnosti:

O

0.0 O O

O O

O

Q

O OF

O
O

Kolmogorovova definice pravdépodobnosti:
B MnozZina elementédrnich jevii () miiZe byt nekone¢na a el.
jevy nemusi byt stejné pravdépodobné.
B Axiomatickd: sestavime seznam pravidel, jak se ma pst

chovat, a pak najdeme funkci, kterd tyto pozadavky
spliuje (viz dalsi slidy).

P. Posik © 2015
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Pravdépodobnost
Jevové pole A: jevy jsou podmnoziny mnoziny Q, ale ne nutné vsechny; tvoti podmnozinu A C 2
B (29 je potenéni mnoZina, powerset, mnoZina viech podmnozin mnoziny Q.)

B Chceme byt schopni definovat pravdépodobnost pro jakoukoli konjunkci a disjunkci jevii z A; jevové pole A proto nemuze byt
jakékoli, musi to byt o-algebra, tj. musi splitovat podminky:

1. @€ A
2. Ac A= Ac A
3. (\neN:A,€eA)= U A, e A (Uzavienost na spocetnd sjednocen.)

neN
B Borelova c-algebra je nejmensi c-algebra podmnoZin RR, kterd obsahuje vSechny intervaly.

Pravdépodobnost (=pravdépodobnostni mira) je funkce P : A — (0, 1) splitujici podminky (axiomy)
1. P(OQ)=1

2. P( U An> = Y P(Ay),
nelN nelN

pokud jsou mnoziny (sjevy) A,, n € N, po dvou neslutitelné (spocetnd aditivita).

Pravdépodobnostni prostor je trojice (), A, P), kde Q) je neprdzdna mnozZina, A je o-algebra podmnoZzin mnoziny () a
P: A — (0,1) je pravdépodobnost.
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Interpretace pravdépodobnosti
Frekventisticka:

B Relativni etnost vyskytu jevu pii mnoha opakovanich ndhodného pokusu.

Bayesovska:
B Stuperi dvéry v to, Ze jev nastane.
B To ndm umoZiiuje pfifadit pst hypotézam typu “kandidét A vyhraje volby” nebo “obzalovany X je vinen”, ackoli neni mozné
opakovat stejné volby nebo stejny zlo¢in znovu a znovu.
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Vlastnosti pravdépodobnosti

Vlastnosti jakékoli funkce spliiujici axiomy pravdépodobnosti:
m P(A)€(0,1)
P(0)=0, P(1)=
P(A) =1-P(A)
ACB= P(A) <P(B)
ACB= P(B\A)=P(B)—P(A)
ANB=®= P(AUB) =P(A) + P(B) (aditivita)
P(AUB) = P(A) + P(B) = P(AN B)

—_

Poznamka: Je-li {By, ..., By} tiplny systém jevil, pak
W T P(B)-1a
B pro libovolny jev A plati
n
P(A)=Y P(ANB).
i=1
Speciélné pro {C,C}:

P(A) =P(ANC)+P(ANC).
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Nezivislé jevy
Definice: Jevy A a B jsou nezavislé, pokud plati

P(ANB) = P(A) - P(B).

Jsou-li A, B nezévislé, pak
m P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(A)-
B jsou nezavislé taky dvojice A, B a

P(B),
A,BaA,B.
Jevy Ayq,..., Ay se nazyvaji po dvou nezavislé, jestlize kazdé dva z nich jsou nezavislé.
Mnozina jevii M se nazyva nezavisla, jestlize

P(ﬂ A>_HP(A

Aek Aek

pro v8echny kone¢né podmnoziny X C M.
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Podminéna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B je definovana jako

P(ANB)

P(A|B) = P(B) ’

P(B) # 0.

Of® O
O 0O

0[0.0
OL@| O

B P(A) zname z pstniho popisu systému. Dostaneme-li navic informaci o tom, Ze nastal jev B, podminénd pst P(A|B) je nase
aktualizovand znalost o psti jevu A.

B Vsechny psti jsou vlastné podminéné: P(A) = P(A|Q).
B Projakykolijev A plati: P(A|A) = 1, P(A|A) = 0.
B Podm. pstje stale pravdépodobnost; je to funkce P(.|B) : A — (0,1).

Vlastnosti:
m P(Q|B)=1,P(?|B) =0.

m BCA=P(AB) =1
® P(ANB)=0= P(A|B) =0.
B Pokud sejevy Ay, ..., A, vzdgjemne vylucuji, pak P (U,en An |B) = Luen P(An|B).
B Je-li P(A|B) definovéna, jsou jevy A, B nezéavislé prave tehdy, kdyz P(A|B) = P(A).
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Bayesova véta
Véta o tipIné pravdépodobnosti: Je-li B, i € I, (spocetny) tplny systém jevtia Vi € I : P(B;) # 0, pak pro kazdy jev A plati

P(A) = ZI;P(AIBI') - P(B;)

Plati:
P(A[B)-P(B) = P(ANB) = P(B|A) - P(A)
P(B|A) P(A|;3()A~)P(B)

Bayesova véta: Je-li B, i € I, (spocetny) tplny systém jevtia Vi € I : P(B;) # 0, pak pro kazdy jev A, P(A) # 0, plati

P(A|B) - P(Bi) _ _P(A|Bi) - P(B;

P(B,'|A) = P(A) = j)gIP(A|B]-) P(B]').

Vyznam: Pravdépodobnosti P(A|B;) odhadneme z pokusti nebo modelu, pomoci nich ur¢ime pravdépdobnosti P(B;|A), které
slouzi k ,optimalnimu” odhadu, ktery z jevt B; nastal.

Problém: Ke stanoveni aposteriornich pravdépodobnosti P(B;|A) potfebujeme znat apriorni pravdépodobnosti P(B;).
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Néhodné veli¢iny

13 / 26

Néihodna veli¢ina

X1 ={weQ:X(w) eI} e A

Rozdéleni ndhodné veli¢iny je popsano pradépodobnostmi

Px(I) =P[X € 1] = P({w € Q: X(w) € I})

PX(]R) =1, PX(®) =0,

Px(R\ 1) = 1- Py(I),

jestlize I C J, pak Px(I) < Px(J) a Px(J\ I) = Px(J) — Px(I).

Néhodna veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P) je métitelnd funkce X : Q) — IR, tj. takovd, Ze pro kazdy interval I plati

O] 2

OOO 01 4R
Q)

>

definovanymi pro lib. interval I. Funkce Py je pravdépodobnostni mira na Borelové o-algebie a sphituje

Px( U I.) = ¥ Px(I.), pokud jsou mnoziny I,,n € N, navzajem disjunktni,
nelN nelN

P. Posik © 2015
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Distribuéni funkce

Fx(t) = P[X € (—oo,t)] = P[X < t] = Px ((—o0,t)).
Distribu¢ni funkce je
B neklesajici,
B zprava spojita,
u tEr—noo Fx(t) =0, tli}n;lo Fx(t) =1

Spojita ndhodna veli¢ina mad spojitou distribucni funkci.
Priklady:

Cumulative distribution function
1.0 L —

0.8

Diskrétni ndhodna veli¢ina md po Cdstech konstantni distribucni funkci.

Distribuéni funkce (cumulative distribution function, CDF) ndhodné veli¢iny X je funkce Fx : R — (0,1) definovan4 jako

FUmf(o,m)(I)

Uniform CDF
1.0

0.8
0.6
0.4
0.2

0.0

P. Posik © 2015
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Nezavislost ndhodnych veli¢in

Ekvivalentné staci pro vSechna ty,...,t, € R pozadovat

n
P[Xy <ty,..., Xy <t ) = [PIX; < ti],
i=T

n
Fx(ti, ... ta) =[] Fx, ().
i=1

viech velid¢in X, ..., X;.

Nah. veli¢iny Xj, ..., X, jsou nezavislé, pokud pro libovolné intervaly Iy, ..., I,; plati

n
P[X1 eh,..., X, € In} :P[Xl S Iﬂ’...'P[Xn S In} :HP[X,‘ € Ii].
i=1

takZe pro sdruZenou distribuéni funkci nezivisljjch ndhodnych veli¢in musi platit

Néhodné veli¢iny Xy, ..., X, jsou po dvou nezavislé, pokud jsou kazdé dvé z nich nezavislé. To je slabsi podminka neZ nezavislost

P. Posik © 2015
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Diskrétni ndhodna veli¢ina
Diskrétni ndhodna veli¢ina md po Cdstech konstantni
distribucni funkci.

B Existuje pro né nejvyse spotetnd mnoZzina Ox takovd, Ze
P[X ¢ Ox] = Px(R \ Ox) = 0. Nejmensi takovd mnoZina
(pokud existuje) je
Qx ={teR:Px({t}) #0} = {t e R: P[X =] # 0}.

B Popisuje ji pravdépodobnostni funkce (probability mass
function, PMF) px(t) = Px({t}) = P[X = t], kterd
nabyvé nenulovych hodnot na nejvyse spocetné mnoziné
Qx a kterd spliuje

Yopx()= ) px()=1

teR teQy

B Vztah mezi Fx a px:

Fx(x)= Y px(®).
teQyit<=x

Cumulative distribution function
1.0 ~——

-1 0 1 2 3 4 5
T

Probability mass function

o
N
O=-=--=-------0o

a---e
s-----0

P. Posik (© 2015
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Spojita nahodna veli¢ina

Spojita nahodna veli¢ina md spojitou distribucni funkci.

Log-normal CDF

Absolutné spojité ndhodné veli¢iny jsou ty, které maji 1.0
hustotu pravdépodobnosti (probability density function,
PDF), coZ je nezaporna funkce fx: R — (0, 00) takov4, Ze 08

Fx(t) = /:oofx(u)du.

FLN(OJ)(I)
o
N

B Hustota splituje [~ fx (u)du = 1.

B Neni uréena jednozna¢né, lze volit fx (t) = %}”, pokud 0.2
existuje. ’
B Px({t}) =0 pro vSechna t. 0.0
B Pokud md n.v. X fyzikdlni rozmér (jednotky), maji 0 1 2 3 4 5 6
fyzikdIni rozmér i hodnoty hustoty. z
0.8 Log-normal PDF
0.7
0.6
E 0.5
Z04
=03
0.2
0.1
0.0
0 1 2 3 4 5 6

P. Posik © 2015

Kvantilova funkce

Distribucni funkce Fx (t) ¥ika, jak velka ¢ast populace mé hodnotu proménné X mensi nebo rovnu urditému limitu ¢ (nap¥. kolik
procent studenttt FEL ma véZeny primér 1.5 nebo lepsi).

Obréacené se lze ptat, jakd hodnota ndhodné veli¢iny odpovida urcité ¢asti populace (napf. jaky vaZeny primér je tieba, aby se
student dostal mezi 5 % nejlepsich). Pro urtité a« € (0,1) tak hleddme takové ¢, pro které Fx(t) = a. ProtoZe ale distribu¢ni funkce

muzZe byt na néjakém intervalu konstantni, nemusi byt hledané ¢ jediné, mohou tvofit omezeny interval. Proto:

Kvantilova funkce gx : (0,1) — R je definovana jako

(sup{t e R: P[X < t] <a}+inf{t e R: P[X < t] > a})

N —

gx(a) =

Cislo gx(a) se nazyva a-kvantil ndhodné veli¢iny X.

Median ndhodné veli¢iny je gx (0.5).

Dolni, gx(0.25), a horni kvartil, 4x(0.75), dale decily, centily neboli percentily, ...
gx je neklesajici.

Fx a qx jsou navzdjem inverzni tam, kde jsou spojité a rostouci.

P. Pogik © 2015
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Stfedni hodnota
Stfedni hodnota ndhodné proménné X se znadi E X nebo px a je definovéna zvlast pro

B diskrétni ndhodnou veli¢inu X:

EX=) t-px(t)= ) t-px(t),

teR teQy

B spojitou ndhodnou veli¢inu Y:

EY:/joﬂfy(t)dt‘

Pro oba ptipady plati vzorec vyuzivajici kvantilovou funkci

1
EZ= / gz(a)da.
Jo

Vlastnosti:
B Er=rEEX)=EX

B E(X+Y)=EX+EY,E(X+r)=EX+r,E(X-Y)=EX—EY
B E(rX+sY)=rEX+sEY
B Pouze pro nezivislé velitiny: E(X-Y) =EX-EY.
P. Posik (© 2015 A6MB33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékafstvi — 20 / 26
Rozptyl (disperze)

Rozptyl ndhodné proménné X se znaéi D X, 0%, var X, nebo Var(X) aje definovan jako
DX=E ((X - EX)z) = E(X?) — (EX)?,
E(X?) = (EX)? + DX,

nebo také

DX = /Ol(qx(lx) —EX)%*da.

Vlastnosti:
m DX>0
m Dr=0
B D(X+7)=DX
m D(rX)=r*DX
B Pouze pro nezivislé veli¢iny: D(X +Y) = DX +D(Y), D(X —Y) = DX+ D(Y).

P. Posik (© 2015 A6MB33SSL: Statistika a spolehlivost v 1éka¥stvi — 21 / 26
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Smérodatna odchylka

Smérodatna odchylka ndhodné proménné X se znaéi oy, je definovéna jako

ox = VDX = /E((X—EX)?2)

a md stejnyj fyzikdlni rozmér jako ptivodni ndhodna veli¢ina (na rozdil od rozptylu).

Vlastnosti:
moox>0
m o =0
B oxir =0x
B o,x = |rlox
B Pouze pro nezivislé ndhodné veli¢iny: ox4y = VDX + DY = /0% + 02.

P. Posik © 2015 A6M33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékafstvi — 22 / 26

Normovana ndhodna veli¢ina
Normovand ndhodna veli¢ina je takovéd, kterd ma nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl:

X—-EX
ox !

norm X =

ma-li vzorec smysl. Zpétna transformace je

X =EX+ oxnorm X.

P. Posik © 2015 A6M33SSL: Statistika a spolehlivost v 1ékafstvi — 23 / 26
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Diskrétni rozdéleni

B Diracovo: jediny mozny vysledek r € R.
B Alternativni (Bernoulliho): dva moZné vysledky (obvykle ozna¢ené 0 a 1), jeden z nich (1) méd pravdépodobnost 4.

Bernoulli CDF 10 Bernoulli PMF
1.0 ~————— ’
0.8 0.8
e ?
E 06 = 06 !
: 3 |
<04 204 :
0.2 1 L4
0.2 : :
1 1
0.0 0.0 | |
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
xT xT
B Rovnomérné: m moznych, stejné pravdépodobnych vysledki.
Uniform CDF 0.30 Uniform PMF
1.0 —— '
0.25
0.8
~— 0.20
" 06 =
— — (] [ ] (] (] (]
< ~— = 0.15 1 1 1 1 1 1
E/ 0.4 = 1 1 1 1 1 1
N — = .10 IR S S N B
1 1 1 1 1 1
0.2
0.05 ! : : : | :
1 1 1 1 1 1
0.0 0.00 S
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
xT xT

B Binomické: potet tspéchii z m nezavislych pokust, je-li v kazdém stejnd pravdépodobnost tispéchu g € (0,1). Soutet m
nezavislych alternativnich rozdéleni.

Binomial CDF 0.40 Binomial PMF
1.0 —0o0—0—0—o— ’
0.35
~—
08 0.30
— — [ ]
= 06 - & 025 .o !
2 Z0.20 y 5 X
S 0.4 £ 1 1 1
S0 — £os ——
?
0.2 0.10 T |
*— 1 1 1 1 1
0.05 1 1 1 1 1
0 O *— [ ] 1 1 1 1 1 ,
. 0.00 1 1 1 1 1 1 1 ® a a a
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

B Poissonovo: limitni pfipad binomického rozdéleni pro m — co pfi konstantnim mgq = A > 0 (tedy g — 0).

Poisson CDF 05 Poisson PMF
1.0 — 9o ~—o—o ’
A=
08 0.4
— L B
1 1
5 06 <03 1 o
~ -~ 1 1
= = 1 1
IS) IS)
S04 Soz2 o,
1 1 1
1 1 1
0.2
o1 ol
1 1 1 [ ]
00 1 1 1 1
0.0 1 1 1 1 o L. |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
x xT

B Geometrické: pocet tspécht do prvniho netspéchu, je-li v kazdém pokusu stejna pravdépodobnost aspéchu g € (0,1).
B Hypergeometrické: Pocet vyskytti v m vzorcich vybranych z M objektti, v nichZ je celkem K vyskytt (1 < m < K < M).
]
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Spojita rozdéleni

B Rovnomémé R(a,b): px je konstantni na intervalu (a, b). Hustota fr(, ), distribu¢ni funkce Fr(, ).

Uniform CDF . Uniform PDF
1.0 ‘
0.8 0.15
Z s 2
E E
5 s 0.10
=
204 T
Ry =
02 0.05
0.0 0.00
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
x x

B Normailni (Gaussovo)

B normované N(0, 1): hustota ¢, distribu¢ni funkce ®.
B obecné N(y,¢?): hustota IN(u02), distribuéni funkee Fy

mo?):
Normal CDF 0.5 Normal PDF

1.0 '
0.8 0.4
'ﬁ' 0.6 o3
Z04 202
0.2 0.1

0.0
0.0
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
x T
B Logaritmickonormalni (lognormalni) LN(z, 02): rozdéleni nahodné veli¢iny X = e¥, kde Y ma N(u,0?).
Log-normal CDF 0.8 Log-normal PDF

1.0 '
0.7
0.8 0.6
= 06 & 05
E 204
er 0.4 d 0.3
0.1
0.0 0.0

0 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
xT xT

B Exponencidlni Ex(7): nap¥. rozdéleni ¢asu do prvni poruchy, jestlize (podminénd) pravdépodobnost poruchy za &asovy interval

(t,t + 6) zévisi jen na 6, nikoli na ¢.

Exponential CDF Exponential PDF

1.0
1.0
0.8 0.8
= 06 = 06
il g
0.4 204
0.2 0.2
0.0 0.0

o
-
N
w
N
(9]
[}
o
-
N
w
N
[
[}
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A déale nés ¢eka statistika...

Existuji t7i druhy IZi: 1Zi, naprosté 1Zi a statistiky.

Benjamin Disraeli
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