Kapitola 2

Zakladni radici algoritmy,
spravnost programu

Co si zde procvicime?

¢ Nahlédneme do zdkladu teorie slozitosti

o Vratime se k zdkladnim radicim algoritmim insertion sort a selection sort,
které jisté jiz znate, a podivame se na né podrobnéji

o Budeme se zabyvat dikazem spravnosti algoritmu:
— Seznamime se s pojmem invariant a jeho zakladnimi vlastnostmi
— Ukéazeme si, jak invariant spravné formulovat
— Naucime se ovérit platnost invariantu v pribéhu programu

o Zamétime se na zakladni analyzu slozitosti programu a urceni, kolikrat se pri
béhu programu zopakuje ten ktery radek

o Ukézeme si, jak prosté zanoreni prikazu muze vyrazné ovlivnit slozitost algo-
ritmu i presto, ze jeho funkénost zlstane zachovana

e Seznamime se rovnéz s algoritmy pro linearni a binarni vyhledavani

2.1 Teorie slozitosti

Teorie slozitosti je obor, ktery se zabyva vypocetnimi problémy a klasifikaci je-
jich slozitosti véetné hledani vzajemnych vztaht. Specifikace vypocetniho problému
ma dve ¢asti:

o definice vstupu (vstupnich dat),
o definice vystupu (vystupnich dat).

Instance vypocetniho problému je problém specifikovany pro dany konkrétni
vstup. Instanci problému si nesmime zaménovat se samotnym problémem a procesem
jeho Teseni.

V této kapitole se budeme zabyvat problémy fazeni ¢isel. V téchto problémech
je na vstupu posloupnost ai,as, ..., a, ¢isel a na vystupu je permutace téchto c¢isel
a'l, a’z, e ,a'n, kde pozadujeme
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Algoritmus je - fe¢eno neformalné - dostatecné presny popis postupu vypoctu.
Algoritmus Tesici néjaky vypocetni problém je spravny, pokud pro kazdy vstup
skonci spravnym vysledkem, vystupem. Spravnost algoritmu urc¢ujeme pomoci me-
tody invariantu.
Invariant programu je vlastnost, ktera se béhem vykonavani programu neméni.
Jeji platnost ovérujeme ve tirech fazich:
e na zac¢atku programu,
e pii vykonavani programu (po kazdém jednotlivém kroku),
e mna konci programu
Invariant by se mél vztahovat k danému programu (algoritmu). Pouziva se k dikazu

spravnosti algoritmu, protoze na jeho konci dava smysluplnou informaci o vysledku
vypoctu.

2.2 Insertion sort a invariant programu
Algoritmus Tazeni vkladdnim (insertion sort) pracuje tak, ze postupné prochézi

prvky a kazdy dalsi zaradi na spravné misto do jiz setazené posloupnosti.

UroHA 2.2.1. Insertion sort

a) Je dan program, ktery radi ¢isla pouzitim algoritmu insertion sort:

def insertion_ sort(a):
for j in range(l, len(a)):
key = a[j]
i=3 -1

while i >= 0 and a[i] > key:
al[i + 1] = a]i]
i=1i-—-1

a[i + 1] = key
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Ovérte platnost nasledujiciho invariantu:

Na zacdtku kazZdé vnéjsi iterace pro j obsahuje podposloupnost {ay,...,a;_1}
proky {ao, ..., a;—1} pivodni posloupnosti {ao, ..., an—1} v usporidaném poradsi.
Je invariant platny na zac¢atku algoritmu (pro ;7 = 0)7 Plati béhem celého
programu, tj. po kazdém radku? Dava na konci programu (pro j = n — 1)
informaci o sefazeni posloupnosti?

Odtvodnéte, ze uvedeny invariant neplati na radcich 6-8 algoritmu.

b) Upravime invariant nasledovné:
Na zacdtku kaZdé vnéjsi iterace pro j obsahuje podposloupnost {ay, ...,a;} proky
{ao, ..., a;} pivodni posloupnosti {a, ..., an_1} v usporadaném poradi.
Ovérte platnost invariantu pro dany program. V ptipadé, ze je invariant po-
rusen, oznacte radky programu, na nichz k poruseni invariantu dochazi.

Ndvod: Vypiste si obsah pole a po kazdém radku programu. Ve vypisu si
oznacte index j a kontrolujte platnost invariantu.
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Reseni: Podle algoritmu insertion sort fadime pole [2,7,5,6,4,1]. Ak-
tudlné je j = 2, tj. chceme zaradit prvek 5 do jiz sefazené posloupnosti
{2,7}. Ziskdme nésledujici vypis obsahu pole po jednotlivych fadcich
(podle specifikace invariantu radky vnéjsiho cyklu opomijime):

Radek || Obsah pole
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Kdyz se vratime k invariantu, jehoz platnost mame ovérit, zamétime se
na sloupecek j. Pozorujeme, ze na tadku 2 az 5 je poruSeno pravidlo
usporadani posloupnosti {2,7,5}. Dany invariant plati na fadku 8.

ULOHA 2.2.2. Program pro razeni insertion sort upravime nasledovneé:

def insertion_sortl(a):
for j in range(l, len(a)):

key = a[j]

Pi=3 -1

while i >= 0 and a[i] > key:
al[i + 1] = ai]
i=1i-—-1
a[i + 1] = key

Lze novy program pouzit pro sefazeni pole a?

Ovétte platnost pivodniho invariantu:

Na zacdtku kaZdé vnéjsi iterace pro j obsahuje podposloupnost {ao, ...,a;—1} proky
{ao, ..., a1} pivodni posloupnosti {ay, ..., an_1} v usporadaném poradi.

Reseni: Algoritmus lze vyuzit k fazeni prvki pole - argumentujte, Ze tomu
tak je. Invariant neni pro uvedenou verzi algoritmu platny. Dokazte to!

ULOHA 2.2.3. Vratme se k pivodni verzi programu pro Fazeni insertion sort (viz
tloha 2.2.1). Predpokladame, Ze pole a obsahuje n prvki. Spoctéte pro jednotlivé
radky algoritmu, kolikrat se pti béhu programu vykonaji.
Ndvod: To, kolikrat se vykona ten ktery radek, lze zjistit i programovée -
pomoci pocitadla pro jednotlivy fadek. Pro analyzu je nutné resit tilohu
pro nejhorsi pripad, tj. v tomto pripadé posloupnost fazend sestupné.
Resend: Tabulka uvadi horni odhad poc¢tu opakovani jednotlivych fadki
programu:

Pokud vSechny vyrazy v pravém sloupci tabulky secteme, lze pro n > 10
vysledek shora ohranic¢it hodnotou 4n®Pokud bychom stejny vypocet
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def insertion_sort(a):
for j in range(1, len(a)):
key = aljl
i=3-1
while i >= 0 and al[i] > key:
ali + 1] = a[li]
i=1i-1

ali + 1] = key

n
n—1
n—1

;L;ll (Z + 1) _ (n+2)2(n71)

n—1 - n(n—1
Zizll i= 2 )
n(n—1)

2

n—1_- _
i=1 =

n—1

provedli pro sefazenou posloupnost (nejlepsi pripad), lze vysledek shora
ohranicit hodnotou 5n. Zamyslete se nad tim, co toto zjisténi znamenaji
pro celkovou slozitost algoritmu insertion sort.

ULOHA 2.2.4. Je ddna rekurzivni verze algoritmu insertion sort:

def insertionisortirec(a, n):
if n > 0:
insertion_sort_rec(a, n — 1)
key = a[n]
i=n-—1
while i >= 0 and a[i] > key:
a[i + 1] = a]i]
i=1i—-1
ali + 1] = key
7 konstrukce programu pro insertion_sort_rec lze ¢asovou slozitost vyjadrit na-
sledujicim vztahem:
c1, n=>0
T(n)_{T(n—1)+02n, n>0

Vysvétlete, jak uvedeny vztah vznikl.
Dokazte matematickou indukei, ze T (n) < c3n®. ¢i, o, c3 jsou konstanty nezavislé
na n.

2.3 Selection sort

Algoritmus fazeni vybérem (selection sort) pracuje tak, Ze vyhledd nejmensi prvek
v neserazené ¢asti posloupnosti a vymeéni ho s prvnim prvek neserazené ¢asti. Tim
se sefazena Cast posloupnosti zvétsi o jeden prvek.

ULoHA 2.3.1. Selection sort

a) Je dan program, ktery radi ¢isla pouzitim algoritmu selection sort:

1 def selection sort(a):

2 for j in range(0, len(a) — 1):

3 smallest = j

4 for i in range(j + 1, len(a)):
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5 if ali] < a[smallest |:
6 smallest = i
7 alj], a[smallest] = a[smallest], a[j]

Ovérte platnost nasledujiciho invariantu:

Na zacdtku kazdé vnéjsi iterace pro j obsahuje podposloupnost {ay,...,a;_1} j
nejmensich proki pivodni posloupnosti{ag, ..., an—1} a tyto prvky {ao, ..., a;—1}
jsou usporadané.

b) Upravime invariant nasledovné:
Na zacdtku kazdé vnéjsi iterace pro j obsahuje podposloupnost {ao, ...,a;} j+1
nejmensich proki pivodni posloupnosti {a, ...,an—1} a tyto prvky {ao, ..., a;}
jsou usporadané.
Ovérte platnost invariantu pro dany program. V pripadé, Ze je invariant po-
rusen, oznacte radky programu, na nichz k poruseni invariantu dochazi.

Resend: Invariant plati pouze po viméné prvki na poslednim (sed-
mém) fadku programu. Ukazte to na prikladu.

ULOHA 2.3.2. Slozitost algoritmu selection sort
Predpokladame, ze pole a obsahuje n prvki.

a) Spoctéte pro jednotlivé radky algoritmu selection sort, kolikrat se pti béhu pro-
gramu vykonaji. Vypoctéte celkovou slozitost algoritmu v zavislosti od hodnoty
n.

b) Vypoctéte celkovou slozitost algoritmi selection_sortl a selection_sort2
(viz nize, algoritmy se lis{ trovni vnofeni posledniho fddku) v zavislosti od
hodnoty n. Opét nejprve urcete, kolikrat se béhem vypoctu budou opakovat
jednotlivé radky a ziskané hodnoty sectéte.

Vysledek ovérte programové - definici pocitadla pro jednotlivé fadky.

1 def selection_sortl(a):

2 for j in range(0, len(a) — 1):

3 smallest = j

4 for i in range(j + 1, len(a)):

5 if ali] < a[smallest |:

6 smallest = i

7 alj], a[smallest] = a[smallest], a[j]
1 def selection sort2(a):

2 for j in range(0, len(a) — 1):

3 smallest = j

4 for i in range(j + 1, len(a)):

5 if ali] < a[smallest |:

6 smallest = i

7 alj], a[smallest] = a[smallest], a[j]

c) Ktery z algoritmi selection_sort, selection_sortl a selection_sort2 je
podle vypoctu nejrychlejsi? Vysledek ovéite opakovanym spousténim programt
pro vygenerované pole a velikosti n = 1000, 2000, ..., 10000. Pomoci knihovny
time odméite dobu vypoctu programu. Odpovida vysledek méreni vypoctim?
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2.4 Linearni vyhledavani

Lineédrni vyhledavéni (nazyvané také sekven¢ni vyhledavani) funguje na prin-
cipu postupného prochézeni vSech prvki seznamu.

Znalost vlastnosti posloupnosti prvku (napriklad informace o fazeni posloupnosti)
miuize ovlivnit rychlost vyhledani prvku v posloupnosti.

ULOHA 2.4.1. Linearni vyhledavani

a) Je dan program, ktery nalezne hodnotu v v poli a, pokud tato hodnota v poli
existuje a vrati index prvniho vyskytu hodnoty v v poli.

1 def linear search(a, v):

2 for i in range(len(a)):
3 if aji] = v:

4 return i

)

return —1

Ovérte platnost nasledujiciho invariantu:
Podposloupnost {ay, ..., a;—1} neobsahuje prvek v.
Na zékladé platnosti invariantu diskutujte spravnost programu.

b) Upravime invariant nasledovné:
Podposloupnost {ay, ..., a;} neobsahuje prvek v.
Ovérte platnost invariantu pro dany program. V piipadé, ze je invariant po-
rusen, oznacte radky programu, na nichz k poruseni invariantu dochazi.

ULOHA 2.4.2. Slozitost algoritmu linedrniho vyhledavani

a) Spoctéte pro jednotlivé fadky algoritmu linedrniho vyhledévani, kolikrat se pii
béhu programu vykonaji. Ulohu feste v zavislosti na délce n posloupnosti.
Rozliste pripady, kdy je hledany prvek prvnim nebo poslednim prvkem po-
sloupnosti, kdy se nachazi uprostied posloupnosti, a také, kdy se v posloup-
nosti nenachazi.

b) Vypoctéte celkovou slozitost algoritmu linear_searchl. Stanovte invariant a
ovérte, ze algoritmus slouzi k vyhledani prvka v poli. Urcete, kolikrat se budou
opakovat jednotlivé radky algoritmu.

1 def linear searchl(a, v):
2 found = —1

3 for i in range(len(a)):
4 if aji] = v:

5 found = i

6 return found

Ndpovéda: Formulujte invariant ve vztahu k hodnoté proménné found.

c) Predpoklddejme, Ze vyhleddvame v sefazeném poli a. Pouzijeme algoritmus bi-
narniho vyhledavani / viz program ddle. Pro jednotlivé radky programu
spoctéte, kolikrat se pti béhu programu vykonaji.
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1 def binary_ search(a, v):
2 begin, end = 0, len(a)

3 while begin <= end:

4 mid = (begin + end) // 2
5 if ajmid] = v:

6 return mid

7 if ajmid] < v:

8 begin = mid + 1
9 else:

10 end = mid — 1

11 return —1

d) Ktery z algoritmi linear_search, linear_searchl a binary_search je podle
predpokladu (vypoétu) nejrychlejsi? Vysledek ovéite opakovanym spousténim
programil pro vygenerovana pole a velikosti n = 1000, 2000, ..., 10000 a pro
hodnotu v, ktera se v daném poli nachazi, resp. nenachazi.

Pomoci knihovny time odmétte dobu vypoctu programu. Odpovida vysledek
méreni vypoctim?



