Kapitola 1

Uvod do problematiky

Co si na uvod procvicime?

Ukazeme si, jaké otazky si lze nad algoritmy pokladat, jak je tesit a jaké
souvislosti lze pri této praci nahlédnout

Zopakujeme si, jak zjistit pocet permutaci nebo kombinaci nad danou mnozi-
nou

Zopakujeme si rovnéz zaklady poctu pravdépodobnosti, jak vypocist pravde-
podobnost pruniku a sjednoceni pro zavislé i nezavislé jevy

Budeme se zabyvat podminénou pravdépodobnosti a Bayesovou vétou

Ukazeme si, jak pocet pravdépodobnosti souvisi s algoritmy a informatickym
pristupem k feseni problému

Poznédme, ze nékteré pravdépodobnosti problémy lze fesit s vyuzitim lemy
o dzbanu

1.1 Motivace

Ze zacatku se podivame na jednoduché tkoly, které jsou zamysleny k feseni pro

zaky zakladnich skol. Na téchto prikladech chceme demonstrovat, jak lze nahlizet
na problémy redlného svéta a jak pri feseni téchto problémi lze vyuzit informaticky
pristup. Naznacime, jaké typy tloh nas budou zajimat a jak k jejich feseni budeme
pristupovat.

ULoHA 1.1.1 (motivaéni').
Algoritmus je popsan nasledovneé:

Krok A: Vytvor ¢tvercovou mrizku. Kazdou bunku této mrizky nazyvame mist-
nost. VSechny mistnosti oc¢isluj.

Krok B: Spoj dvé mistnosti s riznymi ¢isly odstranénim jedné stény.

Krok C: O¢isluj novou (spojenou) mistnost mensim ¢islem z puvodnich mist-
nosti.

Krok D: Opakuj kroky B a C, dokud nezbude jedna mistnost. Cislo této mist-
nosti bude 1.

Krok E: Odstran cisla.

Na obréazku je ukazka postupu podle tohoto algoritmu:

!Soutéz Bobitk informatiky. [online] Dostupné z: https://www.ibobr.cz/o-soutezi/
soutezni-otazky/11-soutezni-ulohy
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Ktery z nésledujicich obrazkt vznikl pouzitim tohoto algoritmu?

A

B C D

H L L

Odpovézte i na dalsi otazky:

o Kolikrat se pri tvorbé obrazku velikosti 3x3 zopakuje krok D algoritmu (od-

stranéni stény)?

Kolik rtznych obrazki velikosti 3x3 lze podle daného algoritmu ziskat? Doké-
zete provést alespon horni odhad?

Reseni: Horni odhad je (182> = (142> =495

Definujme graf:

Jednotlivé vrcholy grafu odpovidaji jednotlivym bunkam mriizky. Predefinujte
ulohu tvorby obrazku na odpovidajici grafovou tlohu.

Reseni: Problém souvisi s hleddnim minimélni kostry grafu.
Vytvorte program pro hledani kostry grafu. Pouzijte metodu naznacenou v tlo-
ze — kdyz spojite dva vrcholy, oznacite je stejnym cislem, az postupné budou

vsechny vrcholy oznaceny jednickou.

Reseni: Algoritmus pro simulaci vyhleddni jednoho feseni. Pokud pouzijeme
postup naznaceny motivacni ilohou, dostavame algoritmus UNION-FIND.
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o Vytvorte program, ktery najde vSechna reseni podle daného algoritmu (dané
grafové tlohy). Kolik feSeni jste dokézali vygenerovat? Porovnejte vysledek
s vasim odhadem.

Resend: Odhad 495, vygenerovano 192 riiznych moznosti.

+ Reste tlohu pro &étvercovou mifzku velikosti 2x2. Zamyslete se nad tim, jak
se zvysila narocnost algoritmu pri zméné velikosti vstupu — zmeéna velikosti
miizky 2x2 na 3x3.

Reseni: Ctvercova miizka velikosti 2x2 umoznuje 4 rizna feseni tlohy.

e Odhadnéte pocet Teseni ulohy pro mrizku velikosti 4x4. Sviij odhad si miuzete
opét ovérit programem. Jak dlouho bude vypocet probihat?

Reseni: Horni odhad je (24

15) = 1307504.

Skutecny pocet koster nad danym grafem lze urcit pres Laplaceovou ma-
tici (matice sousednosti, kde na diagondle je pocet sousedi jednotlivych
vrcholt a soused je znacen hodnotou -1).
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Determinant Laplaceovy matice (ur¢ime ho po odstranéni jednoho radku
a jednoho sloupce - viz Kirchhoffova véta?) uréi podet koster grafu.
Pocet koster uvazovaného grafu velikosti 4x4 je 100352.

o Srovnejte pocet koster pro grafy - mrizky velikosti 2x2, 3x3, 4x4. Jak roste
slozitost 1lohy s ristem velikosti miizky?

ULOHA 1.1.2 (motivaéni®).
Auta stoji v tzké garazi takto:
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7 garédze muze vychazet vzdy jenom jedno z krajnich aut. V jakém poradi mohli
auta z garaze vyjet? Vyberte jednu z moznosti na nasledujicim obréazku.
Tolik opét uloha pro zaky zakladni skoly. Odpovézte na dalsi otézky.

Kolika zptisoby mohou auta z gardze vyjet?

Reseni: 25 = 64 moznosti.

Jsou vsechny tyto moznosti unikatni, tj. neopakuji se?

Reseni: Posledni auto mize vyjet hornim nebo dolnim vyjezdem, na vy-
sledném poradi aut to nic nezméni. Ve skutecnosti je proto unikatnich
moznosti jenom 2° = 32.

Kolik je riznych moznosti pravé dvou modrych aut v garazi?

s . . (6)  [6)
Reseni: <2> = <4> = 15.

Jak se zméni pocet moznosti, pokud néktera auta obarvime stejnymi barvami?
Reste tlohu pro nasledujici obrazky:.
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ULoHA 1.1.3. Booleovské funkce
« Kolik existuje Cisel, které maji dvojkovy zapis s délkou n?
Reseni: 2".

« Kolik takovych cisel existuje, pokud pocitame pouze ¢isla, kterd maji v nej-
vyssim bitu jednicku, tj. jejich dvojkovy zapis délky n zacina jednickou.

Reseni: 271,

» Dvojkova ¢isla s délkou n jsou vstupem zadané funkce. Jejim vystupem jsou
dvojkova cisla s délkou m. Kolik takovych funkei existuje?

Navod: Uvédomte si, ze funkce definuje vystup pro kazdy ze svych vstup.
Definujte funkci, ktera ma na vstupu dvojkova cisla délky 2 a na vystupu
dvojkova cisla délky 1. Kolik takovych funkci existuje?.
Reseni: Pron = 2 am = 1 existuje 16 rtiznych funkci.

1.2 Pravdépodobnost

Jevovy prostor (oznacime S) - mnozina vSech elementarnich jevi.
Nahodny jev (ozna¢ime A) je podmnozina jevového prostoru A C S.
Jisty jev - A= S.

Nemozny jev - Pr(A) =0

Pr(A) >0, Pr(S)=1,Pr(0)=0

+Pr(B),jeli ANB=10
+Pr(B)—Pr(AnB)

2Kovar, P. Teorie grafii. Ostrava, 2022. Strana 86-91. Dostupné z: https://homel.vsb.cz/
~kovi6/files/skriptum_teorie_grafu_rozsirene.pdf

3iBobor - stifaz: Archiv tloh [online]. 2009/2010. Benjamin. Dostupné z: http://ibobor.sk/
sutaz_demo/


https://homel.vsb.cz/~kov16/files/skriptum_teorie_grafu_rozsirene.pdf
https://homel.vsb.cz/~kov16/files/skriptum_teorie_grafu_rozsirene.pdf
http://ibobor.sk/sutaz_demo/
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Podminéna pravdépodobnost je pravdépodobnost jevu A, za predpokladu, ze
nastal jev B (Pr(B) # 0)

Pr(An B)

Pr(4|B) = —pr

Nezavislé jevy - jevy, kdy skutecnost, Ze nastane jeden jev, nema zadny vliv na
to, zda nastane ¢i nenastane jev druhy. Pravdépodobnost priniku nezavislych jevi
A a B se rovna souc¢inu pravdépodobnosti jednotlivych jevii, tj.

Pr(AnB)=Pr(A) -Pr(B)
Bayesova véta
Pr(ANB)=Pr(B)-Pr(A|B)=Pr(A)-Pr(B|A)

nebo jinak
Pr(A)-Pr(B| A)

Pr(A|B) = (B

ULOHA 1.2.1. Méme standardni hraci kostku. Vypoctéte nasledujici pravdépodob-
nosti:

« Pr({3})
« Pr({2,4,6})
r(0)
A=1{3,4,5),B=1{2,3)},C={1,35)
« Pr(A), Pr(B), Pr(C)
« Pr(AnB)
« Pr(AUB)

-

ULoHA 1.2.2. Jaké je pravdépodobnost, ze pii hodu dvéma kostkami je soucet &isel
67 Jaka je pravdépodobnost, Ze soucet je 7 nebo 97 Vypocet zkontrolujte pomoci
programu, ktery bude situaci simulovat.

ULOHA 1.2.3. V botniku je 12 para bod. Jaka je pravdépodobnost, ze vytahneme
prave tii boty na levou nohu?

ULOHA 1.2.4. Vyrobce uvadi, Ze jeho pevny disk dokdze fungovat 8000 hodin ne-
pretrzitého provozu s pravdépodobnosti 95%.

e Urcete pravdépodobnost neptetrzitého provozu 8000 hodin u diskového pole
na serveru, které se sklada ze dvou takovych pevnych disk.

o Urcete pravdépodobnost nepretrzitého provozu 8000 hodin u diskového pole
na serveru, které se sklada ze ¢tyt takovych pevnych diskii.

ULOHA 1.2.5. Mdme dvé permutace a a b ¢isel 1 az n. Jaka je pravdépodobnost, ze
nasledujici funkce £1, £2 a £3 vrati True?

def fl1(n):

return random.randint (0, n — 1) != 0
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def 2 ():
num = random.randint (0, 7) *x 8 + random.randint (0, 7)
return num = 45

def f3(a, b, n):
ra = random.randint (0, n—1)
rb = random. randlnt(O, n—1)
return afra] = b[rb]

ULoHA 1.2.6. Na kostce padlo &slo mensi nez 4. Jakd je pravdépodobnost, 7e je
liché?

ULoHA 1.2.7. Mince miZe byt normalni nebo falesnd. Hodim dvakrat a pokazdé
padne hlava. Jaka je pravdépodobnost, ze mince je falesna? Jaka je pravdépodob-
nost, ze je mince prava?

1.3 Randomizované algoritmy

Randomizovany algoritmus je algoritmus, ktery ve své logice vyuziva urcity stu-
pen nahodnosti. V praxi je "ndhodnost"aproximovana generatorem pseudonahod-
nych ¢isel, ktery je v pocitac¢i dostupny. Pti analyze randomizovanych algoritmi je
casto potfeba vyuzit pocet pravdépodobnosti.

Lemma o dzbanu Rik4 se, Ze se tak dlouho chodi se dzbdnem pro vodu, az se
ucho utrhne. Nésledujici lemma tiké, Ze pokud oznac¢ime pravdépodobnosti toho, ze
se ucho utrhne, p, pak dzban vydrzi 1% pokusii. Formalné:

Lemma o dzbdnu: Cekdme-li na ndhodny jev, ktery nastane s pravdépodobnosti
p, dockame se ve stfedni hodnoté po % pokusech.

ULOHA 1.3.1. Generujeme permutaci o n prveich takto:
Krok A: Pripravime si n prazdnych prihradek.
Krok B: Postupné umistujeme ¢isla 1, ..., n do prihradek tak, ze vzdy vybereme
nahodné prihradku, a pokud v ni jiz néco je, vybirame znovu.
Krok C: Do vybrané prihradky umistime ¢islo 1.
Kolik pokust budeme na vygenerovani permutace v pruméru potiebovat?

Ndavod: Algoritmus implementujte a opakovanym spousténim programu
zjistéte primérny pocet pokust pro n = 10,11, ...,20. Pokuste se o zo-
becnéni vysledku.

ULoHA 1.3.2. Jaké je pramérnd ¢asové slozitost bublinkového tifdéni? Piesnéji: po-
kud dostaneme na vstupu ndhodnou permutaci 1 az n, jaka bude stredni hodnota
doby vypoctu? Predpokladejme, ze algoritmus se zastavi, jakmile béhem jednoho
priichodu nic nepiehodi?.

Navod: Bublinkové tazeni probihd podle nésledujiciho programu. Jaké
je prumérnd hodnota proménné i tésné pred skoncenim funkce sort?
S vyuzitim lemy o dzbanu se pokuste o zobecnéni vysledku.

4Fink, J. Algoritmy a datové struktury I, cviéeni 11. Praha, 2019. Dostupné z: https://ktiml.
mff.cuni.cz/~fink/teaching/adsl/cviceni_11.pdf


https://ktiml.mff.cuni.cz/~fink/teaching/ads1/cviceni_11.pdf
https://ktiml.mff.cuni.cz/~fink/teaching/ads1/cviceni_11.pdf
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def sort(arr):
for i in range(len(arr)):
is_ change = False
for j in range(len(arr)—1):
if arr[j] > arr[j+1]:

arr[j], arr[j+1] = arr[j—+1], arr[j]
is__change = True
if not is_change:
return

ULOHA 1.3.3. M&jme poéitad, jehoZ ndhodnym generdtorem je idedlni mince. Ji-
nymi slovy, mame instrukci random_bit, ze které na kazdé zavolani vypadne jeden

rovnomérné ndhodny bit vygenerovany nezavisle na predchozich bitech.

Jak pomoci takové funkce generovat rovnomérné nahodné prirozenda ¢isla od 1 do

n? Minimalizujte primérny pocet hod minci (volan{ funkce random_bit)®.

SMares, M. & Valla, T. Priivodce labyrintem algoritmti. Praha: CZ.NIC, Dostupné z: http:

//pruvodce.ucw.cz/static/pruvodce.pdf
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