Dve zakladni optimalizacni ulohy:

Jak najit nejkratsi cestu mezi dvéma vrcholy?

o Dijkstruv algoritmus
t

S

Jak najit minimalni kostru grafu?

e Jarnikav a KruskalCiv algoritmus @



Planovani trasy robotu

<

@




Ohodnoceny graf

Orientovany nebo neorientovany graf G =(V,E), ke

kterému pridame funkci C: E - R

. funkce kazdé hrané e e E pfifazuje hodnotu c(e)




G =(V,E) .. ohodnoceny orientovany graf
P..cestavG

délka cesty P: d(P)=> c(e)

ecP

Budeme predpokladat, ze ohodnoceni je nezaporne.
VeeE:c(e)>0

Jsou-li dany vrcholy s t eV, jak nalezneme cestu nejkratSi
délky z s do t ?



out

v kazdémV eV cekadegy (v) mravenc, kazdy na jiné vystupnihrané

e mravenci se pohybuji stejnou rychlosti, délka hrany odpovida jejimu
ohodnoceni

» v Case T, vystartuji mravenciz vrcholu S

 jakmile mravenec M dobehne po své hrané do koncového vrcholu U,
startuji vSichni mravenci ¢ekajiciv U a M ze zavodu odstupuje

« cekame na prvniho mravence, ktery se v case T, objevi ve vrcholu




Jak zjistime, kudy vedla nejkratSi cestaz S dot ?

 V kazdéem vrcholu sledujeme, ktery mravenec sem dorazi jako prvni a
poznamename sizde, odkud pfiSel (pokud dorazijako prvni vice
mravencu soucasné, vybereme sijednoho z nich).

« Nejkrat$i cestu vystopujeme zpétnéz t do S .

Cilem algoritmu bude projit vrcholy grafu v poradi, které
odpovida Casu prvniho dosazeni mravencem (tj. min.

vzdalenostem vrcholu od s ).



T .. mnozina vrcholdl, pro které jiz zname vyslednou cestu
minimalni délky z vrcholu s

F .. prioritni fronta

D[v] .. délka doposud zjiSténé nejkratSi cesty do v

P[v] .. predek vrcholu v doposud zjisténé ceste



Dijkstra(G,s):
for each v In V do
P[v]:= NULL; D[Vv]:= oo;
done
D[s]:= 0; T:= @; // inicializace prazdnou mnozinou
vytvof prioritni frontu F z vrchold ve V s kliéi D[V];
whille not F->empty() do
v 1= F->deleteMin(); T->add(v);
for each w 1n Sousede[v] do
it D[w] > D[v]+c((v,w)) then
D[w]:= D[v]+c((v,w));
P[w]:= v; F->changeKey(w,D[w]);
endif
done

done



e Datova struktura podobna fronté
« Kazdy prvek ma navic definovany kli¢ (prioritu) p e R
e Pokud vlozime na konec novy prvek, predbehne ve fronte

vsechny prvky s vysSim klicem

il N

@D | 02| ©3) | (d3) | (e4) | (f,2)

» Operace:

Insert(v), DeleteMin, ChangeKey(v, newValue)



« Jednotlivé prvky ukladame (neusporadane€) do spojoveho

seznamu

» Realizace operaci:
DeleteMin — seznam sekvencné prohledame O(n)
Insert(v) — vkladame na konec seznamu O(1)
ChangeKey(v,p) —zmeénime pouze prioritu prvku Vv,

porfadi v seznamu neménime O(1)

—{ 02 [-f €3) [+ @D [~{[@3) [f 4 |
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Prioritni fronta — s vyuzitim haldy

* Prvky ukladame do binarni haldy

o Uplny binarni strom
» kazdy vrchol ma hodnotu kli¢e <
hodnotée kliCe potomka

DeleteMin, Insert(v), ChangeKey(v, p) ... vde O(logn)

(kazda z operaci méni strukturu stromu v ¢ase O(logn) )
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Oznacme |V |=n,|El=m
Cas je umérny podtu operaci provedenych na F,
téch je max.: n x DeleteMin + m x ChangeKey +

n X Insert

Podle implementace F
 varianta seznam: 0(n? +m)=0(n?)

e varianta halda: O((n+m)logn)

Je-lim= O(n2 /log n), vyplati se pouzit haldu, jinak je lepSi seznam.
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 Bellman-Forduv
« funguje pro libovolné ohodnoceni hran
« OV F)=0(n®)

 Floyd-Warshallav
* nalezne nejkratSi cestu pro vSechny dvojice vrcholu
* hrany mohou byt ohodnoceny i zaporné, graf ale
nesmi obsahovat cyklus zaporné délky
* O(|V|-|E[)=0(n-m)
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Uloha s pogitaovou siti
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» Kostra neorientovaného souvislého grafu je souvisly
faktor s minimalnim pocCtem hran, tj. strom na vsech
vrcholech.

e Jednu z koster v daném grafu muzeme nalézt pomoci

DFS nebo BFS.
Jak nalezneme minimalni kostru T

v ohodnocenem grafu?

c(T) = c(e)

eel
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Obecny postup hledani kostry

Kostra-Generic(G,c):
M:= @;
while M nent kostra do

najdi vhodnou hranu a pridej ji do M;

return M;

Predpokladejme:

* M je rozsifitelna do minimalni kostry
* P je komponenta M

* e je nejlevnéjsi hranavedouciz P “ven

Potom:
M U{e} je téz rozsifitelna do minimalni

kostry 6



o Cil: datova struktura pro evidenci komponent grafu.
* Pro kazdou komponentu vybereme jeden vrchol — jeji reprezentant.

« Jako I, oznaCime reprezentanta komponenty, ve ktere lezi vrchol v.

Pozadujeme tyto operace:
Find(v) —nalezne I,
Union(u,v) — sjednoti komponenty obsahujicivrcholy u a v.

Find(v) =r, Find(u) =r, Union (u,V):
et T Find(v)=r,
;ooht oY /- oh © . Find(u)=r,
0 o o'::‘rzo o ! 0 o © 0 o
SR I T WP e

- -
== == Tt 17



Union-Find problém — implementace

* Reprezentace komponent pomoci orientovanych stromu.

) )
é) (4) (8 P[v] .. pfedchlidce vrcholu ve stromu

2) (6) () rank[v] .. délka nejdel$i orientované
cesty vedoucido vV
9 6 Union(u,v):

1. Naleznemell, a [,
Find(v): 2. Pokud r, =T, , jsme hotovi

_ i} 3. SloucCimestromy,pro I, a r,,
projdeme z v do korene ‘ kofenem je

@ vrchol

s vétSim rank
L @ 6
(3
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Predpokladejme, ze zaCiname s |\ | komponentami, {.

mame graf s izolovanymi vrcholy.

Pozorovani:

1. Union(u,v) zvetsi rank korene maximalne o 1
2. Je-li rank stromu k, ma strom alespori 2% prvkd

hd

—> nejvysSi mozny rank je log|V |

Dusledek:
Casova slozitost Find i Union je O(Iog |V |)
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 Hladovy algoritmus

1. Setrid hrany podle jejich ohodnoceni
c(e)<c(e,)<...<c(e,)
2. Inicializuj M :=@. Prochazej hrany v ziskaném poradi.
Pokud hrana €, spojuje rizné komponenty v M, pridej €,
do M.
3. Na konci obsahuje M hledanou minimalni kostru.
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Casova slozitost:
1. Setfidéni m hran v gase O(mlogm)=0(mlogn)
2. Prfiprachodu m-krat Find a (n—1)-krat Union

O((m+n-1)logn)=0(mlogn)

Vysledna sloZitost: O(mlogn)
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« Kostru vytvarime souvisle, zaciname s jednim vrcholem a
postupné pridavame nejlevnéjsi hrany.
* Algoritmus je velmi podobny Dijkstrovu algoritmu a ma |

stejnou Casovou slozitost.
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Jarnikuv-Primuv algoritmus

Jarnik(G,s):
for each v In V do
Plv]:= NULL; D[v]:= o0;
done
D[s]:= 0; M:= @; // inicializace prazdnou mnozinou
vytvot prioritni frontu F z vrchold ve V s kliéi D[V];
while not F->empty() do
v = F->deleteMin(); M->add({vVv,P[Vv]});
for each w 1n Sousede[v] do
if D[w] > c({v,w}) then
DIw]:= c({v.w});
P[w]:= v; F->changeKey(w,D[w]);
endif
done

done 23
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