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OPAKOVANI REPREZENTACE GRAFU



Definice (Graf) Graf G je uspofddana dvojice G = (V, E), kde

e V je mnoZina vrcholii a

e FE CV xV jemnoZina hran.

Podle toho, zda jsou hrany usporddané/neusporadané dvojice rozlisujeme
orientované/neorientované grafy.

P¥iklady grafd: silniéni/Zelezni¢ni sit, web, socidlni sité

Typicky znaéime |[V| =n a |E| = m.



Priklad

Uvazujme neorientovany graf s n vrcholy, bez paralelnich hran, ktery je
tvoreny jedinou komponentou souvislosti. Jaky je minimalni a maximalni
pocet hran, které graf mize mit?
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Husty vs. fidky graf (anglicky dense a sparse)

o Ve vét3ing aplikaci je m mezi Q(n) a O(n?).
zi

e Pro ridky graf je m v O(n) nebo se mu blizi.
e Pro husty graf je m blizko ©(n?).



Matice sousednosti (anglicky adjacency matrix)

Graf representujeme jako matici nul a jednitek o rozmérech n x n (tj.
A € {0,1}""™), kde plati

A;; =1 iff G ma hrany mezi vrcholy i a j.

Varianty:

e A;; je pocet hran mezi vrcholy i a j,
e A;; je vadha (cena/délka) hrany,

e A;; je £1 podle orientace hrany.



Priklad

Jaka je prostorova narocnost ulozeni matice sousednosti?
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Priklad

Jaka je prostorova narocnost ulozeni matice sousednosti?

@

(n
(m)
(m +n)
O(n?)

@

N N
@

Kvadraticka prostorova narocnost je v pofadku pro husty graf. V fidkém
grafu plytvdme prostorem.



List sousednosti (anglicky adjacency list)

pole (list) vrchold

pole (list) hran

kazda hrana odkazuje odpovidajici dvojici vrcholl

kazdy vrchol odkazuje na incidentni hrany



Priklad

Jaka je prostorova narocnost ulozeni listu sousednosti?
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Ktera reprezentace je lepsi?

e Zalezi na hustoté.
e Zalezi na operacich, které chceme poskytovat

e List sousednosti je lepsi pro prohledavani grafu.
o Naptiklad web ma 10'° vrchold.



DIJKSTRUV ALGORITMUS




Single-source shortest path

Vstup:

e Orientovany graf G = (V, E)
e kazda hrana ma nezapornou vahu

e pocatedni vrchol s
Vystup:
e Pro kazdy vrchol v € V' spoctéme
L(v) = délka nejkratsi cesty z s do v.
Predpoklady:
e (pro pohodlnost) V3e je dostupné z s.

e Délky hran jsou nezaporné.
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Priklad

Jaké jsou délky nejkratsich cest z vrcholu s do vrcholli s, v, w,t v grafu
na tabuli?
e 0,1,2,3
e 0,1,4,7
e 0,1,4,6
e 0,1,3,5
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Neumime redukovat problém na BFS?

1. Nepocita uz BFS nejkratsi cesty v linedrnim case?
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Neumime redukovat problém na BFS?

1. Nepocita uz BFS nejkratsi cesty v linedrnim case?
e Ano, ale lc =1 pro vSechny hrany e € E/
2. Neslo by nahradit celoCiselné vahy cestami jednotkové délky?

o Neskaluje, problém se mize znacné zvétsit.

Regenim je Dijkstrliv algoritmus.
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Pseudokod

function DIJKSTRA-ALGORITHM(graph, s) returns shortest path to

each v
X + {s} > Mnozina vrchold, pro které zndme L(v)
Als]=0 > Spoctend délka cesty
Bls] = emptypath > Spoctend cesta
while X # V do

(v*,w*) < hrana (v,w) e Esve X, w¢ X, kterd
minimalizuje
A[U] + l(v,w)
X + X U{w*}
Alw*] = A[v*] + Ly )
Blw*] = Blv*] U (v*,w*)
end while
end function
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Priklad
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KOREKTNOST DIJKSTROVA ALGORITMU



Korektnost Dijkstrova algoritmu

Tvrzeni (Dijkstra, 1959) Pro kaZzdy orientovany graf s nezipornymi
délkami hran Dijsktriv algoritmus spocte korektné vsechny nejkratsi cesty
z vrcholu s, tj.

Yo eV : AJv] = L(v).
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Indukci pres pocet iteraci.
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IMPLEMENTACE DIJKSTROVA ALGORITMU



Priklad

Jaky je ¢as béhu, pokud Dijkstriv algoritmus naimplementujeme naivné
podle pseudokédu?
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Lepsi implementace?

e Stéle opakujeme operaci hledani minima.

e Neslo by tyto opakované vypocty urychlit pomoci lepsi organizace dat?
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e Datova struktura co provadi operace insert a extract-min v
O(logn).
e Perfektné vyvazeny binarni strom.

e V kazdém vrcholu je splnéna vlastnost haldy: velikost klice je mensi nez
velikosti klict potomki.

e extract-min- odebereme vrchol, na jeho misto vloZime posledni uzel
a probublame doli

e insert- vlozime na konec a probublame nahoru

e Déale mdme moZnost odebrat z prostfedku (probublavani nahoru nebo
doldi podle potfeby)
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Dijkstra s prioritni frontou.

Invariant 1 V haldé mdme vrcholy z mnoZiny V' \ X.
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Dijkstra s prioritni frontou.

Invariant 1 V haldé mdme vrcholy z mnoZiny V' \ X.
Invariant 2 Pro kaZdy v ¢ X plati, Ze key[z| je nejmensi Dijkstrovo

hladové skére ze vsech hran (u,v) € E su € X (popF. 0o, neexistuje-li
takovd hrana)
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Dijkstra s prioritni frontou.

Invariant 1 V haldé mdme vrcholy z mnoZiny V' \ X.
Invariant 2 Pro kaZdy v ¢ X plati, Ze key[z| je nejmensi Dijkstrovo
hladové skére ze vsech hran (u,v) € E su € X (popF. 0o, neexistuje-li

takovd hrana)

Pokud udrzime tyto invarianty pravdivé, pak extract-min vede ke
spravnému vrcholu w*, ktery pridame do X v dalSim kroku algoritmu.
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Jak udrzet Invariant 2 pravdivy?

e Méni se mnozina hran, kterd pfechazi hranici z X do V' \ X.

e PFidanim w se mohlo sniZit minimalni skére.
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Jak udrzet Invariant 2 pravdivy?

e Méni se mnozina hran, ktera pfechazi hranici z X do V' \ X.

e PFiddnim w se mohlo snizit minimalni skére.

KdyzZ je w pfidano, provedeme nésledujici kroky:
for each (w,v) in E do
odeber v z haldy
prepotitej key[v] = min{key[v], A[w] + Ly}
znovu vloz v do haldy
end for
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Cas béhu (list sousednosti)

e n — 1 krat provedeme operaci extract-min

e Kazda hrana zplsobi maximalné jednu dvojici operaci delete a
insert.

o Cas béhu je tedy

O((n—1)logn+mlogn) = ((m+n)logn).
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Cas béhu (matice sousednosti)

Pro nalezeni vSech hran, co vedou z vrcholu je tireba ©(n) prace.

Nepottebujeme haldu, nalezeni minima staéi v ©(n).

Misto haldy postacuje pole.

e n — 1 operaci extract-min

Pro kazdou ©(n) prace, celkem tedy

o(n?).
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PRESTAVKA



PROBLEM HRAN ZAPORNE DELKY




Priklad

Dijkstra na grafu se zdporné ohodnocenymi hranami.
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Zkusme pridat kladnou konstantu ke vsem hranam.

30



Zkusme pridat kladnou konstantu ke vsem hranam.

e Problém, Ze nejkratsi cesta nemusi byt stale nejkratsi.

e Cesty maji rozdilnou délku!
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VA

avér

Dijkstra mize spocist Spatné nejkratsi cestu, pokud graf obsahuje
zaporné ohodnocené hrany.

Dijkstriv algoritmus je rychly, ale ne vzdy korektni.

Dijkstriv algoritmus se Spatné distribuuje.

e Resenim je Bellman-Fordiv algoritmus
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Definice nejkratsi cesty v grafu s cykly zaporné délky

e Funguje nase dosavadni chapani nejkratsi cesty pro graf s cykly
zaporné délky?
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Definice nejkratsi cesty v grafu s cykly zaporné délky

e Funguje nase dosavadni chapani nejkratsi cesty pro graf s cykly
zaporné délky?
o Nefunguje. Nejkratsi cesta obcas neexistuje.

e Zkusme spocist nejkratsi cestu z s do v, kterd neobsahuje cyklus.
o NP-tézky problém ...

e Predpokladejme, ze graf neobsahuje cyklus se zapornou délkou.

e Chceme, aby algoritmus byl schopny takovyto cyklus objevit.
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Priklad

Necht graf G neobsahuje cyklus se zdpornou délkou. Pak plati:

1. Pro vSechny vrcholy existuje nejkratsi cesta s nejvyse n — 1 hranami.
2. Pro vSechny vrcholy existuje nejkratsi cesta s nejvySe n hranami.

3. Pro vSechny vrcholy existuje nejkratsi cesta s nejvySe m hranami.
4

. Kazda nejkratsi cesta miize obsahovat libovolny pocet hran.
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Single-source shortest path, revisited

Vstup:

e Orientovany graf G = (V, E)
e kazda hrana ma vahu [,

e pocatecni vrchol s
Vystup:
1. Pro kazdy vrchol v € V spoctéme

L(v) = délka nejkratsi cesty z s do v.

nebo

2. ldentifikujeme cyklus se zapornou délkou.
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BELLMAN-FORDUV ALGORITMUS




Dynamické programovani

o Definujeme jak fesit vétsi problém pomoci znamych reseni
podproblémi.
o Podobné rekurzi, ale

e jdeme odspodu, ne shora a
e teseni podproblémi mame prvni.
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Aplikace DP na SSSP

e Podcesta nejkratsi cesty je sama o sobé nejkratsi cestou.

e Omezime problém podle poctu hran v nejkratsi cesté.
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Aplikace DP na SSSP

e Podcesta nejkratsi cesty je sama o sobé nejkratsi cestou.

e Omezime problém podle poctu hran v nejkratsi cesté.

Méame tedy jeden podproblém na

1. kazdy vrchol v

2. pocet hran, které pripoustime na nejkratsi cesté.
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Lemma Necht G = (V, E) je orientovany graf s délkami hran . a
pocatecnim vrcholem s. Pro vsechny v € V' a1 € N oznacme jako P
nejkratsi cestu z s do v s nejvyse i hranami (cykly jsou povoleny). Pak

plati

1. pokud ma P nejvySe i — 1 hran, pak je i nejkratsi cestou z s do v s
nejvyse i — 1 hranami;
2. pokud ma P pravé i hran s posledni hranou z w do v, pak cesta P’ je

nejkratsi cestou z s do w s nejvyse i — 1 hranami.
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Priklad

Kolik existuje kandidatu pro optimalni feSeni pro podproblém zahrnujici

vrchol v a ¢ hran?

1.2

2. 1+ in — degree(v)
3.n—-1

4. n
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Bellman-Fordiiv algoritmus

e Necht L, , je délka nejkratsi cesty z s do v, kterd pfipousti nejvyse i
hran.

e Pak Vv € V,i € N plati

" {Li—l,va
L;, = min ]
mln(w,v)eE{Li—l,v aln lwv}-

Korektnost vychazi z predchoziho lemmatu.
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Pokud graf GG neobsahuje cyklus zaporné délky

Pokud graf G neobsahuje cyklus zaporné délky, pak

e nejkratsi cesty neobsahuji cykly,
e maji nejvyse n — 1 hran,

e staci uvazovat pouze i don — 1.
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Pseudokod

function BELLMAN-FORD(graph, s) returns shortest path to each v
A < prazdné pole indexované i a v
Al0,s] =0
Yo e V\ {s}: A[0,v] = 0
fori=1 ton—1do
foreach v € V' do
Ali,v] = min {A[i — 1,v], ming, »)ep{Ali — 1,w] + Ly} }
end for
end for
end function
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Priklad

a4



Priklad

Jaky je ¢as béhu Bellman-Fordova algoritmu?

n?)

SIS

%)

n
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2. O(mn)
e
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S
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Predcasné zastaveni

e Pokud se nic nezméni pro néjaké j < n — 1, pak vime, ze
Yo eV : Alj,v] = Alj — 1,7]

o Nic se nezméni ani pro j 4 1, ani nikdy déle.

e MiZeme zastavit vypocet dfive.
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DETEKCE ZAPORNYCH CYKLU




Co se stane pri existenci cyklu zaporné délky

Tvrzeni G nema3 cyklus zaporné délky
=

pokud pfiddme jednu iteraci B-F algoritmu, pak
Yo eV :An—1,v] = Aln,v].
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Arbitrage detection

o Mame prevodni kurzy nékolika mén.

o Detekujeme cyklus, kde je soucin kurzd > 1.
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Arbitrage detection

o Mame prevodni kurzy nékolika mén.
o Detekujeme cyklus, kde je soucin kurzd > 1.

e Formulujeme jako detekci negativniho cyklu po nahrazeni délek hran
jejich logaritmem.
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JOHNSONUV ALGORITMUS




All-pairs shortest path

Vstup:

e Orientovany graf G = (V, E)
e kazda hrana ma vahu [,
Vystup:

1. Pro kazdou dvojici vrcholll u,v € V spoctéme délku nejkratsi cesty z u
do v.

nebo

2. ldentifikujeme cyklus se zadpornou délkou.
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Souvislost s predchozimi

APSP se redukuje na n volani SSSP.

Algoritmus Cas béhu PFipustna data
n volani Dijkstry O(mnlogn) nezdporné délky hran
n volani Bellman-Forda O(mn?) obecny graf
Floyd-Warshall O(n?) obecny graf
Johnson! O(mnlogn) obecny graf
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Prevazeni hran

Necht G = (V, E) je orientovany graf s obecnymi délkami hran /..
Zafixujme Cislo p,, pro kazdy vrchol v € V. Nech pro kazdou hranu
e = (u,v) grafu G je

l/e =le + Pu — Do
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Priklad

Je-li P libovolna cesta z s do t délky L, jaka je délka P’, pokud
prevazime hrany?

L

- L +ps + 23

- L+ps—pt

- L—ps+pt
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Duisledek

o Kazda cesta z s do ¢ se zméni o stejnou hodnotu.
e Ptevazeni zachovava usporadani cest podle jejich délek.

o Nejkratsi cesta zlistava nejkratsi cestou.

Existuji vzdy takové vahy, aby se ceny hran staly nezaporné?
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Priklad

e Pfidejme novy pocatecni vrchol.

e Spustme Bellman-Fordiiv algoritmus a spo&t&me nejkrat$i cestu z s do
libovolného vrcholu.

e hodnoty pouzijme jako vahy vrcholi

py, = délka nejkratsi cesty z s do v.
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Hrany maji po prevazeni nezaporné vahy

Tvrzeni Pro vsechny hrany e = (u,v) plati

l,e:le + Pu — Do ZO
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Pseudokod

function JOHNSON-ALGORITHM(graph)

vytvot G’ z G pfidanim vrcholu s a hran (s,v) o cené 0 pro
vSechny v € V

spust Bellman-Ford(iv algoritmus na G’ s po&ate&nim vrcholem s >
zastav, pokud naleznes cyklus zaporné délky

Yv € V : p, < délka nejkratsi cesty z s do v v G’

Ve= (u,v) € E:l,=1.4+py — Do

for each v € V' do
spust Dijkstriiv algoritmus na grafu G s I a s potatkem u
oznal vypoctené délky jako d'(u,v) pro véechny v € V
end for
Yu,v €V : d(u,v) + d'(u,v) — py + Py
end function
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O(n) + O(mn) + O(m) + O(mnlogn) + O(n?) = O(mnlogn).

To je mnohem lepsi nez Floyd-Warshalliv algoritmus pro fidké grafy.
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DEKUJI ZA POZORNOST.
CAS NA OTAZKY!
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