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opakováńı reprezentace graf̊u



Graf

Definice (Graf) Graf G je uspǒrádaná dvojice G = (V, E), kde

• V je množina vrchol̊u a
• E ⊆ V × V je množina hran.

Podle toho, zda jsou hrany uspǒrádané/neuspǒrádané dvojice rozlǐsujeme
orientované/neorientované grafy.

Př́ıklady graf̊u: silničńı/železničńı śıt’, web, sociálńı śıtě

Typicky znač́ıme |V | = n a |E| = m.
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Př́ıklad

Uvažujme neorientovaný graf s n vrcholy, bez paralelńıch hran, který je
tvǒrený jedinou komponentou souvislosti. Jaký je minimálńı a maximálńı
počet hran, které graf může ḿıt?

1. n− 1 a n(n− 1)
2

2. n− 1 a n2

3. n a 2n

4. n a nn
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Hustý vs. ř́ıdký graf (anglicky dense a sparse)

• Ve věťsině aplikaćı je m mezi Ω(n) a O(n2).
• Pro ř́ıdký graf je m v O(n) nebo se mu bĺıž́ı.
• Pro hustý graf je m bĺızko Θ(n2).
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Matice sousednosti (anglicky adjacency matrix)

Graf representujeme jako matici nul a jedniček o rozměrech n× n (tj.
A ∈ {0, 1}n×n), kde plat́ı

Aij = 1 iff G má hrany mezi vrcholy i a j.

Varianty:

• Aij je počet hran mezi vrcholy i a j,
• Aij je váha (cena/délka) hrany,
• Aij je ±1 podle orientace hrany.
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Př́ıklad

Jaká je prostorová náročnost uložeńı matice sousednosti?

1. Θ(n)
2. Θ(m)
3. Θ(m + n)
4. Θ(n2)

Kvadratická prostorová náročnost je v pǒrádku pro hustý graf. V ř́ıdkém
grafu plýtváme prostorem.
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List sousednosti (anglicky adjacency list)

• pole (list) vrchol̊u
• pole (list) hran
• každá hrana odkazuje odpov́ıdaj́ıćı dvojici vrchol̊u
• každý vrchol odkazuje na incidentńı hrany
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Př́ıklad

Jaká je prostorová náročnost uložeńı listu sousednosti?

1. Θ(n)
2. Θ(m)
3. Θ(m + n)
4. Θ(n2)
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Která reprezentace je lepš́ı?

• Zálež́ı na hustotě.
• Zálež́ı na operaćıch, které chceme poskytovat
• List sousednosti je lepš́ı pro prohledáváńı grafu.
• Nap̌ŕıklad web má 1010 vrchol̊u.
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dijkstr̊uv algoritmus



Single-source shortest path

Vstup:

• Orientovaný graf G = (V, E)
• každá hrana má nezápornou váhu
• počátečńı vrchol s

Výstup:

• Pro každý vrchol v ∈ V spočtěme

L(v) = délka nejkraťśı cesty z s do v.

Předpoklady:

• (pro pohodlnost) Vše je dostupné z s.
• Délky hran jsou nezáporné.
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Př́ıklad

Jaké jsou délky nejkraťśıch cest z vrcholu s do vrchol̊u s, v, w, t v grafu
na tabuli?

• 0, 1, 2, 3
• 0, 1, 4, 7
• 0, 1, 4, 6
• 0, 1, 3, 5
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Neuḿıme redukovat problém na BFS?

1. Nepoč́ıtá už BFS nejkraťśı cesty v lineárńım čase?

• Ano, ale le = 1 pro všechny hrany e ∈ E

2. Nešlo by nahradit celoč́ıselné váhy cestami jednotkové délky?
• Neškáluje, problém se může značně zvěťsit.

Řešeńım je Dijkstr̊uv algoritmus.
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Pseudokód

function Dijkstra-Algorithm(graph, s) returns shortest path to
each v

X ← {s} . Množina vrchol̊u, pro které známe L(v)
A[s] = 0 . Spočtená délka cesty
B[s] = emptypath . Spočtená cesta
while X 6= V do

(v∗, w∗)← hrana (v, w) ∈ E s v ∈ X, w 6∈ X, která
minimalizuje

A[v] + l(v,w)

X ← X ∪ {w∗}
A[w∗] = A[v∗] + l(v∗,w∗)
B[w∗] = B[v∗] ∪ (v∗, w∗)

end while
end function
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Př́ıklad
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korektnost dijkstrova algoritmu



Korektnost Dijkstrova algoritmu

Tvrzeńı (Dijkstra, 1959) Pro každý orientovaný graf s nezápornými
délkami hran Dijsktr̊uv algoritmus spočte korektně všechny nejkraťśı cesty
z vrcholu s, tj.

∀v ∈ V : A[v] = L(v).
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Důkaz

Indukćı p̌res počet iteraćı.
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implementace dijkstrova algoritmu



Př́ıklad

Jaký je čas běhu, pokud Dijkstr̊uv algoritmus naimplementujeme naivně
podle pseudokódu?

1. Θ(m + n)
2. Θ(n log n)
3. Θ(n2)
4. Θ(mn)
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Lepš́ı implementace?

• Stále opakujeme operaci hledáńı minima.
• Nešlo by tyto opakované výpočty urychlit pomoćı lepš́ı organizace dat?
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Halda

• Datová struktura co provád́ı operace insert a extract-min v
O(log n).

• Perfektně vyvážený binárńı strom.
• V každém vrcholu je splněná vlastnost haldy: velikost kĺıče je menš́ı než

velikosti kĺıč̊u potomk̊u.
• extract-min- odebereme vrchol, na jeho ḿısto vlož́ıme posledńı uzel

a probubláme dol̊u
• insert- vlož́ıme na konec a probubláme nahoru
• Dále máme možnost odebrat z prosťredku (probubláváńı nahoru nebo

dol̊u podle poťreby)
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Dijkstra s prioritńı frontou.

Invariant 1 V haldě máme vrcholy z množiny V \X.

Invariant 2 Pro každý v /∈ X plat́ı, že key[x] je nejmenš́ı Dijkstrovo
hladové skóre ze všech hran (u, v) ∈ E s u ∈ X (pop̌r. ∞, neexistuje-li
taková hrana)

Pokud udrž́ıme tyto invarianty pravdivé, pak extract-min vede ke
správnému vrcholu w∗, který p̌ridáme do X v daľśım kroku algoritmu.
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Jak udržet Invariant 2 pravdivý?

• Měńı se množina hran, která p̌recháźı hranici z X do V \X.
• Přidáńım w se mohlo sńıžit minimálńı skóre.

Když je w p̌ridáno, provedeme následuj́ıćı kroky:
for each (w, v) in E do

odeber v z haldy
p̌repoč́ıtej key[v] = min{key[v], A[w] + lwv}
znovu vlož v do haldy

end for
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znovu vlož v do haldy

end for

24



Čas běhu (list sousednosti)

• n− 1 krát provedeme operaci extract-min

• Každá hrana způsob́ı maximálně jednu dvojici operaćı delete a
insert.

• Čas běhu je tedy

O ((n− 1) log n + m log n) = O ((m + n) log n) .
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Čas běhu (matice sousednosti)

• Pro nalezeńı všech hran, co vedou z vrcholu je ťreba Θ(n) práce.
• Nepoťrebujeme haldu, nalezeńı minima stač́ı v Θ(n).
• Mı́sto haldy postačuje pole.
• n− 1 operaćı extract-min

• Pro každou Θ(n) práce, celkem tedy

Θ(n2).
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Přestávka
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problém hran záporné délky



Př́ıklad

Dijkstra na grafu se záporně ohodnocenými hranami.
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Zkusme p̌ridat kladnou konstantu ke všem hranám.

• Problém, že nejkraťśı cesta nemuśı být stále nejkraťśı.
• Cesty maj́ı rozd́ılnou délku!
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Závěr

• Dijkstra může spoč́ıst špatně nejkraťśı cestu, pokud graf obsahuje
záporně ohodnocené hrany.

• Dijkstr̊uv algoritmus je rychlý, ale ne vždy korektńı.
• Dijkstr̊uv algoritmus se špatně distribuuje.
• Řešeńım je Bellman-Fordův algoritmus
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Definice nejkraťśı cesty v grafu s cykly záporné délky

• Funguje naše dosavadńı chápáńı nejkraťśı cesty pro graf s cykly
záporné délky?

• Nefunguje. Nejkraťśı cesta občas neexistuje.

• Zkusme spoč́ıst nejkraťśı cestu z s do v, která neobsahuje cyklus.
• NP-těžký problém ...

• Předpokládejme, že graf neobsahuje cyklus se zápornou délkou.
• Chceme, aby algoritmus byl schopný takovýto cyklus objevit.
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• Předpokládejme, že graf neobsahuje cyklus se zápornou délkou.
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Př́ıklad

Necht’ graf G neobsahuje cyklus se zápornou délkou. Pak plat́ı:

1. Pro všechny vrcholy existuje nejkraťśı cesta s nejvýše n− 1 hranami.
2. Pro všechny vrcholy existuje nejkraťśı cesta s nejvýše n hranami.
3. Pro všechny vrcholy existuje nejkraťśı cesta s nejvýše m hranami.
4. Každá nejkraťśı cesta může obsahovat libovolný počet hran.
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Single-source shortest path, revisited

Vstup:

• Orientovaný graf G = (V, E)
• každá hrana má váhu le

• počátečńı vrchol s

Výstup:

1. Pro každý vrchol v ∈ V spočtěme

L(v) = délka nejkraťśı cesty z s do v.

nebo
2. Identifikujeme cyklus se zápornou délkou.
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bellman-ford̊uv algoritmus



Dynamické programováńı

• Definujeme jak řešit věťśı problém pomoćı známých řešeńı
podproblémů.

• Podobné rekurzi, ale
• jdeme odspodu, ne shora a
• řešeńı podproblémů máme prvńı.
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Aplikace DP na SSSP

• Podcesta nejkraťśı cesty je sama o sobě nejkraťśı cestou.
• Omeźıme problém podle počtu hran v nejkraťśı cestě.

Máme tedy jeden podproblém na

1. každý vrchol v

2. počet hran, které p̌ripoušt́ıme na nejkraťśı cestě.
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Lemma Necht’ G = (V, E) je orientovaný graf s délkami hran le a
počátečńım vrcholem s. Pro všechny v ∈ V a i ∈ N označme jako P

nejkraťśı cestu z s do v s nejvýše i hranami (cykly jsou povoleny). Pak
plat́ı

1. pokud má P nejvýše i− 1 hran, pak je i nejkraťśı cestou z s do v s
nejvýše i− 1 hranami;

2. pokud má P právě i hran s posledńı hranou z w do v, pak cesta P ′ je
nejkraťśı cestou z s do w s nejvýše i− 1 hranami.
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Důkaz
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Př́ıklad

Kolik existuje kandidátu pro optimálńı řešeńı pro podproblém zahrnuj́ıćı
vrchol v a i hran?

1. 2
2. 1 + in− degree(v)
3. n− 1
4. n
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Bellman-Fordův algoritmus

• Necht’ Li,v je délka nejkraťśı cesty z s do v, která p̌ripoušt́ı nejvýše i

hran.
• Pak ∀v ∈ V, i ∈ N plat́ı

Li,v = min
{

Li−1,v,

min(w,v)∈E{Li−1,v + lwv}.

Korektnost vycháźı z p̌redchoźıho lemmatu.
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Pokud graf G neobsahuje cyklus záporné délky

Pokud graf G neobsahuje cyklus záporné délky, pak

• nejkraťśı cesty neobsahuj́ı cykly,
• maj́ı nejvýše n− 1 hran,
• stač́ı uvažovat pouze i do n− 1.
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Pseudokód

function Bellman-Ford(graph, s) returns shortest path to each v

A← prázdné pole indexované i a v

A[0, s] = 0
∀v ∈ V \ {s} : A[0, v] =∞
for i = 1 to n− 1 do

for each v ∈ V do
A[i, v] = min

{
A[i− 1, v], min(w,v)∈E{A[i− 1, w] + lwv}

}
end for

end for
end function
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Př́ıklad
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Př́ıklad

Jaký je čas běhu Bellman-Fordova algoritmu?

1. O(n2)
2. O(mn)
3. O(n3)
4. O(m2)
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Předčasné zastaveńı

• Pokud se nic nezměńı pro nějaké j < n− 1, pak v́ıme, že

∀v ∈ V : A[j, v] = A[j − 1, v]

• Nic se nezměńı ani pro j + 1, ani nikdy dále.
• Můžeme zastavit výpočet ďŕıve.
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detekce záporných cykl̊u



Co se stane p̌ri existenci cyklu záporné délky

Tvrzeńı G nemá cyklus záporné délky

⇔

pokud p̌ridáme jednu iteraci B-F algoritmu, pak
∀v ∈ V : A[n− 1, v] = A[n, v].
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Důkaz
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Arbitrage detection

• Máme p̌revodńı kurzy několika měn.
• Detekujeme cyklus, kde je součin kurz̊u ≥ 1.

• Formulujeme jako detekci negativńıho cyklu po nahrazeńı délek hran
jejich logaritmem.
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johnson̊uv algoritmus



All-pairs shortest path

Vstup:

• Orientovaný graf G = (V, E)
• každá hrana má váhu le

Výstup:

1. Pro každou dvojici vrchol̊u u, v ∈ V spočtěme délku nejkraťśı cesty z u

do v.
nebo

2. Identifikujeme cyklus se zápornou délkou.
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Souvislost s p̌redchoźımi

APSP se redukuje na n voláńı SSSP.

Algoritmus Čas běhu Př́ıpustná data
n voláńı Dijkstry O(mn log n) nezáporné délky hran

n voláńı Bellman-Forda O(mn2) obecný graf
Floyd-Warshall O(n3) obecný graf

Johnson1 O(mn log n) obecný graf

11 voláńı B-F, n voláńı Dijkstry
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Převážeńı hran

Necht’ G = (V, E) je orientovaný graf s obecnými délkami hran le.
Zafixujme č́ıslo pv pro každý vrchol v ∈ V . Nech pro každou hranu
e = (u, v) grafu G je

l′e = le + pu − pv.
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Př́ıklad

Je-li P libovolná cesta z s do t délky L, jaká je délka P ′, pokud
p̌reváž́ıme hrany?

1. L

2. L + ps + pt

3. L + ps − pt

4. L− ps + pt
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Důsledek

• Každá cesta z s do t se změńı o stejnou hodnotu.
• Převážeńı zachovává uspǒrádáńı cest podle jejich délek.
• Nejkraťśı cesta z̊ustává nejkraťśı cestou.

Existuj́ı vždy takové váhy, aby se ceny hran staly nezáporné?
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Př́ıklad

• Přidejme nový počátečńı vrchol.
• Spust’me Bellman-Fordův algoritmus a spočtěme nejkraťśı cestu z s do

libovolného vrcholu.
• hodnoty použijme jako váhy vrchol̊u

pv = délka nejkraťśı cesty z s do v.
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Hrany maj́ı po p̌revážeńı nezáporné váhy

Tvrzeńı Pro všechny hrany e = (u, v) plat́ı

l′e = le + pu − pv ≥ 0.
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Důkaz
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Pseudokód

function Johnson-Algorithm(graph)
vytvǒr G′ z G p̌ridáńım vrcholu s a hran (s, v) o ceně 0 pro

všechny v ∈ V

spust’ Bellman-Fordův algoritmus na G′ s počátečńım vrcholem s .

zastav, pokud nalezneš cyklus záporné délky
∀v ∈ V : pv ← délka nejkraťśı cesty z s do v v G′

∀e = (u, v) ∈ E : l′e = le + pu − pv

for each v ∈ V do
spust’ Dijkstr̊uv algoritmus na grafu G s l′e a s počátkem u

označ vypočtené délky jako d′(u, v) pro všechny v ∈ V

end for
∀u, v ∈ V : d(u, v)← d′(u, v)− pu + pv

end function
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Čas běhu

O(n) +O(mn) +O(m) +O(mn log n) +O(n2) = O(mn log n).

To je mnohem lepš́ı než Floyd-Warshall̊uv algoritmus pro ř́ıdké grafy.
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Děkuji za pozornost.
Čas na otázky!
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